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PREFACE. 


.    •' .      ;  'I. 

Uouvrage  que  j'ai  public, .il  y  a  quinze  ans,  sous  le  litre 
^Apercu  historique  sur  rorigine  et  le  dev^elop^emcnt  ries 
Mexhodes  en  Ccoihitrie  (i)  etait  une  preparation  a  la 
publication  que  je  commence  aujourd'hui^  D'aulres  tra- 
vaux  m'avaient  detourne  de  ce  sujet.  Mais  une  chaire  de 
Giometrie  siiperieiire ,  reclamee  depuis  longtemps  par  la 
Faculte  des  Sciences  et  iuf^tituee  en  1846,  m'ayant  et^  con- 
fiee,  j'ai  du  reprendre  mes  anciennes  Etudes  e^  m'eflbrcer 
de  lier  enlre  eux ,  pour  Jes  eriger  en  corps  d^  doctrine,'  des 
materiaux  ins^r^s  en  partic  seulement  dans  les  Notes  de 
YApercu  hisloiique.  • 

Au  lieu  de  Touyrage  que  je  mentionnais  alors  sous  le 
nom  de  Complements  de  Geouietrie  et  dans  le(j[uel  je  me  • 
proposais  de  reunir  ces  materiaux,  je  me  suis  trouve  natu- 
rellement  conduit  a  faire,  s'il  m'etait  possible,  un  Traite 
complet;  et  j'ai  du  VinlMxjAev^Geometrie  'Supeneure,  pour 
conserver  le  litre  m^me  de  la  chaire  consacree  a  I'ensei- 
gnement  de  la  Geomelrie  pure. 

Nouvean  par  le  litre,  cc, Traite  de  Geometrie  superieiirc 
Test  aussi,  a  beaucoup'd'egards,  par  les  matiires,  et  prin- 
cipalement  par  la  methode  de  demonstration.  Ce  qui  le 
caraclerise  essentiellement  el  determine  I'esprit  dans  le- 
quel  il  a  ^te  con9ir9  c^est  Tuniformite  de  celtc  methode  et 
la  portee  de  ses  applications. 

Les  principes,  on  theories  speciales,  sur  lesquels  re- 


(1)  Voii\  plus  loin ,  la  noto  de  la  page  xxxi. 
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poseiil  CVS  promles  uni formes. de  demonstration,  sont  de- 
veloppes  dans  le  yolume  que  je  public  aujourd'hui..  II 
coniient,  en  outre,  rapplication  deces  principcs  aux  pro- 
prieles  des  figures  reciilignes .  et  circulaires,  et  quelques 
theories  generales,  ciitre  autres  la  theorie  des  Jigures  lio- 
mographiqites  el  oelle  des  Jigures  corre/afiues,  d'ou  deri- 
vent,  dans  leiir  plus  grande  exfensiori,  les  deux  methodes 
d(^  transformation  des  figures  en  usage  dans  la  Ceometrie 
mod  erne. 

On  trouvicra  plus  loin  une  indicatit)n  sommaire  de  ees 
ditfereiites  parties  ^  et  alors  je  dirai  quelled  sont  les  thro- 
nes fondamentales  sur*l<.*squelles  reposenl  les  demonstra- 
tions que  j'eniploie;  et  je  chercherai  a  expliquer  d'ou  pro- 
viennent  la  faeilite  el  la  frequenee  de  leurs  .applications. 
Mais  je  dois  indiquer  d'kbord  les  caracleres  generaux  qui 
uistinguent-  ces  methodes  a  d'autres  egards :  en  cela  surtout , 
i]u'e//ej.  paiticipeut  aiux'  av^antages  prop  res  h  VAnalysfi. 

Je  veux  parler  de  la  generalite  doni  sont  empreinis  tous 
les  resultats  de  la  Geom^triti  analytique,  oii  Ton  ne  fait 
deception,  ni  des  differences  de  positions  relatives  des  di- 
verses  parties  d'une  figure,  ni  des  circonslances  de  realite 
ou  A' imaginarite  des  parties  qui ,  dans  la  construction  ge- 
nepale  de  la  figure ,  peuvent  ^tre,  indifleremment,  reelles 
ou  imaginaires.  Ce  caractefe  specifique  de  T Analyse  se 
trouve  dans  noire  Geometric. 

Mais  ces  methodes  de  pure  Geometric  presentent  un  autre 
avantage  essentiel,  qui  manque  parfois  a  la  Geometric  ana- 
lytique;  c'est  quVlles  s'appliquent./zl'ec  ime  egalc  facililc 
aux  propositions  qui  cohcernent  des  droiles ,  comme  a  celles 
qui  concernent  des  points,  sans  qu'on  soil  oblige  de  con- 
clure  les  unes  des  autres  par  les  methodes  de  transforma- 
tion ,  ainsi  quW  a  coutume  de  le  faire. 

II  y  a  done,  comme  on  yoit,  trois  points  de  doctrine  ma- 
ihematique,  qui  donnent  au  Traile  de  Geometrie  supe- 


> 
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rifiure  uu  caractere  special ,  et  semblent  marquer  un  pro- 
gres  dans  la  culture  de  la  science.  Je  vais  entrer,  a  ce  sujet , 
dans  quelques  deyeloppements. 

H-  . 

Jusqu'a  pr^nt  on  n'a  pdint  introduit,  dHune  maniere 
generate  et  syste/nat/iqne,  en  Gi^ometrie,  le  principe  des 
signeSj  pour  marquer  la  direction  des  segments  ou  des 
atigles ,  excepte  dans  la  G^om^trie  analytique  et  dans  quel- 
ques questions  parti  cultures,  telles  que  la  th^rie  des  cen- 
tres des  moyennes  distances  et  des  mojennes  harmohiques^ 
ou  Ton  ne  considere  que  des  s^ments  formes  sur  une  seule 
droite.  •  ^ 

On  est  tellement  familiarise,  en  Analyse,  d^puis  Des-  . 
cartes,  a vec  ce  principe. des  signes,  dont  on  appr^cie  I'im- 
menseutilite,  qu'on  peut.s^etouner  que  Ton  n'en  ait  pa's 
encore  etcndu  Tusage  general  a  la  Geomc^trie  pure.  Je  dirai 
plus  loin  les  causes  de  cette  lacune  regrettable.  Pour  la  con- 
stater  ici,  il  suffira  de  citer  la  relation  harmonique  de 
quatre  points ,  relation  employee  si  fr^uemment.  dans  la 
G^metrie  moderi>e ,  et  toujours  sans  y  faire  entrer  le  prin- 
cipe des  signes  pour  marquer  la  direction  des  segments.  II 
en  est  de  m6me  de  beaucoup  d!autpes  relations  d  oin  usage 
egalement  fr&juent,  notammentde  toutes  cellesqui  rentreni 
dans  la  th^orie  des  iransversales. 

Dans  touted  ces  relations  ^t  dans  celles  qui  en  d^rivent, 
on  ne  considire .  gen^ralemeiit,  que  la  valeur  numerique 
des  segments ,  de  sorte  qu'elles  se  rapportent^  d'uue  ma- 
niere concrete ,  a  une  seule  des  figures  que  pent  admeiire 
une  question,  a  la  figure  que  Ton  a  eue  sous  les  yeux  dans 
le  cours  du  raisonnement  (i). 

^i)  Par  exomple,  qiiatre  points  a,h,c,  d  situes  en  Hgne  droite  don- 
oent  licit  a  troiR  rectangles  ab.cd^  acdb^  ad. be,  el  Ton  demontre  que 
Vun  de  ces  rectangles  eit  ()gal,  numei iqaement ,  a  la  sonime  des  deux  aulres: 


H  esl^vrai  qu'on  peui  tonclure  des  n  iatioiis  demoiilrees 
pour  celtc  iigure,  celles  qui  coiivieiinent  a'uiie  autre,  paf 
la  doctrine  d^s  quantit^^  directex  el  inverses  de  Caniot,  doc- 
trine qui  fait  Tobjet  de  la  Geometric  He  position^ 

A  van  t  que  ce  denner-ouvra^e  parut,  on  donnalt  ordi- 
nairement  d'une  proposition  autatit  de  demonstrations ,  et 
d'un  problfeme  autant  de  conslmctioRS  particulieres,  que 
la  figure  pouvait  piesenter  de  cas  diilerents  dans  la  disposi- 
tion relative  de  scs  diverses  parties.  Cest  ainsi  que  fai- 
saient  les  Anciens,  et,  dans  \e  siecfe  dernier,  R.  Simsoii, 
Stewart,  elc.  La  Geomelna  de  positidv  a  eu  pour  objet'de 
prouver  q«'une  seule  demonstration. ou  construction  devait 
suffire,  et  de  montrer  comment  on  j)ouv4iit  conclure  d'une 
-relation  concrete  et  j>urcment  numcrique,  ibrmec  pour 
une  figure  determinee,  la  relation  qui  conrveuait  «n  un  autre 
etat  de  la  figure'.       *  • 

I  e  proeecle  consiste  a  donuer  le  signe  moini,  dans  la  re- 
lation proposee,  aux  angles  et  ayx  segments  qui  ont  change 
de  direction  dans  la  seconde  .figure  :  alors  la  relation  prend  . 
la  forme,  qui  convient  a.ccttc  nouvelle  figure  (i). 


celui-I^  depend  do  la  po^itmn  relative  des  qualre  points.  Si  ce^  potnU  soni 
places  dAns^rprdre  d,  i»,  rectangle  esl  ac*,bd\  de  borie  qu^on  u 

4ic.hd  =-  ob.cd      ad.hc.  •  ^ 

DansTordiefl,  d,J>^  r,  on  a  tth  cd  =  ad,bc  -^g  dh  . 

£t  dans  l>3rdre  a,  6,      c,  ad\hc  r=i  ah.dc nc.hd. 

(.bac'une.  de  ces  eg.iJiles,  qui  sent  purcmeul  niimeriques,  cunvionl  k  une 
pobiltonTelutivc  delcrrainee  doh  qualre  poinls.  El  c'est  aintii  qu'on  a  cou- 
tuine  d^exprinirr  cede  |iroprtrie  d«»  qcnln*  points,  demontree,  en  premier 
lien,  je.crois,  parKider.  (Voir  Aprrqu  historiqur ,  pape 3«5.)  Avec  le  prin- 
cipt'  di>s  si^nes  y  «>n  l  exprime  par  la  (ormiile 

ah.cd  -1-  ac.ah  -4-  ad. he  —  o, 

qui  convient  a  tons. les  cas  qi'e  pent  presenler  la  position  relaii\e  dt's  qualrc 
poinis. 

(i)  Les  deux  relations  ne  difl'drcul ,  f}ualeui(nl,  que  par  lea  signes  de 
quvlqucb  lerjnes.  X'oici  comuietit  rauleur  b'expriuie  Suiviint  les  diverses 
»  ciicunstances  ou  elles  (les  quanlil«»  quo  Ton  considdrc,  telles  que  des 
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C  esl  cc  que  Canrot  a  appele.  le  pvincipe  rie  corrclaU'on 
dcs  iigures.  Mais,  $i  dire  vrai,  ce  principc  u'est  pas.de- 
moDtre,  et  les  developpoments  dans  lesquels  Tauteur  est 
entre,  a  plusieurs  reprises,  tant  clans  la  Geomet rie  ric  po- 
sition que  dans  des  dissertations  speciales,  ne*  forment  que 
de  puissantes  inductions  qui  ne  constituent  pas  une  demons- 
tration-primqrdi  ale ,  absolue  ^  et,  a  la  r>^eur,  il  faudrait 
justifier,  dans  kh'a€|ue  question ,  le  passage  d*une  formule  a 
une  autre. 

Cexles,  ce  principe  de 'correlation  est  uh  progres  en 
Geometries  mais  il  n^e^t  p^s  suffisant,  ct  le  defaut  de  ri- 
gueur  absolue  n-est  pas  ici  le  plus  grave  inconvenient  de 
cette  jnaniere  de  proceder  :' il  en  est^  d*autres  qui  touchent 
a  Tessence  m6me  de.  la  sciencje  *,  car  /cs  propositions  'dans 
Icsfjuelles  on  ne  fait  pas  entrer  le  principe  des  signer  sont, 
cn  general  J  incompletes  :  en  ny  co'nsiderant  que  les  va-  • 
leurs  nnmeriqiws  des  segments ,  on  neglige  ii/ie  partui 
essentiellc  des  proprietes  de  la  figure,  que  ces  proposi- 
tions auraient  exprimees  au  moyen  des  signes.^ 

11  s'agitici  d^un  point  de  doctrine  fort  important.  Fixons 
les  id^  par  un  exemple.  Quand  un  qtiadrllatere  est  in- 
scrit  dans  un  cercle  ou  une  section  conique ,  une  transver* 
sale. rencontre  la,  courbe  et  les  c6tes  du  quadrilatere  en  six 
points  qui  donnent  lieu  a  certaincs  relations  a  deux  Xermcs , 
entre  six  ou  huit  segments.  C  est  ce  qu  on  appelle  les  equa- 
tions dLiwolution  de  six  points ^  ou  le  tlworemc  do  Des-:' 
argues. 

On.  a  coutume  dc  ne  considercr,  dan$  ce  tireoremc ,  que 


»  segments  rcclHi^rncs)  se  troiivcnl ,  on  doit  conserver  le  signc  qui  io«  pre-* 
n  ceile  daiift  les  formujus  ou  el  les  cntrent ,  ou  le  changer  :  ei  cVst  la  theorit^ 
»  de  (k'S'muChlloii;*  iqnc  jc  tiomtne  Geometric  de  positioif,  pierce  qifen  \&ol 
»  c^l  par  clles  qu^on  cxprime  la  divcrsiie  de  positiun  des  parties  correh 
M  pondantes  dans  les  figures  de  m6me  genre.  »  ;  Geomeii-it'  drjwsHion,  ViW- 
scrialiori  prelim Miajr*' ,  page  xxni  }  ' 
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les  valeurs  auaieriq.ue$  dee  segments ,  cii  faisant  abslrac- 
tion  des  conditions  de  direction  j  parce  que  le  mode  de  d^ 
monstration  que  Ton  emploie  n'impliq^e  pas  par  lui-m^me 
le  pri^cipe  des  signes,  et  que  Ton  n'iptroduit  pas ,  a  poste- 
riori, ee  principe  dans  les-formules  (i), 

II  resulte  de  que  les  equations  deraontrees,  bien 
qu'exactes  numeriquement ,  n'exprimcnt  qix^imparfaite" 
ment  les  proprietes  de  la  figure.. Par  example,  chacune  dc 
ces  (equations  devrail  pouyoir  servir  pour  determiner  Tun 
des  deux  points  de  la  courbe ,  quand  Tautre  est  donn^ ;  jet 
cela  n'a  pas  lieu ,  faiute  d'avoir  introduit  le  principe  des 
signes.  Car  prenonsT^quation  ah' .  be' .  ca!  =  ad .  ch' .  ba\ 
rune  des  sept  qui  existent  entre  les  deux  couples  de  points 
a,  a'  et  i,  b'  du.quadrilat^re  et  les  deux  points  c,  c'  de  la 
courhe  :  cette  Equation ,  si  on  la  regarde  comme  une  rela- 
tion purement  num^rique  et  saiis  y  faire  entrer,  au  moyen 
des  aigne^,  aucune  condition  de  direction  des  segments, 


(l)  Soient  vz,  a';  &  ,  et  c'  les  trois  couples  de  pointi;  on  d^morilrc 
d^abordyde  direrses  manidres,  qai  souvent  ne  comportent  paa  Papplica- 
lion  du  principe  des  sii^nes,  les  irois  dquaiLons  i'huit  segmenls*: 

ab.  ah'      a'h,a'b'      be  he'  _  b'c.b'c'      ca.ca\_  c'a,c'a' 

ac.  ac'  ~  a'c.a'c'^    ha.ba'  ~~  b'a.b'a'^    cb.cb'  "  c'h.c'b'' 

"puis  on  conclut  de  ccs  equalions,  par  voie  de  miiUiplication  ct  division, 
quatre equations  k  sis  segments.  Par  exemple',  en  muUipliaut  les  trois  equa- 
tions, membre  2i  membre,  on  obtient 

ah'^  .  ic'*  .  ca'*=a'b^  ,  b' c*  ^  c'  a  ^ 

^  ah\hc',ca'  —  ±ia'b.b'cc'  a. 

Si  Ton  avail  cgard  aiiz  signe:i  Jos  segments,  il  y  au'rai}^  ici  une  difticuUe  , 
pour  lo  cboiz  du  si(i^ne  du  second  membre.  Mais.ceite'difncuUe  ne  so  pre- 
■enie  pas,  ou.du  moins  on  ]a  passe  sous  silence,  parce  qu^on  /i^glige,  dans 
ce^  formules,  le  principe 'des  signes,  pour  n^y  considerer  queja  valeur  nu- 
meriquades  segments.  Aussi  Ton  ecrii  ces  segments  d^ine  mani^re  nrbi- 
'traire,  par  exemple  ab'  ou  V  a  indifferemmeni ,  et  quelquefois  rodmc  isans 
observer  dans  les  quatre  equations  unc  mdmc  r^le  dQ  sym^iric  rolalive- 
jncnt  anx  origines  des  segments. 
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doiiiie,  pour,  uue  posi lion  cUi  poinl  c,  dcifx  points  c','ei 
ne  fait  pas  connailre  lequel  de  ces  deux  ^points  apparlieul 
a 'la  courbe.  Ce  qui  prouve  que  Pequaliou,  telle  qu'on 
la  considere,  ne  satisfait  pas  a  la  question  qu'elle  devrait 
resqudre. 

II  faut  done  necessairement  introdiiire  dans  les  relations 
d'in-volution  I'e  principe  des  digues ;  sans  quoi  elles  seront 
de  simplvs  egaliies  uumeriques ,  for  man  t  un  theoreme  im- 
parfait  et  dont  on  ne  connai trail  pas  toute  Putilite. 

CeJa  peut  expHquer  pou'xjuoi  ce  "iTieoreme'celibre  de 
Desargues,  dont  on  parle  tan t  dans  la  Geometrie  mor 
derne,  n'a  cependant  point  encore  eu  toutes  les  applica- 
tions dont  il  est  susceptible.  M.  Brianchon,  il  est  vrai,' 
en  a  fait  la  base  de  son  inleressant  Mcmoire  suvles  Ugnc.> 
du  second  ordre^  mais  il  faut  remai*quer  que  tout  Tou- 
vrage".consiste  dans  les  d^veloppements  des  corollaires  du, 
tEeor&mc  lui-meme,  considere  dans  tous.ses  cas  pavticu- 
liers,  et  que  Tauteur  n'introduit  pas  ce  theoreme. dans  le<; 
speciJations  geometriques  ou  Ton  auraft  eu  a  tenir  compte 
de  la  direction  des  segments:  ce  que«rqn  n^a  pas  fait  hop 
plus  depuis. 

Aussi,  ce  que  Ton  appelle  V involution  dh  six  points  5*osi 
reduit  aux  equations  a  deut  termes^  entre  six  oil  huit  seg- 
.ments,  relatives  soit  au  quadrilatere  inscrit  a  unc  coAique, 
comme  nous  Tavons  dit,  soit  aux  six  points  d'iritersection 
des  quatre  c6tes  et  des  deux  diagonales  d'ian  <|uadrilalere 
quelconque ,  par  unc  trans versale  ( i ) . 

Cependant  les  six  points  donneiit  lieu  a  di verses  autres 
relations  tres-ditli^reiites,  formant  une  veritable  theorie 
dont  les  applications ,  deja  tres-frequentes-dans  ce  volume , 
le  seront  encore  plus  dans  la  th^ocie  des  sections  coniques. 

(i^  Ces  relations  d^invoUition  rntrc  les  six  points  (riiilcrsccliontieH  quatro 
c6tes  et  des  deux  dia{;ohales  (fiui  quadriial^rc  par  nne  tran«vcrsuli3 ,  onl  etc 
conniies  d«s  Anciens,  cn\  parlie  du  moinsj  car  oa  irouvc  dans  K*.  soptieme 
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Mais  ces  applicaliQns  serai^nt  difficiles  et  fort  restreintes 
si  Ton  ne  considerait  que*  les  valeurs-  num^riques  des  seg- 
ments., sans  'y  faite  entrer,  ayfec  le  m^me  degre  d'impor-* 
tance^  le^s  conditions  de  direction  :•  et  Toa  pent  dire  que 
celle  th^orie  de.  Vini^olution  n*ex1sterait  pas  sans  le  prin- 
cipe  4xjs  sigpes.  •  '  . 

Get  exemple  suffit.pour  montrer  comment  I'usage  expli- 
cite  du  principe  des  signes.est  souvent  indispensable  pour 
donner  aux  propositions  leur  signification  complete  et  toute 
la  porteeqyi  leur.  est. proprp,  et  a  la  science  toutes  ses  res- 
sources  nature!  les.  * 

in. 

,  .  •    . ,  • .    •     •  ' 

Mais  ce  principe  a  .divers  autres  avantages.  Il  apparic* 


Uvrls  des  Colleciiofu  maiMmaiiques  de  Pappus,  six  proposilionc',  itq^  ia8, 
•i3o-i33  <^ui  s'y  rapportent.  ••  .    *       '   *  , 

La  proposition  1 3o<expriine  la  relation  gdneralei  huit  segmenis,  savoir : 
C4i,ea*      c' a,c' a*  *    '    .  . 

^5775  ~  c'h.c'  V         .  •  ' 

Dans  la  proposition  i33,.Ia  transversale  passe  par  Ic  pornt  de  concours 
de  deuz^  cdtes'  oppo^Ss  .et*c5t  paralUle'  &  une  dia^jonale  y  T^quation  e»i 

alors  ca.ca'  =  cb,  .  '  *  - 

Dans  les  propositions  127  et  I'ld'^  la  transversalc  est  une  droite  qttelcoq'qiie 

paralldle  k  Punedes  dtagonales,  elPcquation  e*l  de  la  forme      =  On 

pent considerercetle  equation  commo  nn  cas  particulier  de  la  relaiioh  {;dne*> 
rale  h  six  segments, qui,  loutefois,  nese  trouve  pas  dans  Vourragede  Pappus. 

Dans  la  proppsilipn  i3i,  la  transversale  est  la  droite  qui  joint  les  points 
de  coocours  des  cdCes  opposes  ,  ct  la  proposition  exprime  que  cotie  drolle 
est  diviftie  harmoniqucmcnt  par  les  deqx  diagon&Irs: 

£}nfin  la  proposition  i3a  est  un  cas  particulier  de  (2u  La.<dreite  qui  joint 
1^  points  de  conoours  des  cdtos  opposes  e^t  parallelc.  k  une  diagrpnale.* 

II  est  k  croire  que  les  georo6tres  grecs  n^ont.  pas  conrw  expliciienient  les 
Equations  d^involution  relatives  au  quadrilaldre  inscrit  dans  une  conique; 
mais  ils  ont.eu  PequiTaIentdan9  la  proposition  qu^on  appelle,  d^apr^  Des-  . 
cartes,  le  thebr^me  de  Pappus,  etqlii  consiste  en  ce  que  le  produii  dts  dis- 
tances de  ohatfuepoint  de  la  courbe  a  deux  cotis  opposes  du  quadi'Uatkre ,  est  au 
produit  dej  distances  du  mcme  point  aux  deux  atUres  cotis,  dans  une  raison  con- 
Uante. 


PREFACE.  IX 

dans  Ics/lemonsfratioas.une  facilite  qui  rapproche  les^^on- 
ceptions  de  la  G^omelrie.de  celles  deTAiialyse.  Car  on  sail 
qu'une-demonstratioii  e3l,  d'ordinaii'e,  plus  penible^uand 
on  est  oblige  de  subordofiner  le  rai$onnement  ^  L'etat  d*nne 
figure  partLculiire-,  que  quand  on  peut  'rawonner  d'une 
.manlere  general^,  comme  en  Analyse,  sans  tqnir  compte. 
des  positions  reJaiivcs ,  accidenteUcs ,  des  diverges  parties 
de  la  figure.  Dans  le  premier  cas ,  on  cherche  peniblement 
dand  les' details  de  la  figure  les  elements  de  la  demonstra- 
tion, et  dans  'le\second ,  on  combine  logiquement  des  pro-* 
positions  abstraite^^  sans  aucune  entrave.        ^  ' 

Le  principe  des  signes  'etend  meme  son  influeli(;e  sur 
Fenonce  des  propositions;  car  lorsquelles  ne  se  compH- 
qpent  pas  de.  coliditibns  de  situation,  elles  prenneht  une 
forme  a  la  fois  plus  generale.et  plus,  concise,  qui  presenie 
a  Teaprit  une  id^  plus  nctte  et  se  pr6tc  mieux  au  .raison- 
nement.    .       •  ... 

On  a  doncbeaucoup  perdu  a  he  pas  Introduirc  syst^mati- 
quementdanslaGebmetiie  pure,  le»princ1pe'des  signes;  les 
progris  de  la  science  en  ont  ^te  necossairement  retarded. 

IV. 

Si  Ton  ne  demon tre,.ordinairement ,  comme  nous  Tavons 
dit,  une  formulc  ou  relation  que  poilr  une  oertaine  figure, 
et  ^<m  dans  V^tat  d' abstraction  et  de  goneralite  qui  per-, 
.mettrai't ,  au  moyen  des  sigi^es  -f-  et  ^  afTect^s  aux  segmcnls- 
et  aux  angles  pom*  marquer  leur  direction ,  dc  Fadapter  in- 
difieremment  a  ions  les  cas  possibles  de  la  figure,  jl  est 
facile  d'en  recpnnaitre  la  raison.  C'est  que  le^  propositions 
qui  forment;.  le  plus  ordinairenaent,  les  elements,  de  iv^ 
nioiistration ,  dans  la  G'dometrie  ancienne,  ne  component 
pas  Fapplication  du  principe  des  signea.  Telles  sont,  la 
proposition  du  carre  de  rhypolenu5e ,  celle  de  ia.  propor- 
lionnalit^  des  c6tes  homologucs  dans  les  triangles  sembla--  *. 
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blcsj*cellc  encore  do  la  pjoportiouualile,  dans  lout  iriaii- 
gle,  des  c6tes  aux  sinus  des  angles  opposes.  La  regie  des 
signcs'nc  s'appl'iqiie  point  a  ces  propositions,  puisque  les 
segments  que  Ton  j  considire  sorit  formes  sur  des  ligncs 
ditferentes ;  et  les  angles  autour  de  sommets  diiier^ls. 

A  ces  propositions  classiques ,  la  Geometric  inoderne  en 
a  ajoute  quelqiies  autres ,  notamment  celles  qu'on  desigiic 
sous  le  .nom  gen^rique  de  theorie  des  transversales  y  les- 
quelles  comportent  Fapplicdtion  de  la  rfegle  des'signes. 
Wais  on  a  n^lige  de  recpnnaitre.dans  ces  propositions ,  ou , 
du  moins  ^  de  mettre  a  profit  cetle  faculte  pretieuse  qui 
forme  une  partie  kiota)>le  de  leur  valeur,  et  on'  ne  les  em- 
ploie  que  comme  exprimant  de  simples  relations  nume- 
riques,  sans  y  fa'ire  entrer  les  conditions  de  direction  d'an- 
gles  ou  de  s^ments,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  au  siijet 
des  rel^ions  d'involution  (i). 

(i)  11  De  fau).  p.is  perdre  de  vue  que  )iou8  n'enteiidons  paries  lei  que  des 
ouvrages  deGecun^trie  pure;  car  les  propositions ,  indme  cellcs  de  lu  iheorie 
des  Irailsversales ,  que  Ton  demontre  par  la  Geometrie  analylique,  dotveqi 
porter  ronipreinte  du  princific  des  signes;  a  moins^  toutQtois,  qu^eii  pas- 
sant des  rcsultaittdu  calcut  iii  Icurs  expressions  (^eometriqucs  ^  on  ne  negtigu 
de  tcnir  compte  des  signe/ ,  ou  qu^on  ne  fasse  quelque  errcuV  ou  quelque  by- 
poth^so  contraire  ft  la  stricto  application  de  la  r^gle  ordinain*  des  signes. 
C^est,  cn  elftit  ^  cc  qui  a  lieu  dans  plusicurs  otivragc^  de  Gcometrie  analy- 
tiquis ,  k  regard ,  nr>tan]nien(,  des  deux «equRtions  ft  ^ix  segments  relatives 
au  Iriaugle  coupe  par  une  transversale  ou  par  un  faiscfau  de  trois  drojles 
"issues  dos  sommcls  :  ces  deux  formules  s''y  irouvent  diffcri^nllces  par  d(»8 
'signes  precis^ment  contraires  ft  ceux  qui  leur  conviennenl.  Ccpcndanl  dans. 
Touvirage  de  M.  Mdbius,  intituic  Caicul  barj-centrnfue  {*) ,  le  promier,  jo 
crois ,  ou  Ton  ait  donne,des  signes  ft  ces  deux  relations,  ollcs  ont,  ainsi 
que  Ic  rapport  barmoniquc  de  qualre  points,,  leurs  verilab1«s  signes 

M.  de  Morgan  a  d^jft  fait  n<»b8^rvution  que  la  iHeorie  ({cs  ligncs  vlans 
rappiicalion  de  PAJg^bre  a  la  Geometrie  laisse  parfois  quelque  cbosc  a 
deslrcr.  (.On  tbc  mode  of  using  tbc  signe  -H  and  —  in  plane  Geometry.  Voir 
The  Cambridge  and  Dublin  malhtmatical  Journal;  mai  li^Si.) 

(*)^Per  barycen'riithe'Calcul  em  nriies  fiiilfsmillfl  xnr  nnnljliicheh  Brhandlunft  ilri 
Geonittrte  dargeslelU  und  in\br\9ndtft'c  auf  i^fit'  Bilduttg  aener  Clussrn  von  Aufyahen  unit 
,   'die  Enl.\ickrlung  mehrrrc    Eigm  chnften  Hrr  Kegels chniUe  angrweiiHet  von  Au^u»l  l>r- 
dinanil  Mol)iur>,  profowior  iloi  A.tirnnnmic  tu  l.ri|iiig.  Lripiig ^ifi'f,  fn-/»". 
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U  s'ensuU  que  les  propositfons  deduitcs  synthctiqucmeut 
de  ce  petit  nombre  de  theoremes  qui.forment  Ics  dl^ments 
de  demonstration  les  plus  ordinaires.de  la  Geometrie ,  nc 
concement  que  les  valeurs  num^riques  des  segments  et  des 
angles,  et  sont  d^pourvues  d'une  partie  essentielle  de  la 
signification  math^matique  qui  leur  appartient. 

Au  contraire,  nos  prbced^s  dc  demonstration  s'appuient 
sur  des  propositions  qui  impHquent  toujours  par  elles- 
m^mes  le  principe  des  signes,  et.tpii  -le  conscrvent  et  le 
transmetlent  dans  toutes  les  deductions  resultant  dc  leur 
combinaison  synth^tique,  comme  cela  a  lieu  en  Geometric 
analytique  {i). 

V: 

Les  imaginaires  y  en  Geometric  purc^  presentent  de 
graves  difficult^  :  souvent  Fo^  ne  sait  comment  les  d^finir 
ni  les  introduire  dans  le  raisonnemcnt ^  et,  d' autre  part, 
les  elements  d'une  demonstration  peuvent  disparaitrequand 
quelques  parties  d'une  figure  devieunent  imaginaires. 

Ces  difficultes  n'existent  pas  en  Analyse,  ou  les  imagi- 
naires se  manifestent  et  se  caract^sent  par  les  racines* 
d'une  Equation  du  second  degr^,  dont  les  coefficients  sculs^ 
et  uon  les  racines  elles-m&mes ,  entrent  dans  les  relations 
que  FoH  consid&re. 

iS^os  theories  donnent  lieu  aussi  a  certaines  equations*  du 
second  degre,  qui  permettent  d^introduire,  naturellement 
et  dans  un  sens  parfaitement  d^termind,  les  imaginaires 


(i)  f^e>  forinules  de  la  th^^oriedcs  trans'versales  se  trouvenl  dond  Tii/ierru 
histori^ue,  ^ous  leur  forme  accoutumee,  sans  sigoes.  Mais  depuis,  mon 
esprit  avail  con^ii  Putilite  que  la  Geometrie  devait  relirer  de  Temploi  des 
signes,  el  dds  Touverluredu  Cours  dc  G4omitrie supiricure  de  la  Facultotlcs 
Sciences;  j'ai  ioiroduit  svst<^roatiquement*ce'tic  doctrine  oomme  indispen- 
sable pour  donner  aux  relations  dc  K^ments  ou  d^angles  leur  signification 
complete  ,  ct  a  la  G^omc^trio  Ton  des  caraclercs  de  gcneralilo  que  CMiftporli* 
TAnalyse. 
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dans  les  speculalionis  geomelriqucs  ^  parce  que  ees  objcts 
imaginaire^,  jwozV/^?,  /ignesoufpiantites,  n*entrenlrpas  eUx- 
inemes  explicitomem  dans  le  raisonnement, jtnais  s'y  trou- 
.vent  vepve&enies  f AT  ies  e fen fcrits  toujours  reels,  qui  peu- 
ventseiTlr  a  les  determiner.  De  la  sorte,  les.  demonstra- 
lions  impliquent  ]es  cas  on  c(^rtaines  parties  d'une  6gurc, 
tclles  que  les  tangentes.a  un  cerclB  *iiienees  par  un  point 
donne,  deviennent  imaginaires ,  sans  qu'^on  soit  ol>Iige  dlti- 
voquer  le  principe^  do  continuitc  dont  M.  Poncelet  a  fait 
un  si  heureux  usage  dans  s'on  savant  Traiie  des  Proprietes 
projectiyes  des  figures,  mais  qui  ne  pouvait  r^poadre.aux 
vilfes  qui  m'ont  dirige  dans  la  methode  ^uivant.  laquelle  je 
traite  la  Gconiotrie. 

Pour  bien  expliquer.ma  peiisee  a  cet  egard,  je  vais  en- 
trer  dans  quelques  details: 

Rappelons  d'abord  ■  ce  qu'oji  entend  ici  par  le  principe 
de  continuite, 

Certaines  parties' d'une  figure ,  eonsider^e  dans  uii  etat 
general  de  construction,  peuvent  etre  reelles*  ou  imagi- 
naires,  indiiTeremihent;  par  e^cmple,  s'il  se  trouve  dans 
•la  figure  un  cercle  et  line  droite,  Sans  aucune  condition  de 
position*relativ<! ,  les  points 4^intcrsecti on  de  ces  deux  lignes 
serojit  I,ant6t  reels  et'  tant6t  iiuaginaires  ,  quoique  la  figure 
reste  dansL  un  etat  de  construction  general.  Quand  t:es  par- 
ties sont  xeelles ,  nous  dirons  que  le  fait  de  leur  existence- 
forme  une  propri^te  conlihgente  de  la  figure;  et  pour  dis- 
tinguer  ces  parties  elles-memes  de  cellcs  qui  soiit  absolues 
ou  permanentii^,  nous  \qs  a^pellerons  parfics  cofittngentes. 

Cela  pose,  il  arrive  souvent  que.  Ces  parties  cqntingentcs 
(c'est-a|-<lire  qui  peuv<;nt  6tre  ihdifleremment  reelles  ou.ima- 
ginaires) ,  servent  ulilement;  dans  lecas  die  la  realile,  pdur 
la  demonstraiion  d*un  theor^me,  et  que  cette  demonstra- 
tion n'a  plus  lieu  quand  ceS  memes  parties  devionncnt 
imaginaires.  Alors  on  dil  qu\m  vertu  du  principe  de  conti- 
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niiitd,  Ic  iheoreiMt;  demoiitre  dans  le  preniiiT  cas  s'etrnd 
au  second;  et  on  Tenonce  d'urie*  inanierc'generale. 

Quelquefois  le  contraire  a  lieu ,  et  c^esl  quand  certaines 
parties  d'uhe  figure  som  iniaginaires,  que  I'qn  y  trouve  les. 
elements  d'une  demonstration  facile,  dont  on  applique  en- 
suite  les  consequences,  en  vertu  du pn'ncipe  <fc  continidie y 
au  cas  ou  ces  m^mes  parties  sont  reellcs  et  ou  la  demons- 
tration n'existe  plus. 

Prenons  un  exemplo  de  cliacune  dc  ces  circonstances. 

Deux  sections  coniques  situees  dans  un  mc^me  plan  s<' 
coupent,  en  general  >  en  quatre  points  ,  dont  deux  ou  tons 
Ics  qaatre  peuvent  etre  imaginaires.  Quand  Tun  de  ces 
cas  d'imaginarite  a  lieu ,  on  demontre  que  les  deux  coniipies 
peuvent  6tre.  regardefes  comme  la  perspective  de  deux  cer- 
cles  situes  dans  un  m^me  pUn  \  et  alors  on  applique  imme- 
diatemcnt  a  ces  deux  courKes  les  propositions  relatives  aux 
deux  cercles ,  notaniment  celles  qui  couceruent  leurs  cen- 
tres de  'similitude^  c^.q^ii.  donne  de  belles  proppietes  des 
deux  coniques,  concernapt  leprs  centres  d'homologie  (i). 

lyfais  quand  ces  deux  courbes  se  coupeut  en  quatre  points 
reels,  (:e  mode  de  demonstration  fait  defaut*,  car  les  deux 
courbes  iie  peuvent  plus  elre  considerees  comme  la  per- 
spective de  deux  cercles,.  puisque  ceux-ci  ne  se  coupent 
qu'cji  deux  points  reels.  A  lor?  on  invoque  le  principc,  dc 
continuUCj  et  Ton  dit  que  les  theoreofics  demontr^s  dans  le 
premier  cas  s^appliquent  egalemcnt  a  deux  coniquies  qui 
oht  leurs  quatre  points  d 'intersect! on  reels. 

Dans  cet  cxemple ,  c'est  le  cas  ou  les  parties  contingentes 
de  la  figure  se  trouvent  imaginaires,  qui  foumit  une  de- 
monsti  ation  des  theoremes  que  l^ou  a  en  vuc.  Dans  le  sur- 
vanl,  les  parties  contingentes  sont  reelle^. 


(i)  Voir  le  Tmite  des  Propriei^s  fHojecUvfs  dvs  fibres  dc  M.  l*(»ncc|<'t , 
pa^cs  60  et  i56.  . 
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Suit  un  quadrilatere  insciit  dans  une  coiiique^  uiie  traiis- 
versale,  menee  arbitraiienieiit,  rencontre  la  courbe  et  les 
deux  syslemes  de  c6tes  opjjoses  da  quadrilatire ,  en  Irois 
couples  de  points,  cntre  lesquels  ont.  lieu  les  ^nations  d'in- 
volution.  Que  deux  autres  coniques  passent  p^r  les  quatre 
sommets  du  quadrilat^re ,  les  deux  points  d' intersection  de 
cKacune  d'elles  par  la  transversale,  formeront  pareillement 
une  involution  avec  les  deux.cDuples  de  points  appartenaut 
aux  quatre  c6tes  du  quadrilat^re;  et  Ton  conclutde  la,  en 
combinant  les  equations  d'involution ,  que  les  trois  cou- 
ples de  points  qui  appartiennent ,  respectivement ,  aux  trois 
coniques,  sont  eux-m^mes  en  involution 5  c'est-;a-dire  que  : 
<(  Quand  trois  coniques  passant  par  quatre  m^mes  points, 
»  toute  transversale  les  rencontre  en.six  points  en  inuolii- 
»  ti'on  (1),  » 

Ce  theor^me  est  ici  d^montre  dans  le  cas  ou  les  quatre 
points  communs  aux  trois  conrbes  sont  reels ^  et,  par  le 
principe  de  continmte^  on  Tetend  an  cas  ou  deux,  de  ces 
points,  ou  tons  les  quatre,  sont  imaginaires ,  bien  qu^a- 
lors  la  demonstration  n'ait  plus  lieu,  puisqu^il  n'y  a  plus 
de  quadrilatere. 

En  Geometric  analytique ,  la  demonstration  de  ces  theo- 
remes  a  toute  la  g^neralit^  desirable;  car  on  n'y  fait  point 
acception  des  eirconstances  de  realite  ou  d'imaginarite  des 
points  d'intersection  des  coniques.  Et  il  semble  que  c'est 
cette  puissance  de  TAnalyse  qui  autorise  a  faire  avec  con- 
fiance,  en  G^om^trie  pure,  usage  du  principe  de  conti- 
niiite, 

\L 

Sans  vouloir  elever  aucunc  .objection  contre  cette  nia- 

(i)  Cetle  proprielc  des  ('oniquos  a  cle  donncc  par  M.  Sturm,  dans  la 
premiere  partin  d\in  Memoirc*  donl  la  suile,  an  (jrand  regrel  dos  (^eom^iros  , 
ii'a  pas  etc  pubHe«.  (Voir  Annates  de  Mathematitfues  de  M.  Gergonue, 
lome  Wli  ,  pag«  180  ) 
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niere  de  procedor  qui  peut,  daqs  cerlaines  questions,  foui- 
nir  au  geom^ire  des  lesspurces  donl  il  4ait  bien  de  he 
point  se  priver,  j'ai  ci  u  cependaiit,  et  par  plusieurs  rai- . . 
sons,  devoir  m'abslenir  de  I'employer  dans  I'ouvrage  ac-  . 
tuel. 

D'abord,  (;e  principe  Je  continuiic  u'etant  pas  d^onti^ 
a  priori ,  en  rinvoquant  comme  une  sOrle  d'axiome  o\i  de\ 
posiiilaturn,  on  s  ecaric  de  Texactitude  rigoureusequi  con- 
stituele  caractere  principal  et  Ton  pent  dire  la  sup^riorile 
des  sciences  inathematiques ,  en  general,  mais  surtout  de 
la  Gfemelrie.  •  . 

En  outre,  avec  ce  prIncipe,  fut-il  prouve  en  toute  ri- 
gueur,  on  n'a  point  une  demonstriStiou  directe  qui  seule 
satisferait  completcment  Tesprit  ^  on  laisse,  dans  cliaque 
question ,  -une  lacune  et  un  sujet  de  recherche. 

Mais  il  est  uife  autre  consideration  plus  puissante  qui 
ni'a  determine  a  ne  pas  prodtcr,  dans  ce  volume  destine 
a  poser  les  bases  de  methodes  generates,  des  facilites  qu^au- 
rait  puoiirir  souvent  le  principe  de  coniinuitCK  Une  ^tude 
attcntive^csdiilcrents  procedes  de  demonstration  qui  peu* 
vent  s^appUquer  a  une  mc^me  question  m'a  convaincu  qi|'a 
cote  d'une  demonstration  facile ,  fondee  sur  quelques  pro  • 
priet^s  accidentelles  Qu  contingentes  d^une  figure ,  devaient 
s'en  trouver  tou jours  d'autres,  fondees  sur  des  propri^tes 
absolues  et  subsistautes  dans  tous  les  cas  que  pent  pre- 
senter la  figure,  en  raison  de' la  divcrsite  de  position  de 
ses  parties-,  et  j'ai  eprouvd  que  la  rechfcrche  de  ces  de- 
monstrations completcment  rigoureuses  est  d'autant  jJus 
utile ,  qu'elle  met  necessairement  «ur  la  voie  des  propo- 
sitions les  plus  importantes,  de  celles  qui  etablissent  tous 
les  liens  qui  doivent  existcr  entre  les  differentes  parties 
d'un  m^me  sujet. 

Je  me  suis  done  propose  d'introduire  dans  cet  ouvrage, 
avec  la  notion  explicile  -des  imaginaires,  des  d^monstra- 
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tions  aussi  rigou  reuses  et  aussi  generates  que  celles  de  la 
Georaetrie  analyiique 

Ces  demonstrations  devienuent  anssi  faciles  que  les  pre- 
mieres, quand  on  en  a  prepare  la  voie  par  la  recherche  de 
quelques  propositions  d^une  certaine  nature^  9avpir,  de 
propositions  reposant  sur  les  prop^^ietes  absolues  ou  pernia- 
nentes  de  la  figune  que  Ton  considere,  et  non  simplement 
sur  .6es  proprietes  contingenles,  Ces  propositions  se  dis- 
tinguent  par  ce  caraclere  special ,  que  les  objqts  suscep- 
tibles*de  devenir  imaginaire^  n'y  entrent  pas  sous  forme, 
explicite,  mais  s'y  trouveat  represent^  par  des  e.le>nenis 
reels ,  de  m^i^ie  que  les  racines  d'une  equation  n'entrevit  pas 
elles-meines  dans  les  calculs  de  la  Geometrie  analytiquje,  et 
y  sont  representees  coUectiveinent  pac  les  coefficients  de 
Tequation. 

Ces  proposrtions  ou  n'entrent  alnsi  que  des  relations  qui , 
en  Analyse,  s'exprimeraient  au  moyen  des  coefficients 
d'une  ^qudlion  ou  d'autres  foiictions  synietriques  desxacine§ 
de  TiBquation,  sont  celles  qu'il  importe  le  plus  de  oon- 
naitre,  commcetant  a  la-fois  le^  plus  fecbndes  et  les  plus 
prppfes  a  donner.a  la  Geometric  le  degre  de  generalite  qui 
fait  la  puiss.ince  de.T Analyse.  • 

MI. 

Je  terminerai  ces  considerations  sur  les  imaginaires  par 
un6  r.eiharque  qui  se  rapporle  es'sentiellement  au  sujet. 

11  pent  arriver,  quand  quelques  parties  d'une  figure  de- 
viennent  imaginaires  ^  que  les  propositions  soient  suscep- 
tibles  de  nouveaux  enontes  tres-differents  des  premiers,  et 
donnent  lieu  a  des  proprietes  de  r^teiiduc  tres-differentes 
aussi  de  celles  que  Ton  considerait  d'abord. 
*  On  trouVera  uh  exemple  rema^^quable  d'une  telle  trans - 
formation ,  dans  uji  systeme  de  cercles  ayant  le  m^me  axe 
radical.  Si  Ton  suppose  I'un  des  I'^ercles  imaginaire  (ce  qui 
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aura  lieu  selon  la  position  du  point  que  Von  prendra  pour 
centre  du  cercle),  toutes  les  propositions  g^n^rales  appar- 
tenant  a  ce  systeme  fournissent  immediatement,  en  cban- 
geant  d'enonces ,  de  fort  belles  proprietes  des  c6nes  a  base 
circulaire.  Transformation  singuli^re,  qui  montre  le  sens 
profond  de  cette  pensee  d'un  illustre  g^ometre  de  nos 
jours: .  «  En  Geom^trie,  comme  en  Alg&re,  la  plupart 
»  des  idees  ditferentes  ne  sont  que  des  transformations; 
»  les  plus  lumineuses  et  les  plus  f^condes  sont  pour  nous 
»  celles  qui  font  le  mieux  image  et  que  Tesprit  combine 
»  avec  le  plus  dc  facilite  dans  le  di scours  et  dans  le  cal-> 
>»  cul  (i).  » 

VIIL 

Je  ferai  mention  bri^vement  d'un  troisieme  caract^re 
de  generalite  que  possedent  nos  theories  g^m^triques,  et 
qui  leur  donne,  dans  beaucoup  de  questions,  un  avan- 
tage  r^el  sur  les  proc^d^s  ordinaires  de  la  G^om^trie  ana- 
lytique.  C'est  qu'elles  s'appliquent  indiif^fremment  aux  deux 
genres  de  propositions  que  Ton  peut  distinguer  dans  la 
science  de  I'etendue,  selon  qu'elles  se  rapportent  a  des 
points  ou  a  des  droites  (a)  5  propositions  qui  se  correspon- 
dent en  vertu  de  certaines  lois ,  auxquelles  on  a  donn^  le 
nom  de  principe  de  dualite.  Par  exemple,  h  une  proposi- 
tion concemant  les  cdies  et  les  diagonales  d'un  quadrila- 
tere,  en  correspond  une  concemant  les  sommets  el  les 
points  de  concours  des  c6t^s  opposes*,  n  une  proposition 


(i)  FoiHSOT)  MSmoire  sur  la  composition  des  moments  et-des  aires  dans  la 
Mecanique;  voir  los  Elements  de  Statique ,  9*  eilition  ,  poge  353. 

(2}  II  nVst  ici  question  que  de  la  Geometrie  plane.  Dans  la  Gcomdlrie 
k  trois  dimensions ,  ce  sont  des  plans  qui  coivespondent  a  des  points,  ei  des 
droitep  h  des  droites* 

0 
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concernant  les  points  d  un  cercle  ou  d'unc  coniquc,  en 
correspond  une  concernant  les  tangentes;  etc. 

lia  methode  de  Descartes ,  ou  Geometric  analy tique ,  ne 
s'applique  pas  avec  une  egale  facilite  a  ces  deux  genres  de 
propositions.  Aussi,  dans  beaucoup  de  cas^on  n^en  demon  tre 
qu'une,  et  Ton  en  conclut  Tautre  par  les  m^ihodes  de 
transformation  des  figures,  telles  que  la  theorie  des  polaires 
reciproques.  C'est  ainsi  que  Ton  a  coutume  de  conclure  du 
thtorime  de  Pascal  sur  I'hexagone  inscrit  a  une  conique , 
le  th^r^me  de  M.  Brianchon  sur  Thexagone  circonscrit. 

Nos  methodes  s'appliquent  avec  une  egale  facilite  aux 
deux  sortes  de  propositions,  et  accroissent,  a  vvi  egard,  les 
ressources  de  la  G^om^trie. 

Aussi ,  nous  n'avons  pas  ete  oblige  de  recourir  aux  me- 
thodes de  transformation  des  figures,  lesquelles  sont  parfois 
fort  utiles,  mais  ne  satisfont  pas  completeraent  auxbesoins 
de  la  science,  meme  quand  elles  sont  applicables,  et  ne 
peuvent  suppleer  a  des  demonstrations  directcs. 

Nous  renvoyons,  a  ce  sujet,  aux  considerations  deve- 
loppees  dans  le  cours  de  I'ouvrage.  (Chap.  XXVII.) 

IX. 

Ce  volume  est  divise  en  qua  tre  Sections. 

La  premiere  con  lien  t  un  ensemble  de  propositions  dont 
renchaluement  naturel  donne  lieu  a  trois  theories  qui  se 
font  suite  et  sont  le  developpement  d'une  m<>me  notion 
et  d'un  m^me  theoreme  fondamen  tal . 

Cette  notion  se  rapporte  a  une  certaine  fonction  de  seg- 
ments ou  d'angles,  appelee  rapport  anharmoniqne  de  qua  tre 
points ,  ou  d^un  faisceau  de  quatre  droites. 

Les  trois  theories  successives ,  auxquellcs  donne  lieu  cette 
fonction ,  que  Ton  considere  dans  un  ou  plusieurs  systdmes 
soit  de  quatre  points,  soit  de  quatre  droites,  peuvent  6lrc 
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dites  iheories  du  rapport  anharmonique ;  des  divisions 
faisceaux  homographiques  ^  et  de  Yini^olution. 

Ces  theories  ferment  la  base  de  nos  precedes  de  demons* 
iration.  Chacune  des  propositions  dont  elles  se  composent 
s'y  trouve  comme  un  anneau  necessaire  a  leur  enchaine- 
ment  continu )  et  toutes  sont  susceptibles  d'applications  ul- 
terieures  tres-diverses. 

Je  dois  rappeler  ici  briivement  ce  que  nous  entendons 
par  rapport  anharmonique  ^  fiit^ions  et  faisceaux  homo^ 
gixiphiques ;  et  in  solution , 

Quand  quatre  points  a^b^c^d  sont  en  ligne  droite,  on 
appelle  rapport  anharmonique  de  ces  points  une  expres- 
sion ou  fonclion  de  quatre  segments  telle  que  ^ : 

Dans  le  cas  particulier  ou  la  fonction  est  ^gale  a  F unite 
(abstraction  faite  des  signes  des  segments) ,  on  dit  commu^ 
nement  que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique. 
CVst  pourquoi  j'ai  donne  a  la  fonction,  dans  le  cas  general , 
le  nom  de  rapport  anharmonique  ( i ) . 

De  m^me,  quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D  concourent 

en  un  m^me  point,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elles 

forment  nnfaisceau,  chaque  fonction  de  sinus  de  la  forme 

sin(A,  C)    sin(B,  C)      ^  ^       ,  .  , 

.  •  — {  :      \^  ^;  est  un  rapport  anharmonique  des 
sin(A,D)    sin(B,D)  ^ 

quatre  droites,  ou  du  faisceau. 

J' appelle  divisions  homographiques  sur  deux  droites ,  ou 

sur  une  seule ,  deux  series  de  points  qui  se  correspondent , 

deux  a  deux ,  de  maniere  que  le  rapport  anharmonique  de 

quatre  points  quelconques  de  la  premiirc  serie  soit  egal  a 

celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde*,  et 

faisceaux  homographiques ^  deux  faisceaux  dont  les  droites  * 

se  correspondent  AeunC  a  deux ,  de  maniere  que  le  rapport 


(l)  Apercu  hiMorique ,  pape  34- 
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aiihariuouique  de  quatre  droites  du  premier  faisceau  soil 
egal  a  cclui  des  quatre  droites  correspondantes  du  second 
faisceau(i). 

Eniiu ,  je  considere  Yim^olution  de  six  points,  conjugues 
deux  a  deux,  comme  une  ^alit^  entre  le  rapport  anhar- 
monique  de  quatre  de  ces  points  et  celui  des  quatre  points 
ronjugu^s^  et  de  m^me  pour  Finvolution  de  six  droites  (2). 

Cette  definition  de  Finvolution  se  pr^te  avec  une  grande 
facilile  a  Tex  tension  considerable  dont  cette  th^orie  elait 
susceptible ,  et  qui  sera  d'un  grand  usage  surtout  dans  T^tudc 
des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre. 

Les  fohcliono  anharmoniques  de  quatre  points  et  de 
quatre  droites  jouissent  d'une  propriete  commune ,  fort  sim- 
ple, qui  forme  le  th^oreme  fondamcntal  que  nou:>  prenons 
pour  point  de  depart  dans  le  developpement  de  nos  trois 
theories  ^  c'est  que : 

.  Quand  un  Jaisceau  de  quatre  droites  est  coupe  par  une 
transi^ersalc  y  le  rapport  aniiar monique  des  quatre  points 
d^ intersection  est  egal,  numeriquement  et  nv^ec  le  m€me 
signe,  a  celui  des  quatre  droites. 

Ainsi  les  drones  etant  A ,  B,  C,  D,  et  les  points  d'inter- 
section ,  a ,  i .  c ,    ,  on  a  toujours 

ac    be       sin  ( A,  C)  sin  ( B,  C) 
sin(A,  D)  sin(B,D) 

On  conclut  de  la  immediatemont  que  quand  les  quatre 
droites  sont  coupees  par  deux  transversales ,  /^^^  deux  series 
de  quatre  points  d' intersection  ont  le  mdme  rapport  an- 
hamionique,  Ce  qu'on  exprime  briivement  en  disant  que 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est  projectif. 

Cette  propriety  du  rapport  anbarmoniqiie  de  quatre 


(1;  Apercu  hisiorique ,  Notes  XV  el  XVI;  voir  pages  V^o  rl  34-'|. 
(q)  Apercu  historique ,  Note  Xj  voir  pa{>e3iB. 
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points  a  etc  connuc  des  x\nciens.  On  la  trouvc  dans  six  pro- 
positions du  VII*  livre  des  Colleciions  rr.athenuitiques  de 
Pappus,  parmi  les  leninies  relatifs  aux  Porismes  d'Eu- 
clide  (i).  Chez  les  Modcrnes,  Pascal  et  Desargues  Tont 
connue;  et  vers  le  m^me  temps  Gregoire  de  Saint-Vincent 
0et  de  La  Hire  ont  fait  un  grand  usage  du  cas  ou  les  points 
sont  en  rapport  harmonique.  Carnot,  en  demontrant  ce 


(i.)  Propositionyiag,  i36,  i37,  140,  i4'^.,  i4^«  (SoiT  Apercu  hisiorique  .  etc., 
page  38 ) 

Dans  la  propoftition  i*^,  Pappus  demontre  que  :  Quand  tmis  droiifs  B, 
CfD portent  d'un  mdme  point,  demx  transversnles  menses  par  un  point  a  les 
rencontrent  en  deux  series  de  points  b ,  c ,  d  et  b',  c',  d',  entrc  lesquels  a  lieu 
Pequation 

ac.  hd      ac'.b'd'-  ,    .  ac    be       nc'  b'c' 

■  ,    =^  , »    que  now  ecrivons  — 4 :  r-i  =  —T/  •  77^/ 

ad,  be      ad'  b'c*      ^  ad   bd      ad'  b'd' 

Les  propositions  i36  el  i4'-i  exprimcnt  la  reciproqud  dc  cette  preinidrc, 
savoir,  que :  Quand  cette  egaliti  a  lieu  a  I'egard  des  detx  sSries  de  points 
a,  b,  c,  d,  f<  a,  b'y  c',  d',  situes  sur  deux  transversales issues  du  point  commun 
a,  les  trois  droites  bb',  cc'  et  dd'  concourent  en  un  m^me  point. 

Dans  la  proi>osition  137,  la  seconde  transversal<t  est  parallile  a  Tone  des 
droites  du  faisceau ;  et,  par  suite,  le  second  membro  de  Pequation  se  rMuit 
au  simple  rapport  de  denz  segments.  On  pourrait  cousid^rer  cetto  propost- 
lion  comma  un  corollaiio  de  la  129^  :  neanmoins  elle  a  la  m£me  porlee  que 

cell«-ci,  parce qu^elle exprime,  comme  elle,  que  la  fonctioo  ^ :  ~  relative 

a  la  premiere  transversale  a  une  valeur  constante,  quelle  que  soil  la  direcn 
lion  de  cette  droite. 

La  proposition  i4o  esi  lii  rc'ciproque  de  1  ^7 . 

EnGn  la  proposition  i\b  oat  un  coroHaire  de  la  les  quatre  points 

n,  b^e,  d  sont  supposes  en  rapport  harmonique ;  et  Pauteur  demontre  que  les 

quatre  a,  fr',  c',     sont  aussi  en  rappori  harmonique.  Ce  qu^il  e^rimc  cn 

.  „        ac       he  .  ac'  b'c' 

disant  que  st  lona  — 1  =  y-.i  on  aura  aussi  —77  =      .  « 
^  ad      bd  ad'      h' df 

M.  Poncelet  (voir  Traiie  des  Proprietes  projectiles,  page  la)  ot  plusieurs 

auteursapris  lui  ont  cit^  de  Fouvrage  de  Pappus  cette  dernidre  proposi* 

tion  145,  qui  prouve  quo  le  rapport  harmonique  est  projectif.  Mais  on  voit 

que  la  proposition  generate  so  trouve  au^l  dans  Touvrage  du  geometre 

grec,  et  mdme  avcc  uno  proposition  reciproque  fort  importante.  On  pcut 

peii&er  qu'Euclidc  Iui-m6nie  faisait  usage  deces  proposilionb  duns  son  Traitd 

des  Porismes. 
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cas  particulier,  a  considere,  le  premier)  le  rapport  des 
sinus  des  angles  du  faisceau  (i).  M.  Brianchon  a  enonce  la 
proposition  generate  et  s'en  est  servi  dans  son  Memoire 
sur  les  lignes  du  second  ordre^  et  M.  Poncelet ,  en  faisant 
usage  simplement ,  comme  de  La  Hire  et  Gr^goire  de  Saint- 
Vincent,  du  cas  du  rapport  harmonique,  a  cite  la  proposi-^ 
Xioix  g^nerale  de  M.  Brianchon  (2).  Depuis ,  plusieurs  geo- 
m^tres,  et  surtout  MM.  Mobius  (3)  et  Sleiner  (4) ,  ont  fait 
un  usage  plus  etendu  de  cette  proposition  et  de  celle  qui 
exprimeFegalite  entre  le  rapport  anharmonique  d*uu  fais- 
ceau de  quatre  droitcs  et  celui  des  quatre  points  d'inter- 
section  de  ces  droites  par  une  transversale.  Nous-m^me 
avons  fait  usage  aussi  de  ces  fonctions  anharmoniques ,  no~ 
tamment  en  les  prenant  pour  le  type  des  relations  trans- 
formables,  dans  la  theorie  des  figures  homographiques , 
comme  dans  celle  des  figures  correlati\^es  [S) . 

Mais,  independamment  de  ces  applications  speciales ,  la 
notion  du  rapport  anharmonique  ^tait  susceptible  de  deve- 
loppements  dont  j'ai  traitd  quelques  points  dans  Vjipercu 
historique  (6) ,  en  m'efforcant  d'appeler  Fatten  lion  des  g^o- 
metres  sur  une  mali^re  dont  I'etude  me  paraissait  devoir 
fetre  extr^mement  utile  aux  progrfes  de  la  Geometric  (7). 
Ce  sont  ces  developpements  qui  ont  donn^  lieu  aux  trois 
theories  distinctes  dont  je  viens  de  parler. 


(1)  Essai  sur  la  theorie  dps  Transfer  sales ,  page  77. 

(a)  Truite  des  ProprUtSs  projectiles,  page  12. 

(3)  Der  barjrcentrische  calcul ,  etc. 

(4)  Systematische  Entwickelung  der  Ahh^ngigfceit  Geomcirischer  Gestaltetk 
von  einander,  Berlin  ,  1 83a ,  in-S° . 

^5)  Apercu  historique,  pages  575-8 !j8. 

(b)  Fo/r  Note  IX,  pag.  3o2-3o8,  ei  Notes  XV  et  XVi,  pag.  33^-344- 
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X. 

On  peut  se  reiidre  comple  de  la  facilite  que  doit  procurer 
Je  rapport  nnharmoniqun  pour  la  demonstration  dcs  pro- 
prietes  des  figures.  Elle  provicnt  de  Tequation 

.   sin  (A,  C)    sin  (B,  C) 

nd  '  hd  "~  sin  (A,  D)  '  sin(B,  D)' 

qui  exprimeque  le  rapport  anharmoniqne  de  quatre  points 
en  ligne  droite  est  egal  a  celui  de  toutfaisceau  de  quatre 
droit es  passant  par  ces  points* 

En  effet,  il  resulte  de  cette  proprietc  du  rapport  anhar- 
monique,  que  cette  fonction  peut  servir  de  lien  entre  les 
parties  d'uue  figure,  pour  ^tablir  les  relations  qu^elles 
comportent  et  qui  constituent  les  propriet^s  de  la  figure. 

Par  exemple,  si  les  rayons  de  deux  faisceaux  se  coupent, 
deux  a  deux,  en  quatre  points  en  ligne  droite,  les  rapports 
anharmoniques  des  deux  faisceaux  sont  egaux-,  et  si  ces 
deux  faisceaux  sont  coupes,  respectiyement,  par  deux 
transversales ,  les  rapports  anharmoniques  des  deux  series 
de  quatre  points  d'intersection  seront  egaux.  De  chacun  de 
ces  deiix  systemes  de  quatre  points ,  on  passe  de  m^me  a 
d'autres  systemes  semblables,  par  rinlermediaire  d*autres 
faisceaux.  De  la  peuvent  done  resulter  des  propri^tes  de  la 
figure,  concemant  des  points  et  des  droites.  On  verra,  en 
efiet,  dans  tout  le  cours  de  Touvrage ,  qu'il  y  a  presque  ton- 
jours  lieu  de  considerer  ainsi .  dans  chaque  question ,  qucl-^ 
ques  systemes  de  quatre  points  ou  de  quatre  droites  ayani 
les  m^mes  rapports  anharmoniques.  On  peut  d'ailleurs  for* 
mer,  avec  trois  points  seulement,  situes  en  ligne  droite, 
uu  rapport  anharmoniqne ,  cn  y  faisant  entrer  le  point  si- 
tu^ a  rinfini  sur  la  droite, auquel  cas  la  function  anharmo- 
nique  est  simplement  un  rapport  de  deux  segments. 

Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  qur  Ton  nc  dcmontre  ainsi 
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quedes  proprietes  exprimees  par  la  simple  egalite  de  deux 
rapports  anharmoniques.  Cette  egalite  sert  d'auxiliaire  ou 
de  lien,  comine  feraient  d'autres  propositions,  mais  avec 
beaucoup  plus  de  facilile  que  d'autres,  pour  etablir  les  di« 
yerses  relations  qui  constituent  les  proprietes  d^une  Ggure. 
Du  reste,  on  verra  que  cette  egalite  m^me  ne  s^exprime  pas^ 
uniquement  par  une  equation  a  deux  termes,  conune  on 
pourrait  le  penser  d'apr^s  la  definition  du  rapport  anharmo- 
nique ,  mais  aussi  par  des  equations  a  trois  et  a  quatrc 
termes,  de  formes  variees^  equations  dont  chacune  a  des 
applications  speciales  fort  etendues. 

Aucune  autre  proposition  ne  me  parait  aussi  propre  que 
celle  du  rapport  anharmonique  a  servir  de  lien  entre  les 
diverses  parties  d^une  figure  dont  on  veut  decouvrir  ou  de-^ 
montrer  les  proprietes.  La  proposition  la  plus  fr^quem- 
ment  employee  est  celle  de  la  proportionnalite  entre  les 
c6tes  des  triangles  semblables.  Mais  ces  triangles  n'existent 
pas,  en  general,  dans  les  donnees  de  la  question,  et  il  faut 
chercber  a  les  former  par  deslignes  auxili aires,  tandis  que 
les  rapports  anbarmoniques  s^aper9oivent  presque  toujours 
4ans  la  figure  m^me,  ou  s'y  peuvent  former  ais^ment. 

XI. 

La  fonction  anharmonique,  iudependamment  de  la  faci-<> 
lite  qu'elle  procure  dans  les  demonstrations ,  porte  en  soi  le 
gcrme  des  caracteres  generaux  qui  diatinguent ,  comme  nous 
I'avons  dit,  nos  precedes  de  demonstration^  savoir.  Tap- 
plication  constante  du  principe  des  signes^  Fegale  facility 
de  traiter  les.  deux  genres  de  questions,  relatives  aux  points 
et  aux  droites^  et  la.  consideration  des  imaginaires,  de  la 
m£me  maniere  quen  Geometric  analytique. 

En  efiet,  I'^galite  entre  la  fonction  de  segments  et  la 
(ongtion  correspond^nte  de  sious  comporte  le  principe  des 
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&ignes;  et  conimc  iios  theories  decouleiit  de  ctHlc  unique 
proposition,  il  s'eiisuit  que  lous  les  i-esultats  admetteiit 
naturcUement  et  necessitent  m&me  1' application  du  prin- 
cipe  des  signes. 

Cette  manierc  de  faire  d^river,  pour  ainsi  dire ,  toute  la 
Geom^trie  sup^ricure  d'une  proposition  unique  qui  im- 
pHque  Fusage  des  signes  •  a  dc  Tanalogie  avec  ce  que  Ton 
fait  dans  la  Trigonometric  et  dans  la  Geometric  analytique. 

Car  dans  la  Trigonometrie  on  dcmonlrc  la  formule  du 
developpement  de  sin  (a  A) ,  cn  piouvant  avec  soin  que 
la  rejgle  des  signes  s'y  applique,  ct  Ton  deduit  de  cette  for-, 
mule  unique  toutes  les  autres. 

De  m^me,  en  Geometric  analytique.  on  d^montre  Te- 
quation  de  la  ligne  droite  et  Ton  prouve  qu^elle  comporle 
le  principe  des  signes;  puis  cette  equation  forme  le  point 
de  depart  et  le  fondement  de  tons  les  calculs  ulterieurs. 

De  m^me ,  dans  notre  Geometric ,  une  seulc  proposi  tion , 
exprimant  Tegalit^  de  deux  fonctions  anharmoniques  di* 
segments  et  de  sinus,  forme  la  base  de  tout  rouvrage  et 
introduit  naturellement  le  principe  des  signes. 

Mais  cette  simple  egalite  a  quclque  chose  de  plus  general 
ct  de  plus  primordial  que  les  deux  propositions  qui  servent 
de  base  a  la  Trigonometric  et  a  la  Geometric  analytique ; 
car  celles-<!i  pcuvent  6trc  considerees  comme  des  conse- 
quences dc  la  premiere,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  cours 
de  Touvrage  (i). 

XII. 

Quant  aux  deux  genres  de  proprietes  des  figures,  aux- 
quels  donne  lieu  la  distinction  des  points  et  des  clroi'lcSy  on 
concoit  que  la  fonction  anharmonique  y  soit  egalement 
propre,  puisqu'elle  impliquc  les  droites,  par  la  fonction 


(i)  Chap.  n,S  V,cicliap  ^i. 
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de  sinus ,  aussi  bieii  el  au  motne  tilrc  que  les  poinls  par  la 
fonclion  dc  segments.  Aussi  tous Ics  develop pemeiits  qui  de- 
coulent  de  la  proposition  fondamentale  comprennent  deux 
ordres  de  verites  dilFeicntes ,  mais  qui  se  correspondent  par- 
fa  itement :  les  unes  relatives  a  des  points,  et  les  autres  a 
des  droites. 

On  voit  done  qu^a  eet  egard,  comme  a  Tegard  du  prin- 
cipe  des  signes,  la  fonction  anharmonique  offre  des  avan- 
tages  qui  ne  se  trouvcnt  dans  aucune  des  propositions  dont 
on  se  sert  Ic  plus  fr^uemment  dans  la  G^ometrie,  telles, 
par  exemple,  que  la  proportioniialite  des  cot^s  homologues 
dans  les  triangles  semblables. 

Du  reste,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou 
d'un  faisceau  de  quatre  droites  est  la  fonction  la  plus 
simple  qui  puisse  douner  lieu  a  unc  egalite  entre  une  fonc- 
tion de  segments  et  la  fonction  semblablc  de  sinus.  C'est- 
a-dire  qu'avec  trois  poinls  et  un  faisceau  de  trois  droites, 
on  ne  pent  pas  former  de  fonctions  qui  jouissent  de  cette 
propriety.  . 

XIII. 

Pour  monlrer  comment  j'introduis  en  G^omelrie  pure 
la  notion  des  iinnginaircs ,  de  la  m6me  manifere  qu'on  le 
fait  en  Geometric  analytique,  c'est-a-dire  par  Ja  considera- 
tion des  racines  d'une  equation  du  second  dogre,  il  faut 
donncr  d'abord  une  courte  explication  relative  aux  rf/V/- 
sions  el  aux  faisceaux  honiographiques. 

Deux  dix^Lsions  homographiques  sur  deux  droites ,  ou  sur 
une  seulo,  sont  deux  series  de  poinls  qui  se  correspondent, 
deux  a  deux.,  de  maniere  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  quelconques  de  la  premiere  serie  soil  egal  a 
celui  des  quatre  poinls  correspondants  de  la  seconde  serie. 
La  relation  entre  deux  points  correspondants  des  deux  di- 
visions s'exprime,  de  memc  qur  Tcgalite  de  deux  rapports 
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aiiharmoiiiqiies,  par  des  equations  a  deux,  a  Irois,  ou  a 
quatre  termes,  lesquelles  sont  iiidependantes  do  la  position 
des  deux  droites. 

L'uue  de  ccs  equations  est  de  la  forme 

A/W.B' 772' -h  X.  A/w  4-  f*.B'/7/'-f-  V  =  o, 

A  et  ^taut  deux  points  . fixes  quelconques  sur  los  deux 
droites^  m,  ni'  deux  points  correspondants  des  deux  divi- 
sions ,  et  X ,  V  des  constantes  qu'on  determine  au  moyen 
de  trois  couples  de  points  correspondants. 

Quand  les  deux  droites  sont  coincidentes ,  on  pent  rap- 
porter  les  points  de  la  seconde  division  n  la  m6me  origine 
que  ceux  de  la  premiere;  et  T^quation  devient 

A  w .  A     -f-  A .  A  w  -h  ^ .  A  m'  -f-  v  =  o. 

On  voit  imm^iatement,  dapres  cctte  equation,  qu'il 
existe  sur  la  droite  deux  points,  determines  par  Tequation 
du  second  degre 

a 

Aw  -f-      4-  p)  Aw  -h  V  =  o, 

qui  jouissent  de  cettc  propriete,  que  chacun  d'eux,  consi- 
dere  comme  appartenant  a  la  premit^rc  division,  est  Ini- 
mfeme  son  homologue  dans  la  seconde  division.  J-'appelle  ces 
deux  points,  les  points  doublas  des  deux  divisions.  Quand 
les  racines  de  Tequation  sont  imaginaires j  on  dtt  naturcUe- 
ment,  comme  en  Analyse,  que  ces  points  sont  imaginaires; 
mais  ieur  point  milieu  est  tou jours  reel,  ainsi  que  le  rec- 
tangle de  Icurs  distances  a  Torigine  A.  Et  s'il  n^entre^ 
dans  la  question  que  Ton  traite,  que  ce  point  ct  ce  rec- 
tangle, ou  bien  les  coefficients  X,  fji  el  v,  ou  bicn  encore 
les  trois  couples  de  points  coiTespondants  des  deux  divi- 
sions homographiques  qui  sufiisent  pour  determiner  res 
coefficients,  les  resultats  seront  independanls  des  circon- 
slances  de  realite  ou  d'ima^inarite  des  drux  points  doubles , 
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et  coinporteroul  li»  meine  degre  de  geiieraliteque  les  c  alculs 
de  la  Geometric  analytique. 

Cost  pap  CCS  considerations  qu'on  introduit,  naturellc- 
ment  et'sans  obscurite,  la  notion  des  points  imaginaires. 
II  en  estde  meme  pour  le  systeme  de  deux  droites  imagi- 
naires ;  on  regarde  les  deux  droitos  comme  les  rayons  dou- 
bles de  deux  faisceaux  homographiques  ayant  le  m^me 
centre*,  et  ces  rayons  doubles  se  d^tcrminent  par  une  equa- 
tion du  second  degr^  dont  les  racines  peuvcnt  ^tre  imagi- 
naires. 

Ces  dix^isions  el  faisceaux  homographiques  se  presente- 
ront  dans  une  foule  de  questions,  notamment  dans  toute  la 
theoriedes  sections  coniques;  de  sorte  qu'on  confoit  hien 
que  dans  cette  theorie  la  notion  des  points  et  des  droites 
imaginaires  ne  causcra  aucune  obscurite ,  aucun  embarras. 
Par  exemple,  qu'on  demaiide  de  determiner  les  points  d'in- 
tersection  d^unc  droite  et  d'une  conique  non  tracee,  mais 
qui  doit  passer  par  cinq  points  donnes.  On  se  servira  de  cette 
proposition  que  :  <(  Si  autour  de  deux  points  fixes  d*une  co- 
»  nique  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  toujours 
»  sur  la  courbe ,  ces  deux  droites  forment,  dans  leurs  posi- 
))  tions  success! ves ,  les  rayons  de  deux  faisceaux  homogra- 
»  phiques  (i)  ».  II  en  resulte  que  les  deux  droites  tour- 
nantes  rencontrent  la  droite  propos^e  en  deux  series  de 
p3iuls  qui  forment  deux  divisions  homographiques;  et  Ton 
voit  immediatement  que  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
et  dc  la  conique  sont  les  points  doubles  de  ces  deux  divi* 
sions,  lesquels  peuvent  6tre  imaginaires  en  vertu  de  Tequa- 
tion  du  second  degre  precedente. 

(i)  J^ai  dcmontre  ce  theordtne ,  on  premier  Hon,  sous  uii  ^noncc  dilTc-' 
rent ,  dans  un  MSmoire  sur  la  transformation  des  relations  mctriques  des 
figures  (voir  Corrcspondancc  matMmatique  et  physique  de  M.  Quctelet, 
tome  V,  pages  'Xijfi  oi  394  \  annce  1829) ;  puis  sous  Pcnouce  acluel  dans  U 
Noie  XV  de  VApercu  hisiorique  {puiieB  334-34i),  ou  se  trouvcnl  diverscs  ap- 
plications de  cctic  proprielc  inlporlanic  des  sections  coniqncs. 
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Oil  aura  done  une  idee  parfailemenl  nclte  de  cv  qxxou 
doit  entendre  par  les  points  d'intersection  imaginaires  d'une 
droite  et  d'une  conique  ,  et  Ton  saura  determiner  le  milieu 
de  ces  deux  points  et  le  rectangle  de  leurs  distances  a  une 
origine  prise  sur  la  droite.  Tons  les  resultats  ou  n'entreronl 
que  ces  deux  elements,  le  point  milieu  et  le  rectangle  ,  sub- 
sisteront  dans  le  cas  d'imaginarite,  comme  dans  celui  dc 
r^alite  des  deux  points  d*interscction. 

Cette  maniere  dc  considerer  les  imaginaires  est  tout  a 
fait  coiiforme  a  cequ  on  fait  en  Geometric  analytique.  Mais 
ici  les  equations  sont  formees  avcc  les  donn^es  m^mes 
dela  question,  cc  qui  est  le  plus  haut  point  de  simplicite 
que  Ton  puisse  d^sirer.  En  Geometric  analytique,  au  con- 
iraire,  elles  ont  lieu  cntre  des  coordounees  introduites  auxi- 
liairement.  Certes  ces  coordonnees  sont  souvent  d'un  se- 
cours  precieux*,  mais,  employees  mal  a  propos  et  sans 
necessite,  elles  compliquent  une  question  et  n'en  procu- 
renl  qu'une  solution  indirectc,  des  lors  sans  utilite  theo- 
rique  et  depourvue  de  cette-  nettete,  qui  doit  etre  le  but 
constant  des  efforts  du  geometre  (i). 

XIV. 

Notre  seconde  Section  renferme  les  applications  des  trois 
theories  fondamen tales  a  la  demonstration  des  proprietcs 
des  figures  rectilignes.  On  y  trouve  les  propositions  les  plus 
utiles  sur  le  triangle,  le  quadrilatere  et  les  polygones^  di- 
vers modes  de  description  d'une  ligne  droite  par  points  ^  la 
throne  des  transversales;  les  centres  des  moyenncs  dis- 
tances et  des  moyennes  harmoniques;  des  relations  gene- 
rales  entre  deux  systimes  quelconques  de  points  situ^s  sur 


{i)  La  Dieihode  naiurolle  se  distingue  par  «  cette  clarlc  el  ceite  faciliK' 
supreme  qui ,  selon  nous ,  dott  se  trouver  dans  les  vraies  malheinaliquos.  » 
'^ThscA^TK^y  Hefiirs  pour  la  direction  de  i esprit ;  R^glc  qnnlrirme  ) 
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une  m^me  droile,  d  ou  deriveiit  iuiniediatement  diverscs 
formules  aiialytiques ,  iiotamment  celles  qui  servent  a  la 
decomposition  des  fractious  rationnelles  en  fractious  sim- 
ples; uue  solution  g^n^rale,  par  uue construction  unique, 
d'un  grand  nombre  de  questions  fort  diverses,  parmi  les- 
quelles  se  trouvent  les  trois  problemes  d'Apollonius ,  de  la 
section  rfc  raison ,  de  la  section  de  Vespace ,  et  de  la  sec^ 
tion  (Icterniinea ;  problemes  qui,  comme  on  sait,  avaient 
donne  lieu  a  trois  ouvrages  du  geom^tre  grec ,  et  dont  la 
solution,  cliez  les  Modernes ,  a  toujours  exig^  plusieurs 
propositions,  lei  un  meme  principe  de  solution  et  une 
m^me  construction  s^appliquent  immcdiatement  aux  trois 
problemes:  ce tie  construction  est  ceWe  Aeis  points  doubles 
de  deux  divisions  homographiques. 

On  pent  rattacher  cctte  solution  geuerale  a  des  conside- 
rations analogues  aux  regies  de  double  fausse  position  ( i ) . 
La  facilite  et  Telendue  de  ses  applications  a  une  foule  de 
questions  fort  ditlerentes  seniblent  indiquer  que  les  theories 
d'ou  cette  solution  derive  ne  s'ecartcnt  pas  des  bases  natu- 
relies  de  la  science. 

XV. 

La  troisieme  Section  conlient  la  theorie,  prise  d'un  point 
de  vue  tres-geueral ,  des  syslenies  do  coordonnees  servant 
a  exprimer  par  deux  variables,  qui  sont  des  rapports  de 
segments ,  ou  bien  des  rapports  de  distances  d'un  point  a 
des  droites  fixes  ou  d'nne  droite  a  des  points  fixes,  la  posi- 
tion d'un  point  ou  celle  d'une  dioite;  puis,  la  theorie  ge- 

(t)  lei,  oil  Ifs  (|ucsliuns  tr.nlc<*s  p.tr  cclle  melliodG  orI,  en  geiHTal, 
dciix  isoliilions ,  il  faut  iroib  hypollichcs  uu  iieu  du  deux.  On  pcut  dire  qiiu 
cVsl  uno  reijle  dt*  triple  fausse  position,  i  ielte  melhodc,  fondee  sur  des  con- 
siderations (jconiclriqiu'S,  cinhrnssc,  coninic  cas  particulicr,  la  r^lc  do 
double  fausse  position  put  laqindle  on  r^soiit  les  equations  du  premier  degre, 
et  b'appliquc  en  outre  a  la  rcsohition  de  systemes  d^equations  dcterminoc^ 
du  >e€und  dej^rt'  :i  plusionrfi  inconnuos  ,  qui  admettent  deux  solutions. 
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A 

uerale  de  la  transformation  des  ligurcs,  suit  en  figures  de 
m^me  genre ,  appelccs  figures  homographiques^  dans  les- 
quelles  des  points  correspondent  a  des  points  et  des  droites 
a  des  firoites,  comme  dans  la  perspective;  soit  en  figures 
de  genre  diilereut ,  appelees  figures  correlati\^es,  dans  les* 
quelles  des  points  correspondent  a  des  droiies  et  des  droites 
a  des  points ,  comme  dans  la  theorie  des  polaires  red- 
proques, 

L'exposition  de  ces  methodes  generales  et  les  applica- 
tions  que  Ton  en  fait  a  diverses  questions ,  nouvelles  pour  la 
plupart,  reposent,  comme  toutes  les  parlies  de  la  seconde 
Section,  sur  les  theories  etablies  dans  la  premiere  (i). 

XVI 

La  quatrieme  Section  traite  des  oercles.  On  y  trouve 
d'assez  nombreuses  propositions,  dont  une  partie  se  rcpre- 

(i)  Ces  incthodi'8  goncrul&s  de  IransiVirtnation ,  nppiiqiiecs  aux  figures 
a  irois  dinicn&ion&  ,  sont  le  aujet  du  Mcmoire  sur  les  principes  dc  dualite  i  t 
d'homographie ,  qui  fail  suite  h.  VApercu  histornfue  sur  Voriginti  et  le 
loppement  des  methoiU's  en  Geom^trie ,  in  -    ;  {'ruxt^Ucs ,  1 8^7. 

Je  rappellerai  ici,  a  raison  du  celtc  dale  do  quo  cet  ouvrag<:,  qui 

forme  le  loine  XI  des  Meinoires  couronncs  de  i'Academic  dc  Briixctifs, 
avail  etc  adresbe  &  cetie  Acad^mie  I'ri  Janvier  i83o  ,  an  sitjct  de  )u  question 
suivante :  «  On  d^mandc  un  exaoien  philosophiquo  d«*s  diflt>rentes  methodi^ii 
u  employees  dans  la  (>eonietrie  recentc,  ei  particuli6remcut  de  la  meihodc 
u  deb  polaires  reciproques.  »  Le  Memoirs  sur  les  diuix  methodes  de  tran»— 
formation  des  figun-s ,  prec^e  d'une  introduction  historiquc  dc  peu  dV- 
trndue,  formaii  alors  la  partio  la  plus  coi)&idt*rable  do  Touvrage :  et  c^est 
quand  ce  travail  a  dA  6lre  imprime,  que  j'ai  donne  :i  la  partio  historiqut; 
unc  plus  gmnde  exlension.  Mais  les  theories  sur  lesquelles  reposent  l(s 
drux  niclhodts  do  lran>formalion ,  ot  les  usagos  du  rapport  niihurnKi- 
niqne  dans  les  nombrouse^  applications  de  res  nieihudes  (pages  575)-8ri}, 
ont  la  date  de  Janvier  i8io>  epoque  ou  lo  iMemoire  u  ete  adresse  a  TAca- 
dmie  de  Bruxelle»  ei  a  ci6  le  sujel  d'un  Happorl  oOiciei. 

En  faisani  mention  ,  dans  cet  ouvrage  (  pages  Qifi-'i  8),  dfs  divrrbcs  me* 
thodes  de  transformaiion  des  figures ,  tellcs  que  celle  de  Newton  goueraliscc 
par  Waring,  cclle  des  figures  horaologiques  de  M.  Poncelet,  etc.,  qui  rcn* 
trent  dans  la  t,^eorie  des  figures  homographigues  y  n'ai  pu  ciler  la  mo- 
lh»Kle  de  coliineation  do  M.  Mobius  qui  est  du  in<^nie  g<'nre,  ol  que  vv 
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son teront  dans  ia  theorie  des  sections  coniques,  otdout  on 
auraic  pu  par  consequent  ajourner  la  demonstration.  Mais 
j'ai  vu  plusieurs  raisons  de  faire  entrer,  d^s  ce  moment, 
ces  propositions  dans  le  developpement  des  proprietes  re- 
latives aux  eercles.  Ellesseront  un  utile  exercice,  qui  con- 
vaincra  Ic  lecteur  que  les  proc^des  de  demonstration  mis 
en  usage  avec  tant  de  facilite  dans  la  theorie  des  figures 
rectilignes  s'appliquent ,  avec  non  moins  de  succ&s,  aux 
eercles  el  m^meaux  sections  coniques ,  car  on  s'apercevra 
bien  que  presque  toujours  les  demonstrations  resteront  les 
m^mes  pour  ces  courbes. 

Cette  theorie  du  cercle  suffira  done  pour  repandre  na- 
turellement,  avant  d'aborder  Tetude  des  sections  coniques, 
la  connaissance  d'une  partie  considerable  des  propria t^s  de 
ces  courbes  ct  surtout  de  celles  que  Ton  n^lige  dans  les 
Trait^s  de  Geometric  a/ialylique. 

Les  jeunes  g^metres  depasserout  ainsi ,  sans  travail  pe- 
nible  et  au  grand  avantage  de  la  science ,  les  programmes 
de  Tenseignement  classique  devenus  beaucoup  trop  res- 
treints. 

Dans  celte  Section  se  trouve  un  chapitre  sur  les  c6nes  a 
base  circulairej  non  que  nous  ayons  eu  Tintention  de  com- 
prendre  dans  ce  volume  une  theorie  de  ces  surfaces ,  qui , 
pour  6tre  traitee  avec  tons  les  developpements  qu'elle  com- 
porte,  ne  doit  venir  qu'apres  celle  des  sections  coniques. 
Mais  ces  pi'oprietes  des  c6ncs  sc  pr^sentent  ici  d'elles- 


savant  gcomdlre  a  expoBoe  dans  son  Traile  du  Calcul  harxci*ntnque  {  Dvv 
barjrcentrische  calcul,  etc  ;  Leipzig,  1827 ) ;  co  que  je  n^ai  sO  que  fort  \on\x- 
icraps  apr6s  la  publiculion  do  VApercu  historique. 

La  parttc  historique  de  VApercu  (pages  i-'ifig)  ot  les  Notes  qui  s'y  rnp- 
poricnt  (pageti  5171 -559),  ont  cie  rraduilCB  en  allcmand  par  M.  Sohncko, 
professcur  ill  TDniversit^  de  Halle.  {Geschichle  der  Geometric,  hauptsachlich 
mil  Bi  zug  auf  die  neueren  Methodrn.  Von  Chasles,  Aus  dem  Franzosischcn 
uherlrngen  durch  D'  L.-A.  Sohncke,  ord,  professor  der  reincn  Hathtmatik  an 
dtr  vereinlen  Frirdrichs  Univcrsitat  Hallt  WiHenberg  Halle,  18*9;  iu-8®.) 
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m^mes ,  parce  qu'elles  sont  siinplemeiit  une  expression  dif- 
fei-ente  de  propositions  generalcs  relatives  a  un  syst^me  de 
eercles  :  on  suppose  Fun  de  ces  cercles  imaginaire,  comme 
nous  Tavons  dit  pr^c^emment. 

Cctte  partie  de  I'ouvrage  initiera  le  lecteur,  sans  aucune 
etude  speciale,  a  la  connaissance  d^assez  nombreuses  pro- 
pri^tes  des  cdnes  a  base  circulaire  et  des  coniques  sph^ri- 
ques.  Nous  nous  sommes  cru  d'autant  plus  autorise  a  donncr 
place  a  ce  chapitre  sur  les  cdnes ,  que  cette  theorie ,  qui 
forme  un  intermediaire  distinct  entre  les  coniques  planes 
et  les  surfaces  du  second  degre ,  et  donne  lieu  a  un  ordre 
tout  sp^ial  de  speculations  geometriques  int^ressantes ,  est 
aujourd'hui  enseign^  regulierement  dans  TUniversite  dr 
Dublin ,  ou  les  Etudes  mathematiques  prennent  une  exten 
sion  remarquable  (i). 

Nous  ne  pouvions  omettre,  en  traitant  du  cercle,  di- 
vcrses  proprietes  du  systeme  de  deux  cercles,  qui  se  rap- 
portent  a  la  theorie  des  fonctions  elliptiques ,  et  qui  se  re- 
commandent  surtout  par  un  beau  thdorime  de  M.  Jacobi , 
que  I'on  deduit  de  considerations  plus  g^n^ralcs.  Ces  pro- 


(i)  Ccito  theorie  des  cdnes  k  base  circulaire  et  des  coniques  spberiques 
fait  le  Bujet  de  deux  M^moires  insures  dans  le  tome  Vi  des  M^moires  de 
VAcadimie  de  Bruxelles  (annee  i83o). 

Uq  habile  gtom^tre,  M.  Graves,  professeur  2i  TUniversit^  de  Dublin,  a 
tradutt  eea  deux  Mcmotres  en  anglais,  et  y  a  joint,  outre  des  Notes  et  Addi- 
tions ,  un  Appandicc  couienant  Tapplication  de  TAnalyse  &  la  G^ometrio 
spberiquc.  L^onvrage,  cdite  aux  frais  de  PUniveriiite  de  Dublin,  qui  Fa 
juge  propre  ^  inspirer  anx  jeunes  mathematiciens  le  goAt  des  methodes  de 
la  G^ometrie  pure,  est  enscign^  dans  les  cours  annuels  de  cette  Universite. 
(It  is  intended  for  the  use  of  undergraduate  students  in  the  University  of 
Dublin;  and,  it  is  hoped,  may  be  useful  in  directing  their  prevailing  taste 
for  pare  geometry  to  interesting  and  worthy  objects.)  Voir  :  Two  geometric 
cal  Memoirs  on  the  general  properties  of  cones  of  the  second  degree  and  on 
the  spherical  conies ,  hjr  M.  Chasles,  Translated  from  the  Jrench ,  with  Notes 
and  Additions,  and  an  Appendix  on  the  application  of  Analysis  to  the  spherical 
Geometry,  by  the  Rev,  Charles  Graves.  A.  M.,  M.  R.  I.  A.y  fellow  and  tutor 
of  Trinity  College  Dublin.  Dublin,  184 r  ;  in-b®. 

c 
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positions  formciit  Ic  deruier  chapitre  de  notre  quairiinie 
Section ,  par  lequel  se  termine  le  volume. 


Je  fais  snivre  cette  preface  du  Discours  d'inauguration 
du  Coursdc  Geometric  superieure  de  la  Faculte  des  Scien- 
ces, dans  lequel,  en  jetant  un  coup  d'oeil  sur  Thistoire  de 
la  Geometric,  j'ai  pr^ente  quelques  considerations  qui  se 
rattachent  au  but  de  TouYrage  actuel  (i). 


(i)  Le  savant  geomMre  et  scercta ire  perpetual  de  PAcademie  de  Naples,. 
M.  Flanti ,  qui ,  comme  Tillustre  Forgola ,  cultive  avec  pr^ilection  lea  doc- 
trines de  la  G^metrie  pure )  nous  a  fait  Phonneur^  en  exprimant  son  opi- 
nion sur  les  services  qu^une  chaire  de  G^m^trie  supericure  pouvait  rendre 
aux  sciences  malb^matiqiios ,  de  traduire  on  italien  et  d^enrichir  de  Notea 
CO  Discours  d^inauguration  de  la  chaire  crcee  h  la  Faeultd  des  Sciences  de 
Paris.  {Considerasioni  sulla  nuova  cattedra  eretta  nella  FacoUa  delle  Scienae 
delV  Accademla  di  Parigi  per  Vinsegnamento  del  la  Geometria  superiore  e 
Dixorso  di  apcrtura  alia  medcsifna  del  prof.  Chasles,  con  Note  a^unt^S) 


DISCOURS  D  INAUGURATION 

Ml  00I»9 

DE  GfiOMfiTRlE  SUPfiRIEURE 

DE  LA   FACULTY  DE8  SCIENCES  DE  PARIS. 

(Seance  du  33  d^mbre  1846.) 


Depuis  plus  d*un  si^cle  ,  l^enseignement  de  la  Geometrie  se  re- 
duit  aux  premiers  principes  qu*on  appelle  les  Jil^ments. 

Ce  nom  d'Jilements  semble  indiquer  les  premiers  materiaux  de 
Tedifice ,  les  premiers  pas  ou  Pintroducdon  dans  la  science.  Cepen- 
danf  y  si  Ton  consid^re  que  la  Geometrie  a  pour  objet  la  mesure 
€t  les propriMs  de  tetendue^  on  sent  aussitdt  combien  elle  est  vaste , 
et  Ton  n'aper^oit  meme  pas  de  limites  au  champ  qu*elle  embrasse  : 
car  \4tendae  figuree  varie  de  formes  k  Tinfini ,  et  les  proprietes 
de  chacune  des  figures  que  presente  la  nature  ou  que  Tesprit 
pent  imaginer,  sont  elles-m^mes  extr^mement  nombreuses,  on 
pourrait  m^me  dire  inepuisables.  II  semblerait'  done  que  I'etude 
de  la  Geometrie  ddt  occuper  une  grande  place  dans  Tenseigne- 
ment  public;  et  cctte  opinion  se  fortifie ,  quand  on  consid^re  que 
cette  science ,  independamment  de  son  application  a  tons  les  arts 
de  construction ,  est  reputee  le  fondement  des  sciences  mathema- 
tiqnes ,  et  que  les  meilleurs  penseurs ,  dans  tous  les  temps ,  Font 
regardee  comme  un  excellent  exercice  de  logique ,  eminemment 
propre  k  former  de  bons  esprits  (1).  II  en  a  ete  ainsi ,  en  effet, 

(1)  (Test  pourqiu'i  Tetude  des  Matb^inatiqucs,  dans  Pancienne  Univer- 
sity, faisait  pariie,  ou,  du  moins,  ^tait  Paccompagnement  jugd  n^essaire 
da  Gours  dephilosophie  qi\i  couronnait  de  fortes  Uumanites.  (RoUin ;  Traiti 
des  Atudes;  Hvro  sixi^me,  art.  a.) 

On  sait  combien  Descartes,  Pascal  et  Leibnitx,  comme  philosopbes  et 
ecriTains,  ont  tir^  de  secours  des  Malh^matiqueSi  et  avec  quelle  insistance 
ib  en  recommandent  IVtode  comme  infiniroent  utile  |K>ur  faire  nattre  et 


\XXVl  DISCOLRS. 

chez  les  Anoicnn  etchez  les  MoUerni-s,  j(isr|ne  vers  lo  ooinmcncc- 
inent  du  siede  dernier;  mais  depuis,  par  Peffct  de  ces  vicissi- 
tudes auxquelles  les  sciences  elles-meines  son tsiijettes,  cette  partie 
si  importanle  de  nos  connaissances  positives  a  ete  negligee  et  ro- 
dulte  ^  ses  Elements. 

Cependant,  qiioi€]ue  prives  des  secours  et  des  encouragements 
que  procure  IVnscigneinent ,  plusienrs  geom^tres,  depuis  les  pre- 
mieres annees  de  ce  siecle,  ont  cultive  avec  predilection  cette  Geo- 

fortifier  Ic  T^riinblc  esprit  de  mdthode.  Voici,  &  ce  sujet,  un  passage  dc 
Pascal,  qui  n^a  ^1^  publie  quo  dans  ces  derniers  temps  : 

«  Celte  science  seule  (la  Geom^trie)  sait  les  Teritables  regies  Ju  raison- 
})  nement,  et,  sans  8''arr6ter  aux  regies  des  syllogtsmes  qui  sont  IcIlemeDt 
>'  naturellos  qu^on  rtc  peut  les  ignorer,  s^arrdte  et  se  fonde  sur  la  veiitablo 
»  mcthode  de  conduiro  le  raisonnement  en  toutes  choses,  quepresque  toitt' 
»  le  raonde  ignore,  et  qu'^il  est  si  avantageux  de  savoir,  que  nous  voyons 
N  par  experience  quVntrc  esprits  cgaux  el  toutes  choses  pareilles,  celui  qui 
1)  a  de  la  gdomclrie  Tcmporte  et  acquiert  unc  viguour  toule  nouTelle. 

»  Jo  veux  done  faire  entendre  ce  que  c^st  que  demonstration,  par  Texem- 
»  pic  de  celles  do  Geomdtric,  qui  est  presque  la  senle  des  sciences  hn- 
>i  malnes  qui  on  produisc  d'infaillibles ,  parcc  qu''elle  seule  observe  la  vo- 
n  ritable  mcSthodo,  au  lieu  que  toutes  les  a u Ires  sont  par  nne  necessilc 
>»  naturelle  dans  quelque  sorte  de  confusipn  que  les  seuls  g^om^tres  savent 
»  cxtrdmemcnt  connaltre.  »  (De  VEsprit  geomStrique ;  voir  page  I25  du 
tome  I  des  Pensdes,  Fragments  et  Lettres  de  Pascal;  edition  de  M.  Fau- 
gero.  Paris.  1844,  a^ol.  in-S®.) 

Si  Ton  consultait  Phistoire,  on  trouverai't  que  parmi  les  horomes  qui  se 
sont  fait,  k  divers  titres,  dans  tous  les  temps,  un  nom  celebre,  un  grand 
nombrc  avaieni  dc  la  geometric,  comme  dit  Pascal.  On  anrait&  citer,  dans 
Pantiquild,  les  plus  dminenls  philosophes,  dont  i1  sufAt  de  nommer  Platen  , 
qui  avait  fait  des  mathdmatiqups  la  base  fondameniale  de  son  enscigne- 
ment ,  et  dont  on  connaft  la  fameuse  inscription  du  portiquede  son  acnch';- 
mie:  Quetiul  n'entreici,  s'il  n'esi  giomktre.  On  distinguerait,  dans  Ic  moyen 
Age,  surtoul  saint  Aiigustin  ,  Marcianus  Capella  ,  Botoe,  Cassiodoro,  Pro- 
clus ,  Isidore  dc  Seville,  B^de ,  Alcuin ,  Avicenne,  le  pape  Gcrbert ,  Atlclanl, 
Albert  le  Grand ,  Ro^er  Bacon:  chez  les  Modernes ,  Leonard  dc  Vinci, 
Albert  Du  per,  Ranius.  J. -J.  Scalsgcr,  H.  Grotkis,  Hobbes,  Gassendi ,  Ar- 
nauld,  Malebranche,  Huet,  Clarke,  Fontenelle,  Wolff,  R^umur,  Voltaire, 
Buffon,  Diderot,  Beauzee,  Condillac ,  Haller,  Dugald  Stewart,  Kant ,  Colc- 

brooke,          L^bistoifft  mcme  des  chefs  d^cmpircs  montrernit  que  cenx  qui 

ont  encourage  la  cullnre  des  mathcmatiques ,  source  commune  de  toutes  los 
sciences  exactes,  sont  aussi  ceux  dont  le  r^gnc  a  cu  le  plus  dVclat  ct  dont 
la  gloiro  est  la  pins  duraMo. 
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inetrie  abandonncc ,  et  lui  ont  f;iit  faire  ties  progres  notables .  On 
a  meme  commence  ^  dans  plusienrs  Univei*sites  d'Alleinagne  et 
d*Angieterre ,  k  la  reintroduire  dans  les  corn's  publics  ct  dans  les 
theses  ayaqt  pour  but  Tobtention  des  grades  universitaires. 

M.  le  Ministre  dc  I 'Instruction  publique ,  dans  sa  sollicitude 
pour  loutes  les  parties  de  Tenseignement  sou  mis  a  sa  haute  direc- 
tion ,  a  juge  que  le  temps  etait  yenu  de  combler  en  France  aussi 
unc  lacune  prejudiciable  aux  progres  des  sciences  iiialhematiques. 
La  Facuite  des  Sciences  consultee  a  partage  ces  vues  judicieuses  et 
liberates,  et  emis  le  vceu  que  Tenseignement  des  Ma- hcniatiques 
superieures  re^ut ,  dans  la  Facuite ,  le  complement  qui  lui  man  - 
quait,  et  qu'une  chaire  de  haute  Geometric  y  (M  immediatemenl 
instituee.  M.  le  Ministre  m'a  fait  Thonneur  de  me  confier  cet  en- 
seignement. 

Cette  tdche ,  qu'on  me  permette  de  le  dire  des  ce  moment  en 
sollicitant  I'indulgence  des  personnes  qui  me  font  Thonneur  dc 
m'ecouter,  n^est  pas  sans  difficultes.  Car  ce  ne  sont  plus  les  theo- 
ries, ce  n'est  phis,  pour  ainsidire,'  la  science  qu'enseignaient 
Oronce  Finee,  Ramus,  Roberval,  qu'il  Vagit  de  reproduirc;  il 
ne  peut  suffire  d'expliquer  et  de  commenter  les  travaux  d'Ar> 
chimede  et  d'ApoUonius,  de  Fermat,  de  Cavalieri,  de  Pascal, 
d'Huygens,  de  Newton,  de  Maclaurin.  Ces  ouvrages  renferment 
d'admirables  exemples  des  ressources  que  procure  la  Geometrie 
dans  toutes  les  speculations  de  la  philosophic  naturelle ;  on  y  trou  ve 
le  germe  d^  plusieurs  theories  :  mais  ils  ne  forment  pas  un  en- 
semble de  methodes  qu'on  puisse  reunir  dans  un  corps  de  doc- 
trine ,  et  qui  suffixent  pour  initier  les  jeunes  mathematiciens  a  la 
connaissance  et  k  la  culture  de  la  haute  Geometrie.  S'ils  ofTrent  de 
magnifiques  applications  de  cette  science ,  ils  ne  constituent  pas 
un  cours  de  Geometrie  superieure.  Et  d'ailleurs  la  science  a  mar- 
che  :  elle  s'est  enrichie  de  doctrines  nouvelles,  en  harmonic  paifois 
avec  celles  de  I'Analyse;  et  c*est  sur  des  bases  dont  on  n^aurart 
pas  eu  rideeil  y  a  un  siecle ,  qu*il  faut  aujourd'hui  fonder  ce  cours 
de  Geometrie  siiperieure.  C'est  dans  quelqnes  ouvrages  modernes, 
dans  des  Ijlemoirrs  epars  dans  les  recuejls  scientifiques ,  qu'il  faut 
rherrher  le  germe  et  les  elements  des  theories  et  des  methodes  pro.- 
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pres  a  former  le  corps  de  doctrine  que  nous  avons  en  vue.  Ces 
theories  et  ces  methodes  une  fois  determinees,  il  faudra  les  coor- 
donner  entre  elles,  et  les  soumettre  a  Tenchainement  logique,  qui 
est  le  caract^re  propre  des  sciences  mathematiques,  et  plus  par- 
ticulidrement  de  la  Geometrie.  C'est  done  une  oeuvre  toute  nouvelle 
a  accomplir. 

Ou  trouverons-nous  les  elements,  disperses ,  de  cet  enseigne-^ 
nient  nouveau  ?  Dans  Tetude  attentive  des  travaux  de  nos  devan- 
eiers.  Nous  devrons  consulter  les  ouvragesdesGrecs,  qui  se  pre- 
sentent  les  premiers  dans  la  carri^re ,  qu*ils  ont  parcourue  avec  un 
grand  succes;  puis  suivre  les  developpements  de  la  science  chez 
les  Modernes;  puis  enfin  aborder  les  doctrines  du  xix"  siecle. 

Cette  etude  retrospective  est  indispensable  pour  atteindre  le  but 
qui  nous  est  propose.  Des  aujourd'hui  nous  jetterons  un  rapide 
coup  d'oeil  sur  les  travaux  des  geometres  anciens  et  modernes.  Ce 
sera  Tobjet  de  cette  premiere  le^on. 

I.  Dc  la  Geometrie  chez  les  Grccs, 

La  Geometrie  a  ete  la  science  de  predilection  des  Grecs.  lis  la 
divisaient  en  trois  parties  distinctes  :  la  Geometrie  clementaire » 
qu*ils  appelaient  simplement  les  Elements;  la  Geometrie  pratique 
ou  G^odisie;  et  la  Geometrie  superieure,  quMIs  appelaient  le  lieu 
r^solu,  et  qui  etait  un  ensemble  de  questions  resolues  d'avan<^  et 
de  theories  oh  le  geom^tre  trouvait  les  ressources  necessaires  pour 
proceder  i>  la  demonstration  des  verites  et  k  la  solution  des  pro- 
blames. 

C'est  cette  partie ,  le  lieu  r^solu,  que  les  Modernes  ont  appelce 
V Analyse  g^ometriqtie  des  Anciens. 

Le  peu  de  details  (]ui  nous  sont  parvenus  sur  ce  point  extreme- 
roent  interessant  de  Thistoire  de  la  science  se  trouvent  dans  les 
Collections  mathSmatiques  de  Pappus ,  geometre  qui  vivait  au 
iv«  siecle  de  notre  ^re.  Ces  Collections  mathematiqucs  etaient  un 
ouvrage  en  huit  livres ,  dont  six  seulenient  nous  ont  ete  conserves. 
On  y  trouve ,  avec  des  details  qui  nous  font  connaitre ,  sur  plu- 
sieurs  points,  Tetat  des  roathematiques  anciennes,  une  foule  de 
propositions  et  de  leranies  destines  a  servir  de  comnientaires  ii  di- 
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v«rs  oiivrages ,  dont  la  plupart  ne  sont  pas  an  ivos  jtisqu*^  nous. 
L*auteiir  etait  un  geom^Cre  emioent ,  que  Descartes  avait  en  grande 
estime.  C'est  dans  Pappus  et  Dinphante  que  ce  grand  philosophe 
remarquait  des  traces  de  cette  iumiere  de  raison  qui ,  dans  I'anti- 
quite y  etait  le  caract^re  des  mathSmatiques  v^ritabies  (i). 

Nous  trouvons,  dans  les  Collections  de  Pappus,  la  nomencia- 
itire  des  Traites  (fui ,  faisant  suite  aux  jSleme/tts,  formaient  le  lieu 
resolu ,  CHI ,  comme  nou$  venons  de  le  dire ,  la  G^ometrie  supe» 
rieure.  C  etaient :  un  livre  des  Donnees,  d'Euclide;  deux  livres  de 
la  Section  de  raison,  d^Apollonius ;  deux  livres  de  la  Section  de  fes- 
pace;  deux  de  la  Section  determinee^  et  deux  des  Attouchements 
(  contacts  des  eercles)^  du  m^me;  trois  livres  des  Porismes,  d'Eu- 
clide; encore  d'Apollonius,  deux  livres  des  Inclinaisons ,  deux 
des  Ueuae  plans,  et  huit  des  Sections  coniques;  d'Aristee  Tan- 
cieUy  deux  livres  des  Lieux  solides;  d'Euclide  encore ,  deux  livres 
lies  Ueax  a  la  surface;  enfin,  d'l^ratosthenes ,  deux  livres  des 
Moyenncs  raisons.  . 

Ges  divers  ouvrages  formaient  done  un  corps  de  science ,  une 
Geometrie  supericure,  quie  Ics  Anciens  distinguaient  essentiellement 
des  £lemenfs. 

Pappus  ajoute  que  les  geomctres ,  en  appliquant  les  ressources 
que  leur.ofTraient  ces  ouvrages  pour  la  demonstration  des  verites 
geometriques  et  la  solution  des  problemes ,  suivaient  deux  me- 
thodesy  ou  plutdt  deux  manieres  de  proceder  par  le  raisonne- 
ment ;  savoir  :  la  synthesc  ou  composition ,  et  V analyse  ou  re- 
solution.  Ces  deux  mots,  synthese  el  analyse,  avaient  aloi*s,  en 
matheroatiques,  un  sens  parfaitement  defini.  Mais,  comme  aujour- 
d*hui  oous  lesemployons  communement  dans  une  acception  spc- 
ciale  trcs-differentc ,  qui  laisse  ignorer  aux  jeunes  gcometres  ce 
qu*etaient  les  methodes  anciennes  et  surtout  la  metliode  analy- 
tique,  il  ne  paraitra  peut-ctre  pas  inutile  de  rappelcr  ici  le  sens 
precis  que  leur  donne  Pappus,  le  meme  qu*on  trouve  aussi  dans 
Euclide  (au  treizidnie  livre  des  Elements). 


(i)  R^les ffour  la  direction  de  I'esprit;  4*  regie;  lomc  \l  do  redilioii  d"* 
M.  Cousin. 
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Par  ]a  synthcsc^  on  part  dc  verites  conniies  pour  arriver,  ilf 
consequence  en  consequence ,  ^  la  proposition  que.  Ton  veut  de- 
mon trer,  ou  ^  )a  solution  du  problcme  propose. 

Par  V analyse,  on  regarde  comme  vraie  la  proposition  que  Ton 
vent  demontrer,  ou  comme  resolu  le  probleme  propose  y  et  Von 
raarche  de  consequence  en  consequence ,  jusqu^^  ce  qu'on  arrive 
a  quelque  veritc  connue ,  qui  autorise  k  concluro  que  la  chose 
admise  comme  vraie  Test  reellement ,  ou  qui  comporte  la  construc- 
tion du  probleme  ou  son  impossibilite  (i). 

(i)  Citons  Ic  lexto  mdme  dc  Pappus,  dans  son  sens  liitcral : 

a  Le  lieu  resolu  est  une  matiire  h  Pusage  de  ceuz  qui ,  possedant  Ics  Elc- 
menu,  veulent  ancquerir  en  Gi^ometric  Taridercsoudre  les  probUmes:  c^est 
la  son  utility.  Get  to  partie  des  mathematiques  nous  a  i^te  transmisc  par 
Euclide,  Tautear  des  tUments,  Apotlonius  ct  Aristce  Pancien.  On  y  pre- 
cede par  VDie  de  Resolution  et  de  Composition, 

y  La  Resolution  est  une  melhode  par  laqucHe,  en  purtant  de  la  chose  que 
Pon  cherche  et  que  Ton  suppose  d^'^  connue ,  on  arrive  par  one  suite  de 
consequences,  &  une  conclusion  sur  laquellc  ou  s'^appuie,  pour  remonter, 
par  voie  de  Composition,  h  la  chose  cherche«.  Eu  uflet^dans  la  Resolution 
nous  regardons  comme  fait  ce  que  nous  cherchons,  et  nous  examinons  cc 
qui  d(^coute  de  ce  point  de  depart,  et  m6me  ce  qui  pout  en  Mre  raut^ct- 
dent ,  jusqu^^  cc  que  nous  arrivions  par  le  raisonnoment  i  quelque  vdrite 
dijk  connue  ou  mise  au  nombre  des  principes.  Cettc  marche  constitue  le 
preclude  qu^on  appelle  Analyse,  comme  qui  dirait  solution  en  sens  inverse. 

M  An  contraire,  dans  la  Composition noua  partonsde  cette  verild  a  laquellc 
nous  sommes  parvenus,  comme  dernidre  consequence,  dans  la  Resolution; 
et  eu  suivant  dans  le  raisonneraent  une  marche.  inverse  de  la  premiere, 
c'est-ii-diro  en  prenant  toujours  pour  antecedent  ce  qui,  dans  le  premier 
cas,  etail  consequent,  et  reciproquument,  nous  parvenons  onfin  h  la  chose 
cherchee.  Gette  marche  conslituc  le  precede  qu^on  nomme  ^nihkse, 

»  L^ Analyse  s^cmploio  dans  deux  ordrcs  de  recherchcs :  ou  pour  dcmontrer 
une  vorite  Iheoriquc,  ou  pour  resoudre  un  probldmc  propose. 

n  Dans  le  premier  cas,  admettant  comme  vraie  la  proposition  qu^il  faut 
demontrer,  nous  regardons  aussi  comme  vraies  les  consequences  qui  en  de- 
coulent,  jusqu'h  cc  que  nous  arrivions  h.  quelque  conclusion  connue.  Si 
cclte  conclusion  est  une  proposition  vraie,  celle  d^oQ  nous  sommes  partis 
Test  aussi ;  et  sa  demonstration  se  trouve  dans  V Analyse  prise  en  sens 
contraire.  IVIaib  si  notre  conclusion  forme  une  proposition  fuusse,  la  pro- 
position que  nous  avions  admise  Test  aussi. 

»  Dans  le  second  cas,  ou  il  s^agit  dc  resoudre  uu  probleme,  nous  regar- 
dons comme  connu  cc  qu'il  faut  Irouver,  el  nous  eu  tirons  quelque  conciu- 
fion.  Si  ceito  conclusion  es»  uuo  cunstniction  possible  ou  rentraut  dans  cc 
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Ces  deux  manieres  de  proceder  en  niathcmatiques  ne  rcpondent 
nullement  ^  la  signification  actuelle  des  deux  termes  analyse  et 
sjrnthese,  dont  le  premier  caracterise  I'emploi  du  calcul  algebriquc, 
et  le  second,  la  consideration  seule  des  proprietes  i!es  figures,  au 
moyen  du  raisonnement  nature!. 

Les  deux  methodes  anciennes  ne  di/fcraient,  au  fond ,  que  dans 
le  point  de  depart,  les  diverses  operations  de  raisonnement  etant 
tes  inomes  dans  Tune  et  dans  Tautre,  mais  dans  an  ordre  inverse. 
On  caracterisera  brievement  ces  deux  methodes,  en  appelant, 
avec  Kant,  la  sjrnthese,  methode progressive ,  et  V analyse,  methode 
regressive  (i). 

II  est  essentiel  de  remarquer  ici  que  Tusage  de  V analyse,  chez 
les  Anciens,  suppose  necessairement  une  proposition  dejk  connue 
et  dont  on  cherche  la  den^onst ration ,  ou  un  probl^me  propose.  De 
sorte  que  hors  ces  deux  cas  il  n'y  a  point  lieu ,  d'apres .la  definition 
precise  de  Pappus ,  d'employer  la  methode  analytique. 

II  faut  observer  encore  que,  bien  que  Tesprit  de  la  methode 
soit  le  m^me  dans  les  deux  cas ,  neanmoins  elle  y  a  un  caract^re 
different.  Car  dans  le  premier,  oil  il  s^agit  de  demontrer  une  pro- 
position, V analyse  n'est  point  autre  chose  qu*une  methode  ex - 
])erimentale  de  verification  k  posteriori ,  tandis  que  dans  le  second , 
oh  il  s*agit  de  resoudrc  un  probleme,  elle  forme  une  methode 
d*invenlion  k  priori,  puisqu'on  se  propose  de  trouver  la  solution 
ou  construction  du  probleme,  ou  de  demontrer  son  impossibilite , 
ce  qui  constituera  la  decouverte  d'une  verite  mathematique  actucl- 
lenient  inconnue. 


que  les  math<^maticicn«  appcllent  iffs  donnees,  Ic  probleme  propose  sera 
aussi  possible;  et  la  domoiistration  repondra  ik  VAnaljrsc  en  sons  contrairo. 
Mais  si  la  conclusion  a  laqtielle  nous  arri von s  est  une  chose  impossible,  le 
probldme  Ic  sem  aussi. 

a  Oil  appclle  diorisme  cetto  partie  du  raisonnement  ou  I'oii  doiermiue  les 
conditions  pour  qu^un  probleme  soil  possible,  et  le  nombre  de  ses  solutions. 

»  Voilsi  ce  que  nous  avons  a  dire  de  la  Resolution  ct  de  la  Composition.  » 

(i)  Nous  n'entendons  pas  faire  allusion  ici  a  la  distinction  fondamentalc 
posee,  par  I'illuBtre  philosophc,  cntre  les  ju^cments  sjynihctiques  et  analj- 
infurs,  bien  ,  toutefois  ,  que  cotte  dislinclioii  derive  des  arceptions  anciennes 
dc  Vanaljsr  et  do  la  synlMsc. 
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C'est  dans  ce  sens  seuleinent  qu'on  pent  dire  que  Vanalyse  des 
Anciens  est  la  methode  de  recJierche  ou  d*invention» 

Hors  cecas  de  la  solution  d*un  probleme,  Vanalyse  n* a  j[toini 
de  vcritc  nouvelle  a  decouvrir,  et  pour  cet  objet  c'est  la  sjrntkesc 
seule  qui  constitue  la  methode  d'invention  par  laquelle  on  forme 
et  Ton  accroit  une  science. 

Cette  reinarque  nous  suflit  dans  ce  moment,  oik  nous  n'avons 
pas  a  rechercher  qnelles  sont  les  methodes  d'invention  en  mathd- 
matiqnes,  mais  seulement  h  definir  ce  qu*ontete  les  deux  me- 
thodes appelees  par  les  Anciens  Analyse  et  Sjrnthese,  et  ken  mar- 
iner les  usages  et  le  caractere  distinctif. 

Dans  les  sciences  en  general ,  c^est  par  la  methode  synth^tique 
qu'on  en  expose  les  prindpes  ou  les  elements:  c'est  ainsi  que  sont 
ecrits  les  Elements  d*£uclide.  Toutefoi\,  on  trouveaussi  dans  cet 
ouvrage  des  exemples  de  la  methode  analytique ,  telle  que  la  me- 
thode appelee  rSduction  a  I'dbsarde^  quoique  dans  ce  mode  de  de- 
monstration ce  ne  soit  qu*indirectement ,  ou  par  exclusion ,  qu'on 
introduit  dans  le  raisonnement  la  proposition  que  Ton  veut  demon- 
trer.  On  part,  comme  on  sait,  de  propositions  contraires  a  celle-liky 
et,  en  les  combinant  logiquement  avec  des  propositions  connues, 
on  arrive,  de  consequence  en  consequence,  k  un  resultat  faux  ou 
absurdcy  d'oCl  Ton  conclut  que  la  premiere  est  bien  la  proposition 
vraie. 

Archimede  et  Apolloniiis  nous  ofFrent  de  nombreux  exemples 
de  Vanalyse:  c'est  presque  toujours  par  celle  voie  qu'ils  resol- 
vent les  problemes.  Ainsi ,  quand  Archimede  se  propose,  dans 
son  Traite  de  la  Sphere  et  du  Cy lindre  (pro^.  8),  de  couper 
une  sphere  par  un  plan ,  de  fagon  que  les  deux  segments  soient 
entre  eux  dans  un  rapport  donne ,  il  raisonne  sur  la  grandeur 
inconnue  comme  sur  celles  qui  sont  donn^es ,  et  il  parvient  k 
une  proposition  qui  renferme  Texpression  de  \s(  grandeur  cher- 
chee. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d'Algebre,  qui  porte  le  nom 
Anthmitique  y  fait  usage  continuellement  de  la  methode  analy- 
tique; car  il  represente  les  inconnues  de  la  question  et  ses  puis- 
sances par  des  signes  ou  des  mots,  et  il  les  introduit  dans  le  raison- 
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nement  pour  former,  entre  ces  inconnues  et  les  quantiles  connues, 
des  egalites  d'o(L  il  tire  la  valeiir  cies  inconnues. 

Oq  con^it  que  Vanalysc  et  la  synthese  ont  du  etre  employees 
concurreroment ,  dans  tons  les  temps,  depuis  I'origine  des  sciences 
mathematiques  :  aussi ,  quand  Proclus  et  Diog^ne  Laerce  font 
honneur  a  Platon  de  Finyention  de  la  m^thode  analytiqucy  il  faut 
croire  qu'ils  voulaient  par  la  designer  Platon  comme  ayant ,  Ic 
premier,  distingue  ces  deux  manieres  diflerentes  de  proceder  dans 
la  recherche  et  la  demonstration  des  verites  mathematiques. 

rfous  vei^ns  de  preciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  synthese 
et  Vanalyse,  dans  la  Geometrie  des  Anciens  :  nous  n'aurions  que 
peu  de  mots  a  ajouter  pour  dire  comment  ces  termes  ont  pris, 
chex  les  Modemes,  des  acceptions  tres-differentes;  mais  n'antid- 
pons  pas  sur  la  marche  de  la  science  :  Torigine  du  nouveau  sens 
des  deux  mots,  en  Mathematiques,  se  rattache  k  la  grande  concep- . 
tion  de  Yietc,  dont  nous  aurons  bient6t  k  £iire  mention. 

De  ces  onvrages  qui,  d'apr^  Pappus,  formaient  comme  les 
elements  d^une  Geometrie  superieure ,  et  ofTraient  les  ressources 
necessaires  pour  se  livrer  aux  recherches  geometriques ,  trois  seu- 
lement  nous  sont  parvepus  :  ce  sont  les  Donnees  d'Euclide ,  les 
sept  premiers  livres  des  Coniques  d*Apolionius,  et  le  Traite  de  la 
Section  de  raison,  qui  s'est  retrouve  en  langue  arabe.  La  plupart 
des  aotres  ont  ete  retablis  par  divers  geom^tres ,  dans  le  style  de 
la  Geometrie  ancienne ,  d'apr^  le  peu  de  details  que  nous  en  a 
laisses  Pappus. 

Cependant  on  n*est  pas  fixe  sur  ie  sujet  du  livre  des  Ueux  a  la 
surface f  d'Euclide.  L^auteur  y  considerait  des  courbes  tracees  sur 
des  surfaces  courbes ;  mais  quelle  etait  la  nature  de  ces  surfaces  ? 
les  courbes  qu*on  y  tra9ait  etaient-elles  necessairement  planes? 
La  brievete  de  Pappus  nous  laisse  dans  I'incertitude.  Je  dirai 
loutefois  que  quelques  indices  peuvent  porter  k  croire  que,  dans 
le  livre  des  Ueux  a  la  surface,  Euclide  traitait  des  conoides ,  ap« 
peies  anjourd'hui  surfaces  clu  second  degrd  de  revolution ,  et  des 
sections  faites  par  des  plans  dans  ces  surfaces,  comme  dans  le  c6ne. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  fixer 
notrc  attention ,  el  qui  a  presentr  pendant  longtcmps  unc  rnigmc 
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indechilTrable  a  laquclle  se  sont  attaches,  dans  les  deux  derDicrs 
sicdes,  plusieurs  des  geom^tres  les  plus  cclebres ,  je  veux  parler 
dii  Traitc  des  Porismes.  Au  dire  de  Pappus,  cet  ouvrage,  ou 
brillait  le  genie  penetrant  d'Euclide ,  etait  eminemment  utile  pour 
la  resolution  des  problemes  les  plus  compliques  :  c^etait,  en  quel- 
que  sorte,  Tinstrument  indispensable  des  geometres  dans  leurs 
reclierches. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siecle  dernier,  cette  question  des-po- 
l  isracs  n*a  presentc  qu*une  obscurite  profonde  dans  toutes  ses 
parties.  Alors  seulement  R.  Simson  fit  les  premiers  pa%vers  la  de- 
couverte  du  sens  cache  des  idees  dc  I'auteur,  tant  en  retablissant 
la  definition  du  ierme porismc ,  et  surtout  la  forme  particuliere  des 
('nonces  des  propositions  ainsi  appelees ,  qu*en  donnant  I'explica- 
tion  de  six  ou  sept,  sur  une  trentaine,  des  enonces  de  porismes 
que  Pappus  nous  a  transmis  en  termes  iaconiques  et  obscurs.  Celte 
divination  a  fait  beaucoup  d*honneur  k  R.  Simson.  Depuis  ,  plu- 
sieurs geometres  ont  continue  de  traiter  ce  sujet  si  digne  d'interet. 

Cependant  un  voile  epais  couvre  encore  cette  doctrine  des  po- 
rismes; car,  independamment  des  vingt-quatre  enonces  de  Pap- 
pus ,  dont  on  n'a  pas  donne  le  sens  »  il  faudrait  connaitre  en  outre 
la  cause  de  la  forme  inusitee  de  ces  propositions,  la  pensee  qui 
les  a  concues,  leur  nature  ou  caract^re  mathematiipie ,  la  raison 
de  leur  eminente  utilite  dans  Fart  du  geom^tre,  la  transformation 
que  cette  doctrine  a  probablement  subie  pour  penetrer,  k  notre 
insu ,  dans  nos  methodes  modernes.  Ces  questions  meriteront  de 
trouver  place  dans  un .  enseignement  de  haute  Geometric ,  d'au- 
tant  plus  que  les  theories  sur  lesquelles  semblent  rouler  ces  pro- 
positions obscures  se  rattachent  k  celles  de  la  Geometrie  moderne. 
Peut-dtre  alors  pourrons-nous  repandre  quelque  lumiere  sur  cette 
grande  enigme  que  nous  a  leguee  I'antiquite. 

A  defaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs ,  qui  sont  presque 
tous  perdus,  c'est  dans  les  Collections  mathematiques  de  Pappus, 
dans  cette  foule  de  propositions  eparses  et  sans  ordre ,  parce 
(lu'elles  se  rattachent  a  des  ouvrages  dilferents  auxquels  elles  doi- 
vent  servir  de  commentaires ,  que  nous  irouverons  les  premiers 
elements  d\me  Geometric  superieurc. 
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On  y  dislin^ie  notamment  qiielques- lines  ces  propositions 
simples  qui  sontbien  reelleinent  le  fondement  cle  la  science,  car 
on  les  retrouve  dans  les  Traites  cel^bres  de  Pascal  et  de  Desargues 
sur  les  ConiqaeSf  et,  pins  tard,  dins  Tingenieuse  et  feconde  Th^oric 
des  Transpersales  de  Caraot;  ouvrages  qui  se  rapportent  essentiel- 
lement  k  une  parde  des  methodes  qui  feront  la  base  de  notre 
enseignement. 

Nous  ne  faisons  pas  ici  Tanalyse  de  toutes  les  ressourccs  que 
peiivent  offrir  les  Collections  mathematiqites  de  Pappus;  disons 
cependant  que  nous  aurons  k  y  empmnter  quelques  beaux  exeiii- 
ples  de  cette  maniere  de  demontrer  de  simples  propositions  de  Goo  • 
metrie  plane  par  la  contemplation  des  figures  k  trois  dimensions, 
qui  rentre  dans  certains  procedes  dont  les  geometres  de  nos  joiirs 
ont  fait  an  heureux  usage.  Par  exemple,  cVst  en  considerant  uno 
surface  heli^oide ,  que  Pappus  decrit  la  spirale  d'Archimcde  et  la 
quadratrice  de  Dinostrate ,  eomme  projection  de  certaines  conrhts 
:\  double  courbure  tracees  sur  la  surface. 

Ce  n*est  pas  sans  surprise  et  admiration  qu*on  rencontre  dans 
le  livrede  Pappus  ces  speculations  qu*on  croirait  sorties  dc  IVcolc 
de  Monge;  nousy  trouverons  m^me  certaines  questions  qui  prou- 
vent  que  les  Grecs  ayaient  des  procedes  de  Geometrie  descriptivo 
analogues  et  parfois  identiqaes  k  nos  methodes  actuelles.  Telle  est 
cette  question  :  «  Gonnaissant  les  projections  horizon  tales  et  les 
»  hauteurs  verticales  de  trois  points,  determiner  la  trace  et  Tin- 
»  clinaison  du  plan  qui  passe  par  ces  points.  » 

Nous  n'avons  point  eu  k  citer  jusqu'ici  les  Traites  d'Archimede , 
ou  se  trouvenr  cependant  des  deconvertes  capitales  qui  toutes  ont 
ete  utiles  k  la  science.  En  voici  la  raison.  Les  ouvrages  d^Archiniede 
se  pen  vent  distinguer  en  trois  classes  : 

1^.  Les  Traites  georoetriques,  qui  sont  :  la  mesure  du  cercle , 
et  les  livres  de  la  sphere  et  du  cylindrey  des  conoides  et  des  sphe- 
rotdes,  de  la  quadrature  de  la  para  bole,  des  helices  et  des 
lemmes; 

2®.  IjCS  livres  de  I  'eqtfilibre  des  plans,  et  des  corps  port^s  sur  un 
Jtuide^  qui  contiennent  les  principes  de  la  Statique  et  de  T  Hydro - 
statique ,  mais  ou  domine  encore  le  genie  geometrique  ; 
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3°.  ■  Le  Hvre  De  nu/nero  arence,  oii  se  troiivent  ties  connaissances 
tres-di verses  d' Astronomic  et  d'Arithmctique  nolaramenC,  et  qui 
siifHrait  seul  pour  attacher  au  nom  d*Archimede  le  sceau  de  Tim- 
mortalite.  * 

Les  Traites  geom^triques  contiennent  des  rnsultats  admirables, 
qui  ont  cree  ou  etabli  sur  leurs  bases  veritables  phisieurs  parties 
des  sciences ;  niab  ces  resultats,  par  leur  nature,  ne  sent  pas  d*une 
application  aussi  frequente ,  dans  les  speculations  geonietriques , 
que  diverses  autres  theories  dont  Tnsage  est,  pour  ainsi  dire, 
journalier.  G'est  pourquoi  Pappus  ne  les  a  pas  coinpris  dans  sa 
nomenclature  des  Traites  propres  h  guider  dans  les  recherches 
geometriques. 

Si,  dans  la  marche  suivie  par  Archimede  pour  arriver  k  ses  belles 
decouvertes,  on  pent  voir  le  germe  ou  des  applications  d'une  me* 
thode  speciale  susceptible  d'extension ,  c'est  surtout  dans  la  me- 
thode  d* exhaustion  (c'est-a-dii-e  d^epuisement).  Par  cette  mcthode 
on  considere  une  grandeur,  une  courbe  par  exemple,  comme  une 
limite  de  laqnelle  s*approchent  de  plus  en  plus  des  polygenes 
inscrits  et  circonscrits ,  dont  on  multiplie  le  nombre  des  cdtes ,  de 
mani^re  que  la  differeoce ,  qu'on  ^puise  en  quelque  sorte ,  devienne 
phis  petite  qu*une  qnantite  donnee.  Les  proprietes  des  polygenes, 
par  exemple  Texpression  de  leur  perim^tre  ou  de  leur  surface,  in~ 
diquent,  par  la  loi  de  continuite,  les  proprietes  de  la  courbe,  et 
Ton  demontre  ensuite  celles  ci  en  toute  rigueur  par  le  raisdnne- 
ment  a  I  'absurde. 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  raethodes  infinitesimales,  ou  du 
moins  Tidee  fondamentale  sur  laquelle  elles  reposent,  surtout  dans 
los  conceptions  de  Newton  et  d*Euler.  Ces  doctrines ,  soit  celle  des 
premieres  et  dernieres  raisons ,  soit  celle  des  limites ,  qui  au  fond 
est  la  m6me,  ont  etabli  sur  un  principe  d'une  rigueur  incontes- 
table les  methodes  generales  et  clementaires  qui  remplacent  celles 
d'Archim^e  dans  toutes  les  questions  traitees  par  ce  grand  geo- 
m^tre.  On  con^oit  done  que,  dans  les  principes  de  la  Geometrie 
snperieure  que  nous  avons  ici  en  vue,  de  m^me  que  dans  un 
apercu  sur  Torigine  et  sur  le  developpement  des  methodes  qui  se 
rattachent  a  ces  principes,  les  beaux  theorcmes d'Archimede  n*oc- 
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ciipent  pas  la  place  que  leur  grande  renommee  semblerait ,  an  pre- 
mier abord ,  leur  assigner. 

Qnelques  developpemento  vont  faire  comprendre  plus  comple- 
tement  notre  pensee  sur  cette  partie  de  la  Geometrie  qui  doit  re- 
presmter  V Analyse  g^mS:rique  des  Anciens,  et  constituer  les 
elements  de  la  Geometrie  supSrieure, 

La  Geometrie  se  definit  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesure 
et  les  propTi4t4$  de  Vetendue  figuree,  Cette  deBnition  indique  deux 
divisions  principales  de  la  science.  Aussi  les  divers  travaux  des 
geometres  different  par  leur  nature,  et  donnent  lieu  d  eux>memes 
a  cette  distinction.  Les  uns  se  rapportent  k  la  /nesurcy  c*est-«k-dire 
a  Texpression  de  la  longueur  des  lignes,  de  Tetenduedes  surfaces, 
du  Tohime  des  corps.  La  determination  des  centres  de  gravite,  et 
beaucoup  d'autres  questions  qui  se  presentent  dans  les  sciences 
physico-matheroatiques ,  sont  du  m^me  genre.  G'est  ^  de  telles 
questions  que  se  rappnrte  specialement  la  Geometrie  d' Archimede. 
Ce  sont  ces  questions,  comnie  nous  venons  de  le  dire,  qu'on 
traite  aujourd'hui  par  les  mcthodes  infinitesimales ,  parce  qu*en 
effet  elles  impliquent  toujours,  sous  une  forme  ou  sous  une  autre, 
ridee  de  Vinfini  ( i ) . 

Les  antres  recherches  mathematiques  ont  pour  objet  les  pro> 
prietes  resultantes  des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures, 
proprietes  qui  coraprennent  aussi  des  relations  de  tirandeur,  mais 
qui  sont,  en  general ,  simplement  des  relations  de  segments  recti- 
lignes  on  d'angles,  et  qui  n*exigent  pas  Temploi  du  calcul  infini- 
tesimal. C'est  ^  cette  partie  de  la  Geometrie  que  se  rapportent  le» 
ouvrages  d' Apollonius ,  tels  que  son  grand  Traite  des  Coniques, 
et,  en  general,  les  Traites  sur  le  lieu  resolu  ou  analyse geometriqut 
desAnciens.  Cette  partie  est  vaste;  c'est  celle  qui  doit  aujourd^luii 
constituer  specialement  la  Geometrie  considcroe  dans  Tensemble 
des  methodes  qui  Ini  sont  propres. 


(i)  LeibniU  puise  dans  des  consideralionfl  d^un^ordrc  sup^rieur  la  raison 
des  usages  de  son  analyse  infiniiesimale ,  dans  ioiites  les  questions  physico- 
natheniatiques  j  il  dil :  «  Cette  analyse  est  proprement  scientia  de  magni- 
%  tudine  quatenus  irwolvit  infinitum ;  et  c'^est  ce  qui  arrive  toujours  dans  la 
•  nature  qui  porte  le  caractere  de  son  auleur.  »  {Opera,  tome  VI,  p.  '208-.^ 
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Quant  a  la  premiere  parlie,  qui  a  pour  (ibjet  le  calcul  des  gran- 
deurs curvilignes ,  ce  sont  les  methodes  infinitesimales  qui  lui  con- 
viennent  :  oe  serait  retrograder  que  de  revenir  ii  celles  d'Archi- 
mede,  ou  aux  methodes  intermediaires  et  de  transition  deCava- 
licri ,  de  Pascal ,  de  Grdgoire  de  Saint- Vincent ,  de  WalHs,  quelqae 
puissantes  qu*elles  aient  ete  entre  les  mains  de  ces  grands  geo- 
moires.  Et ,  d'ailleurs,  Teraploi  des  methodes  infinitesimales  n*im- 
plique  pas  Tabandon  des  methodes  geometriques  pour  le  calcul 
algcbrique  des  Modernes ;  loin  de  14 ,  ce  sont  precisement  les  ques- 
tions de  Geometric  qui  ont  donne  naissance  k  ces  methodes  dans 
les  travaux  de  Fermat ,  comme  dans  ceux  de  Leibnitz  et  de  Newton . 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  ve- 
nons  d^etablir  ,  nous  scindions  la  Geometric  en  deux  parties  pour 
n*en  attribuer  qu*une  a  la  Geometric  moderne  y  et  diminiicr  ainsi 
le  domaine  de  la  science  que  les  Grecs  nous  ont  transmise.  Au  con  • 
traire,  cette  Geometric  des  proprietes  des  figures  est  d'une  appli- 
cation neoessaire  et  constante  dans  la  Geometric  des  niesures. 
Celle-ci  ne  saurait  proceder  seule ;  il  est  aise  de  le  concevoir.  On 
y  decompose  les  figures  (lignes,  surfaces  ou  volumes)  dans  Icurs 
parties  elementaires  qu'on  appelle  infiniment petitesy  et  ce  sont  cc*s 
elements  dont  on  considere  les  proprietes,  soit  pour  les  comparer 
entre  eux,  soit  pour  en  faire  la  sommation.  Or,  de  m^me  quVn 
analyse  le  succ^s,  dans  les  questions  de  cette  nature,  depend  du 
choix  des  variables ,  il  depend  ici  de  la  forme  et  des  proprietes 
des  elements,  c'est-4-dire  de  la  maniere  dont  on  a  decompose  la 
figure  :  c'est  ce  mode  de  decomposition  qui  constitue  la  question 
geonietrique,  et  il  exige  essentiellement  la  connaissance  des  pro- 
prietes de  la  figure ,  et  souvent  des  proprietes  les  plus  intimes  et 
les  plus  cachees  (i).  On  retombe  done  sur  cette  partie  de  la  Geo- 
metric qui  forme  \ Analyse  geomStrique  des  Anciens,  et  qui  doit 
etre  la  base  de  notre  Geometric  superieure. 


( t )  C'est  ce  qui  a  fait  dire  a  Wallis :  «  Cycloidis  aic  in  partes  sua&  reso- 
tt  Ititionem,  secundum  ipsius  Anatomiam  veram,  OBtcndi....  Sic  ego  distri- 
•  buo  semi-cycloidem ,  non  ut  Lanius,  sed  ut  Anatomitta,  in  semi-cir- 
»  culum  et  figuram  arcuum;  quibus  separatim  mcas  methodos  adhibeo.  » 
(Opera  mathematica ;  tonu*  III ,  pages  67/1  el  fi7'>.) 
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Aiosi ,  par  exemple ,  dans  'le  celcbrr*  problome  de  rattractioii 
des  ellipsoides  sur  des  points  exterieiirs,  que  les  mcthodes  fondees 
sur  ie  calcul  ont  ete  pendant  longtemps  impiiissantes  h.  resoudre , 
la  difficulte  geometrique  consistnit  seu lenient  dans  la  derouverte  de 
quelques  proprietes  qui  fissent  connaitre  le  mode  convenable  de 
decomposition  de  Tellipsoide  en  ses  elements  :  ce  sont  oes  pro- 
prietes que  Maclaurin  eut  le  bonheur  de  decouvrir,  du  moins 
pour  certains  eas  de  la  question. 

On  con9oit  done  bien  comment  cette  partie  de  la  Geometrie^ 
qui  se  rapporte  plus  specialement  aux  proprietes  des  figures,  est 
aussi  celle  qui  doW^onduire  aux  calculs  de  leurs  mesures ,  ct  l^on 
comprend  que ,  bien  qu*il  y  ait  lieu  de  distinguer  ces  deux  genres 
de  questions,  elles  n*en  rentrent  pas  moins,  les  unes  et  les  autres, 
dans  le  domaine  d'une  science  uni(|ue  qui  constitue  la  Geometrie 
generale. 

Ces  considerations  montrent  combien  est  incomplete  et  dcnuee 
de  justesse,  cette  definition  qu^on  trouve  dans  quelques  ouvrages, 
savoir,  que  la  Geometrie  est  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesure 
tie  retendue.  On  serait  tente  de  croire  que  cette  definition  nous 
vient  de  quelques  arpenteurs  romains,  si  elle  ne  remonte  pas  aux 
Itgyptiens,  qui,  selon  la  tradition  historique  ou  fabuleuse,  au- 
raient  cree  cette  science  pour  retrouver  Tetendue  primitive  de 
leurs  terres  apres  les  inondations  du  Nil.  Toutcfois,  Torigine  de 
la  distinction  que  nous  venons  d'etablir  se  pent  apercevpir  dans 
Aristote  ,  qui  regarde  les  mathematiques  com  me  ayant  pour  objet 
adequat  Vordre  et  la  proportion,  C'est  aussi  Tidee  de  Descartes; 
et  Ton  n'est  pas  surpris  d'avoir  k  citer,  a  la  suite  de  ces  deux 
grands  philosophes  de  Tantiquite  et  des  temps  modernes,  le  ce- 
lebre  auteur  de  la  doctrine  des  Couples,  que  ses  recherches  sur  la 
tfaeorie  des  nombres  ont  conduit  a  cette  definition  d*un  sens  philo- 
sophique  si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  la  Geometric  des  Anciens,  Tune 
de  ses  plus  magnifiques  applications ,  est  le  grand  Traite  d'Astro- 
nomie  de  Ptolemce,  appele  par  Tauteur  Syntaxe  mathSmatique, 
expression  fort  juste,  que  les  Arabes,  dans  leur  admiration,  ont 
remplacoe  par  celle  A' Almageste  ( le  tres-grand).  On  a  sou  vent 
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cite  dans  ccl  otivrage  les  principcs  et  4es  applications  dela  Trigo- 
nometrie  plane  et  spheriquc;  la  construction  des  cordes  des  arcs 
de  cercle^  qnelques  thcoremes  qui ,  chez  les  Modernes,  ont  fait  la 
Imse  de  la  thcorie  des  transversales ;  la  determination  dii  lieu  des 
stations  des  planetes ,  Tune  des  plus  belles  questions  de  la  Geo- 
metrie  ancienne ,  que  Ptoleinec  attribue  ApoHonius:  inais,  con- 
sidere  sous  un  point  de  vue  plus  general ,  TAlmageste  constrtue , 
dans  son  ensemble ,  la  solution  d^un  grand  probleme  de  Geome- 
tric, a  savoir,  de  reprcsenter,  par  une  combinaison  dc  mouve- 
raents  circulaires  et  de  mouvements  uniforines,  tous  les  pheno- 
menes  du  mouvement  des  COTps  celestes.  Ce  fufll^laton  qui  posa  ce 
principe  des  mouvements  celestes,  adoptc  par  Aristote  et  par  tous 
les  philosophes  grecs,  dont  il  flattait  Tesprit  de  systeme  et  de  gene- 
ralisation. 

L'Astronomie  orientale,  mere  de  TAstronomie  grecque,  semble 
prouver,  par  les  difi'erenccs  cssentielles  qu'elle  presente  avec 
ceile-ci,  que  c'est  ce  grand  probleme  qui  marque  le  veritable  but 
des  efforts  d'Hipparque  et  de  Ptolemee,  et  qui  fait  le  caractcre 
propre  de  leur  astrononiie. 

Les  Tables  du  mouvement  des  astres  que  les  Grecs  ont  dii  rece- 
voir  des  Chaldcens  avec  leurs  observations  de  dix-neuf  siecles  con- 
secutifs,  etaient  fondces,  si  je  ne  m'abuse,  sur  des  expressions 
empiriques  analogues  aux  forniules  qui  ont  ete  longtemps  en 
usage  chez  les  Modernes :  et  quand  Ptolemee  dit  qu'Hipparque  a 
repr^sente  par  nn  epicycle  le  mouvement  du  soleil  et  la  premiere 
inegalite  de  la  lune,  maisqueses  efforts  ont  echoue  k  Tegard  de  la 
seconde  inegalite  et.a  Tegarddes  planetes,  cela  ne  doit  pas  signifier 
qu*il  n'existait  point  de  Tables  du  soleil  avantHipparque,  et  que  cc 
grand  aslronome  n*a  connu  ni  la  loi  numerique  de  Tevection  lu- 
naire,  ni  celle  du  mouvement  des  planetes.  Non  ,  ce  ne  peut  eire 
\h  ce  qu'a  voulu  dire  Ptolemee;  oette interpretation  fait  naitre  trop 
de  didficultes  dans  Thistoire  de  TAstronomie.  Mais  il  a  voulu  dire 
qu^Hipparque  n*avait  fait  que  le&premiers  pas  dans  le  grand  gro- 
bleme  pose  par  Platon  ^  et  que  lui ,  Ptolemee ,  a  surmonte  les  dif  < 
ficultes  geometriques  (pii  avaient  arrete  ses  devanciers  (i). 


ii)  C'esl  cii  ctudiaiU  Pasironomic  indiciinc ,  ou  je  troiivais,  (Pune  part  , 
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Si  \e  principe,  ou  plut6t  le  prejuge  des  Grecs,  sur  les  mouve- 
ments  celestes,  apres  avoir  regne  vingt  si^cles  et  impose  une  loi 
inflexible  k  Gopernic  lui-mdme ,  a  ete  mis  au  neant  par  les  immor- 
tels  travaux  de  Kepler,  le  grand  ouvrage  de  Piolemee  n*en  conserve 
pas  moins  son  interet  au  point  de  vue  gcometrique.  Mais  c*est  nn 
de  ces  ouvrages  d'une  lecture  longue  et  penible ,  dont  il  serait  bien 
utile  qu*on  edt  des  analyses  precises  et  philosophiques,  qui  peut- 
etre  sont  trop  rares  aujourd'hui.  Les  jeunes  geom^tres  prefi&rent 
naturellement  les  recherches  de  decouvertes  aux  recherches  retro- 
spectives; celles-lk  seules  assurent  les  progreset  le  developpement 
de  la  science.  Cependant ,  que  mes  jeunes  auditeurs  de  Tl^cole 
Normale  me  permettent  de  leur  dire,  des  ce  moment,  que,  parmi 
les  ouvrages  du  passe,  il  peut  en  etre  dont  I'appreciation  intelli- 


fles  dillercnces  esaentieiles  avec  rastrononiie  grec<|ue,  que  Poii  ne  sotip^on- 
nait  pas,  et,  d^autre  part,  qiielques  emprunts  faits  h  rastronomie  chaldeenii(>, 
que  j^ai  M  conduit  h  emetlre  Popinion  ,  contrairo  aux  idvn  revues ,  que  )us 
Chaldt'ena  <>nt  eu,  outre  leurs  periodcs  bien  connucs,  des  Tables  astrono- 
¥mques,(y o\r  Comptes  rendus  des  seances  de  V Academic y  l  XXIU,  p.845  85j. ) 
Cest  eclte  opinion  que  j^'ai  reproduUo  ici ,  en  indiquanl  ie  caractore  qui  mc 
paniiasait  distinguer  Pasironomie  cbald^ennc  dc  ct'lledes  Grccs ,  savoir,  que 
dana  la  premiere  la  position  des  planiios  se  doterminait  au  moyen  de  for- 
mules  empiriqoes,  c''est-a-dire  par  des  lois  exprim^  en  numbres  ot  im- 
pliquaftt  les  principales  inegalitiis  de  leurs  mouTements,  (andis  que  Ics 
Grccs  avaient  lout  represenic  par  des  mouvcmenls  efTeclifs  sur  des  cercles- 

Ces  conjectar*;8,  auxquelins  j^ctnis  amen^.  naturellenieni  par  l^exame'n  des 
Tables  Kharismiennes ,  composees  chez  ics  Arabes  au  ix^  si^cle,  dans  le  sys- 
Xhme  aslronomlque  des  Indicns ,  ont  dte ,  depuis  ^  pleincment  justifiees,  si 
jc  ne  in''abn8*' ,  par  la  publication  du  Traite  d'astronomie  de  Thcon  dc  Sinyrnc. 
En  effct,  dans  eel  ouvrage ,  ^dite  dans  son  lexle  grec,  avec  une  traduction 
latine,  par  M.  Tb.  H.  Martin,  doyen  de  la  Faculty  des  Lottres  de  Rennes, 
se  trouve  un  passage  oii  Th^on  dil  que  les  Babyloniens,  les  Clialdeens  et 
les  Egyplicns  avaient  des  Tables  astronomiques,  anterieuremeni  nux  Grccs  ; 
et  que  les  Chaldcens  construisaient  leurs  Tables  par  des  culculs  arithmciti  • 
ques,  el  les  Egypliens  par  des  precedes  graphiques.  {Thronis  Smjrrncei  Pfa- 
tnnici  Liher  de  astronomia  cum  Sereni  /roffmento.  Textum  primus  edidit,  latine 
vertit ,  descripiionihus geometricis ,  dissertalione  et  notis  illuslravitTh.  U  Mar- 
tin, Fncultatis  Litterarum  in  Academia  Rhedonensi  decanus.  Parisiis,  (849; 
in-80.  Voirp.  Q73.) 

M.  Biol  a  fail  mention  de  ce  passafje  curioux  dans  une.  Notice  intercssanU* 
sur  Pouvrape  dp  Tlieon.  (Voir  Journal  ties  Sa^fants ,  annee  i85o.  page  197  ) 

d. 
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gente  les  condiiirait  a  des  travaux  dignes  do  prendre  rang  dans  les 
Tastes  de  la  science. 

J'ose  esperer  qu'on  ne  regardera  pas  comme  une  digression 
etrangere  Hi  mon  sujet,  ces  considerations  sur  I*Almageste  de  Pto- 
lemec,  si  elles  montrent  sous  quel  rapport  cette  belle  composition 
nous  presente  une  oeuVre  de  pure  Geometrie ,  et  surtout  quaod 
nous  aurons  vu  bientot  Tanalogte  qu'elle  nous  offre ,  a  cet  egard, 
avec  le  grand  ouvrage  de  Newton,  qui  est  aussi  une  ceuvre  de 
pure  Geometrie. 

II.  De  la  Geometric  au  moyen  age  et  chez  les  Modernes, 

Dans  I'etat  actuel  de  nos  cpnnaissances  historiques ,  nous  pour- 
rions  passer  rapidement  de  la  Geometrie  des  Grecs  aux  temps  mo- 
dernes.  Toutefois,  nous  devons  payer  un  juste  tribut  de  recon- 
naissance aux  Arabes,  qui,  apres  le  doclin  de  I'ecole  d'Alexandrie, 
et  quand  TOccident  etait  plonge  pour  longtemps  encore  dans  la 
barbaric  et  Tignorance,  ont  recueilli  avec  ardeur  et  intelligence 
les  debris  des  sciences  grecques  et  les  connaissances  orientales, 
qu'ils  nous  ont  transmises  vers  le  xii*^  siecle.  Leurs  ouvrages  ont 
ete  le  modele  de  tons  les  ouvrages  europeens,  depuis  cette  epoque, 
et  longtemps  encore  apres  le  xv^  siecle,  qui  marque  la  renaissance 
des  lettres  et  de  la  civilisation  en  Europe. 

Mais  ce  nVst  pas  toujours  dans  leur  etat  de  purete  et  d'abstrac- 
lion  que  les  Mathematiques  grecques  nous  ont  ete  transmises  par 
les  Arabes.  Ceux-ci  n'avaient  point  recueilli  les  seuls  ouvrages 
grecs;  ilsavaient  piiise  a  un  autre  foyer  de  lumieres,  a  la  source 
orientalc  :  leurs  connaissances  ont  ete  un  melange  des  connais- 
sances grecques  et  des  connaissances  hindoues ,  qui  avaient  leur 
caraclere  particidier.  Les  Grecs  etaient  surtout  geometres  ;  ce  n>st 
que  tres-tard  que  Ton  trouve  cbez  eux  le  Traite  d'Algebre  de 
Diophante.  Leur  Geometric  etait  pure ,  sans  melange  de  calcul ;  et 
leur  gout  pour  cette  partie  fondamentale  des  sciences  mathema- 
tiques se  man  i  Teste  non-seulenient  dans  les  ouvrages  d*Euclidc, 
d*Archimede,  d^Apollonius,  niais  encore,  comme  jePai  ditci-des- 
sus,  dans  leurs  ouvrages  d*astronomie;  car  tout  y  est  gcometrique , 
el  les  Tables  des  mouvemenis  celestes  ne  sont  elles-memes  que 
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Texpression  numcrique  de  constructions  Qcoinetriques.  Chez  \e.s 
Hindous ,  an  conlraire ,  et  chez  les  Persans ,  T Algebre  parait  etre 
la  science  la  plus  cultivee  :  les  theories  algebriques  s^y  troiivent 
dans  une  perfection  surprenante  qui  les  distingue  des  methodes  de 
Diophante;  enfin  le  genie  du  calcul  se  trouve  m^me  dans  leur  Geo- 
raetrie(i),  et  je  crois  pouvoir  dire  aussi  dans  leur  Astrononiie. 
Ia*s  Arabes  ont  recueilli  avec  le  meme  soin  et  la  in6me  aviditr 
toutes  ces  A>nnaissances  d*origine  difTerentc ,  ct  leurs  onvrages  ont 
porte  Fempreinte  de  ces  elements  divers,  qui,  en  roagissant  les 
tinssur  les  antres,  enlevaient  aux  differentes  parties  de  la  science 
leur  purete  naturelle. 

Cest  dans  cet  etat  que  les  Arabes  nous  ont  transtnis  leurs  con- 
naissances  :  aussi  ne  trouve- t-on  pas,  dans  nos  ouv rages  du 
XVI*  siecle ,  la  distinction  que  les  Grecs  avaient  etablie  entre  les 
difPerentes  parties  des  Mathematiques ;  au  contraire,  toutes  sont 
reunies  et  confondues,  pele-mele  pour  ainsi  dire,  dans  1«>  rocmc 
livre  :  PAlgebre  en  est  la  partie  principale,  et  y  fait  une  sorte  d 'in- 
troduction h  la  Geometrie.  Dans  celle-ci,  la  partie  pratique,  que 
les  Grecs  appelaient  la  GSotiesie,  se  trouve  mdlee  aux  Elements , 
et  y  tient  la  plus  grande  place.  Enfin  les  propositions  de  Geome- 
tiie  n'ont  plus  le  caractere  abstrait  de  la  Geometric  grecque;  c^est 
presque  toujours  sur  des  donnees  nunieriques  qu'elles  sont  de> 
mon  trees. 

Que  Ton  ne  croie  pas  que  mes  observations  impliquent  ici  la 
moindre  critique  :  les  Arabes  ont  fait  ce  que ,  dans  leur  brillante 
mais  trop  courte  carriere  scientifique,  on  pouvait  legitimcment 
attendre  d'eux;  et  nous  n'avons  qu'iin  regret  h.  exprimer,  c'est 
que  leurs  ouvrages  ne  nous  soient  encore  connus  que  tres-impar- 
faitement.  Au  xii'  siecle,  ce  sont  les  ouvrages  elenientaires  dans 
chaque  partie,  que  les  traducteurs  nous  ont  transmis:  pinsienrs 
raisons  expliquent  ce  cboix  naturel.  Depuis,  cet  amour  dcsinte- 
resse  des  sciences,  qui  avait  conduit  chez  les  Musulmans  Adelard 
de  Bath  ,  Rodolphe  de  Bruges ,  Gerard  de  Gremone ,  Leonard  tie 
Pise  y  s*est  eteint ,  et  les  Modernes ,  confiants  sans  doute  dans 


^i)  Voir  Apeicu  historiquc ,  elc]  pages  4ifi-4'^" 
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leurs  propres  forces  et  Icurs  grandes  decouverles ,  ont  neglige 
d 'explorer  les  sources  arabes,  bien  qu'oii  put  esperer  d'y  trouver 
tout  k  la  fois  d*utiles  documents  sur  des  ouvrages  grecs  qui  ne  nous 
sont  point  parvenus,  et  sur  les  anciennes  connaissances  orien- 
tales,  telles  que  Tastronomie  indienne  et  chaldeenne,  dont  This- 
toire  est  encore  si  obscure.  II  faut  esperer  que  ces  sources  arab^, 
si  riches  et  aujourd'hui  faciles  k  explorer,  menie  sans  aller  au 
loin ,  ne  tarderont  pas  k  piquer  vivement  la  curiosite  ,^t  a  exciter 
le  zcle  des  erudits  et  des  orientalistes.  Dejk  ce  sujet  de  recherches 
a  fixe  Tattention  de  M.  le  Ministre  de  Tlnstruction  publiquc;  FEu- 
rope  savante  lui  saura  gre  de  cette  sollicitude  eclairee. 

A  Felat  de  confusion  qui  caracterise  les  ouvrages  du  xvi*^  sieclc, 
a  bient6t  succede  une  renovation  gcnerale  des  sciences  mathema- 
tiques,  qui  leur  a  donne  ,  avec  le  caractere  d^abstraction  el  de  ge- 
neraiite  qui  leur  convient,  des  ressources  puissantesdont  les  Grecs 
n'avaient  point  eu  Fidee.  Viele,  Descartes  et  Fermat  sont  les  pre- 
miers et  les  principaux  auteurs  de  cette  grande  revolution, 

L*Alg^bre,  avons-nous  dit,  ctait  fort  cultivee  k  Fimitation  des 
Arabes  :  plusieurs  geometres  italiens,  Scipion  Ferro,  Cardan,  Tar- 
talea,  Ferrari  y  firent  meme  des  progr^s  notables,  en  resolvant 
les  equations  du  troisieme  et  du  quatri^me  degre ;  mais  la  consti- 
tution de  cet  art  le  rendait  peu  susceptible  de  plus  grands  develop- 
pemenls  et  d'applications  bien  importantes.  En  effet,  les  opera- 
tions alors  ne  s'y  faisaient  que  sur  des  nombres ;  Finconnue  seule 
et  ses  puissances  ctaient  representees  par  des  signes  (des  mots  ou 
des  lettres),  conime  dans  Diophante  et  chez  les  Arabes;  on  ne 
figurait  point  d'operations  sur  ces  signes  eux-m^mes  :  le  produit 
de  deux  quantites  exprimees  par  des  lettres  etait  represente  par 
une  troisieme  lettre. 

On  con^oil  que  cet  etat  reslreint  et  d*imperfection  ne  constituait 
pas  la  science  algebrique  de  nos  jours ,  dont  la  puissance  reside 
dans  ces  combinaisons  des  signes  eux-meroes,  qui  suppleent  au 
raisonnement  d'intuition,  etconduisent,  par  une  voie  roysterieuse, 
aux  resultats  desires. 

Ce  fut  Viete  qui  crea  cette  science  des  symboles  et  apprit  a  les 
sonmettre  a  toutes  les  operations  que  Fon  etait  accoutume  d*exe- 
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cutGi*  sui'  d€S  noinbres.  C'cst  cettc  idee  focoudc  qui  a  fait  do  I'Al- 
^ebre  iin  instrument  universci  des  mathcinatiques.  Victe  avail  ap- 
pele  cette  science,  qu'il  creait,  iogistique  sp^ieuse,  ou  calcui 
fles  sjrmbolcs  ( species) ,  par  opposition  k  la  Iogistique  numeriqucy 
et  il  la  regardait  comme  Ttntroduction  a  Vart  analytique  des  An- 
cienSy  c'est-k-dire  a  Tart  de  resoudre  Ics  probl^nies,  milium  non 
pmblema  solvere.  En  effet,  elle  farilitait  mcrveilleusenient  lamise 
en  pratique  de  la  m^thode  analytique  de  Piaton ,  puisqu'elle  ^er- 
incltait  de  faire  indistinctement ,  sur  les  quantitcs  conniies  et  in - 
connues,  les  memes  operations  arithmctiqucs,  ct  d'inlroduirc 
toutesces  quantitcs,  au  meme  titrc,  dans  les  equations  et  dans  Ic 
raisonnement  (i). 

Mais,  par  la  raison  que  cette  algebrc  ou  Iogistique  spccieusc  de  - 
venait  {'instrument  propre  k  la  marche  anafytiqucy  les  gconielrcs 
ont  fini  par  Fappeler  elle- meme  analyse .  Voila  comnicnl  cc  terme 
tfnalyse  a  change  de  sens,  ct  signifie  aujourd^liui  rcniploi  dii 
calcttl  algebrique. 

Par  une  consequence  naturellc ,  et  sans  avoir  cgard  a  la  dis- 
tinction des  deux  methodes  observees  par  les  Grecs,  on  a  appelr 
exchisivementir//iM^.f<?  la  Geomctrie  cultivce  k  la  manierc  des  An  - 
ciens,  fiarce  qu'on  y  raisonne  directement  sur  les  proprictes  des 
figures,  sans  faire  usage  des  notations  et  des  transformations  alge- 
briques. 

Cependant  le  tettne  analyse  s'eroploie  encore,  en  mathema. 
tiques,  dans  un  autre  sens,  qui,  tout  en  se  rattachant,  commo 
Y analyse  de  Viete ,  k  la  signification  primitive  de  ce  mot ,  est  pre- 
cisement  Toppose  de  celte  analyse  moderne  ou  Iogistique  Syr- 
acuse, Je  veux  parler  de  Facception  commune ,  savoir,  que  Vana- 
lyse  est  la  resolution  ou  decomposition  d\ine  chose  en  ses  parties 
clcmentaires  et  constitutives;  operation  qui  implique  un  examen 
attentif  de  la  chose  consideree  en  clle-roeme ,  et  de  toutes  ses  [>ro- 
prielcs  (2). 


(1)  Voir  Comples  rcndus  de  V Academic  des  Scirnccs ,  tome  Ml,.pagC6  741- 
756,  ct  tome  Xlil,  pa(;c8  /^{87  5i4  ct  601-63G;  aniieo  iS^i . 

(3)  (c  Oeai  dans  raUention  que  Fou  fait  a  cc  qu'il  y  a  dc  coniMi  daiia  la 
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Prise  dans  ceUe  acception  generate,  V analyse,  unie  a  la  syn- 
these ,  forme  la  melhode  de  recherche  et  d*invention  dans  toutes 
les  branches  des  connaissances  humaines,  en  mathematiques 
comme  dans  les  sciences  physiques  et  philosophiques. 

Tel  est  le  sens  que  M.  Poinsot,  dont  les  pensees  sont  toujours 
d*une  justesse  et  d'une  lucidite  parfaite ,  attache  au  mot  analyse 
en  mathematiques.  Apres  avoir  dit  que  c^est  improprenient  qu'on 
apiylle  analyse  la  methode  de  pur  calcul ,  ce  celeb  re  geometre 
ajoute :  a  La  vraie  analyse  est  dans  Texamen  attentif  du  pro- 
blcme  resoudre  ,  et  dans  ces  premiers  raisonnements  qn'on  fait 
pour  le  meltre  en  equations.  Transformer  ensuite  ces  equations, 
c'est-i!i-dire  les  combiner  ensemble ,  ou  en  poser  d'autres  evidentcs 
que  Ton  combine  avec  elles ,  n'est  au  fond  que  de  la  synthese;  i 
moins  que  Tidee  de  chaque  transformation  ne  nous  soit  donnee 
par  quelque  vue  nouvelle  de  Tesprit ,  ou  quelque  nouveau  raison- 
nement,  ce  qui  nous  fait  renfrer  dans  la  veritable  0/10/^*^.  Hors 
de  cette  voie  lumineuse,  il  n*y  a  done  plus  iV analyse,  raais  une 
obscure  synthese  de  formules  algebriques  que  Vojipose,  pour  ainsi 
dire «  Tune  sur  Tautre,  et  sans  trop  prevoir  ce  que  pourra  donner 
cette  combinaison.  Voil^  les  idees  nettes  qu*il  faut  attacher  aax 
mots  :  et  cVst  au  fond  ce  que  tout  le  monde  parait  sentir,  puis- 
qu'on  dit  tres-bien  une  heureuse  transformation ,  et  qu'on  ne  dit 
point  un  hcureux  raisonnement,  ni  une  heureuse  analyse  (1).  » 


u  qucsiioii  que  Ton  Tout  resoudre,  quo  consiste  priiictpalement  r^n/r/r^e, 
t>  tout  Part  etant  de  tirer  Jc  cet  exainen  beaucoup  Jo  verit<^s qui  nous  piuKscat 
M.mcner  h.  la  connaissaiice  do  ce  quo  nous  cherchona.  »  (Arnauld,  Logiquc 
de  Port  Boy aL  ) 

(i)  Voir  Theorie  nouvelle  de  la  Rotation  des  corps,  page  111.  On  Ht  en- 
core daos  cet  ouvrage  si  remarquablo  : 

it  . . .  Ce  tk^est  done  point  dans  le  c-alcul  que  reside  cet  art  qui  nous  fait 
*  d^eouvrir;  niais  dans  cette  consideration  atleniivo  des  cbosesj  ou  l^esprit 
M  cherche  avant  tout  &  sVn  faire  une  id^e,  en  essayanl,  par  Pa nal y so /^ro- 
»  prement  diie,  dc  les  decomposer  en  d^autrcs  plus  simples  ,  afin  de  les  revoir 
j»  eusnite  comme  si  oIlQ»etaient  formcos  par  la  reunion  de  ceschoses  sim- 
M  plea  dont  il  a  une  picinc  connaissance.  Ce  nVsl  pas  que  les  choses  soient 
1*  cnmposees  de  cette  nianidre,  mais  c^cst  notre  seulc  maniere  de  Ics  voir,  dc 
»»  nous  en  faire  une  idoc^et  partaiit  do  les  connailic.  Ainsi  noire  vraie  mo.- 
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Gette  mcthode  analytique  est  celle  que  prescrit  Descartes  dans 
plusieurs  passages  de  ses  CM£uvi*es;  comme  quaiid  il  dit :  «  //  fata 
ramener  graditellement  les  propositions  emharrassees  et  obscures  a 
de  plus  simples  y  et  ensaite  partir  dc  1* intuition  de  ces  dcrnieres 
pour  arriwery  par  les  monies  degres,  a  la  connaissance  des  au- 
tres  (i).  » 

Dans  les  ouvrages  des  Anciens,  en  general ,  les  theoremes  sont 
parfaiteraent  distincts,  et  Tenoncc  de  chaciin  precede  sa  demons- 
tration, de  sorte  qu'il  reste  pen  de  traces  de  la  niarche  d'inven- 
tion  que  Fauteur  a  suivie  dans  la  recherche  et  la  decouverte  de  ses 
propositions;  les  fils  qui,  priinitivement ,  ont  uni  ces  differentes 
propositions ,  dansleur  ordre  naturel  de  deduction,  sont  ronipus. 
Cestainsi  que  sont  composes  les  onvrages  d*EucIide,  d'Archimede, 
d'ApolIonius ,  et,  chez  les  Modemes,  le  grand  ouvrage  des  Prin- 
cipes  de  Newton.  Par  cette  raison  ,  on  a  pense  parfois  qu<!  ce  mode 
d^exposition  etait  plus  conforme  ^  Tesprit  de  la  methode  synlhe- 


»  thode  n>sl  que  eel  hcureux  melange  do  Vanalys'  el  de  la  synihksti,  ou  le 
»  calcul  nVst  employ^  que  comme  un  instrument.  Instrument  prfcicux  n 
»  ntee8<aire  sansdaute,  parce  qu^il  assure  el  (acilUu  notro  mnrche;  mais 
u  qui  n".!  par  lui-m^me  aucune  veriu  propre;  qui  ne  dirige  point  I'esprit , 
»  mais  que  Tespril  doit  diriger  comme  lout  aulroinslrumeul.  »  (Pa<je78. 

(i)  Regies  pour  la  dirfclion  de  I'esprit,  R^gle  cinquieme. 

De&cartes  ajoute  a  Penonce  de  cclle  r^glu  dos  developpnmonts  qui  en 
monlrcnt  la  grandc  importmce. 

n  Cest  en  ce  seul  point,  dit-il ,  que  consiste  la  pcrlerlion  do  l»  m(^lhode , 
fi  et  cette  r6gle  doit  6tre  garden  par  celui  qui  veut  enlrer  dans  la  scieocc, 
»  aussi  tidelcmcnt  que  1o  HI  doThe&ie  parcelui  qui  voudrait  penclrcr  dans 
M  le  labyrinthe.  Mais  bcaucou[>  dc  gt'ns  ou  ne  rcflechis&erit  pasacequVlic 
o  cnseigne,  on  Pignorent  compleiement ,  ou  presument  qu^'is  n^en  ont  pas 
»  besoin ;  et  sou  vent  lis  examinent  les  questions  los  plus  difficiles  avec  si 
M  peu  dWdre,  quails  ressemblcnl^  celui  qui  d'un  saui  voudrait  atlcinJre  )o 
»  faited^un  edifice  eleve,  soil  en  negligeant  lesdegrcs  qui  y  conduisent,  soil 
»  en  nes^apcrcevanl  pnsqu'ils  oxistent.  Ainsi  font  tons  ]ebaslr.>Iog  les,  qui , 
u  sans  connattre  la  nature  drs  astres,  sans  mdme  en  avoir  soigncuf^cmcnt 
»  observe  les  mouvcments,  esp^renl  pouvoir  en  de'.ermincr  les  eflels.  Ainsi- 
n  font  bcaucoup  de  gens  qui  ^tudienl  la  mecanique  sans  savoir  la  physique  ^ 
»  et  fabriquent  au  ha&ard  de  nouveaux  moteurs ;  olla  plupait  des  philuso- 
»  phe6,qui,  negligSanl  rexpcricnce,  croicntque  la  veritc  sorlira  de  Icur. 
»  ecrvctiu  comme  Minerve  du  front  do  Jupiter.  » 
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tiqaCf  qiril  la  ronstiliiait  memc ;  et  Ton  en  a  conclu  rccipruque  - 
ment,  qu^tn  ouvrage  ou  les  propositions  sont  exposees  suivant 
I'ordre  des  deductions  radonnelles  qui  y  ont  conduit  Fauteur,  n^e^c 
pus  synt/ietique f  mais  bien  anafytiqu^  (i). 

On  pent  dire  que  l^ouvrage  est  analytique^  en  donnant  \  ce  nioi 
sa  signification  commune;  mais  il  est  essentiellement  synttujtiqtsc 
aussi,  puisque  c'est  par  la  combinaison  de  propositions  dejik  con- 
nues  qu*on  arrive  successivcment  ^  des  propositions  nouvelles. 

L*equivoque  qui  peut  resulter  de  ces  deceptions  diverses  des 
Xcttnes  synthcse  ei  analyse y  en  mathematiqnes ,  cause  souvent  de 
Tembarras  et  do  i^ibscuritc  dans  le  iangage.  II  est  k  regret ter  que 
Texpression  de  iogistique,  employee  si  con venableineni  par  Vietc, 
et  longtemps  aprcs  lui ,  n'ait  pas  cte  conservee. 

II  n'est  nullement  besoin  de  dire  qu^ii  ne  faut  pas  confondre 
y Analyse  geometrique  des  Anciens  avec  la  Geometric  analytiquc 
des  Modernes ;  la  premiere  est  prcciscment  ce  que  Ton  appelle  au- 
jourd*hui  synlhese,  par  opposition  la  la  Geometric  analytiquc. 

Cette  Geometric  analytiquc,  dont  il  nVxiste  point  de  traces  die/ 
les  Anciens  ,  est  la  grande  conception  de  Descartes ;  elle  a  bientot 
change  la  face  des  sciences  matlicmatiques ,  et  pent  ctre  regjnlce 
encore  aujourd'hiii  comme  Tinvention  qui  a  le  plus  contribue  a 
leurs  progres.  C'est  Tart  de  reprcsenter  les  lignes  et  les  surfaces 
courbes  par  des  cfpiations  algebriques;  application  magnifique  dc 
rinstrument  analytique  que  Victe  venait  de  creer,  et  qui  ne  duit 
pas  etre  confondue  avec  le  simple  usage  de  PAlgebre  dans  quel- 
ques  questions  de  Gconictrie. 

Descartes  intitula  simplement  la  Geometric  le  livre  ou  il  exposa 
cette  grande  idee,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clartc  les 
consequences  sans  bornes. 

Dans  le  developpement  de  cette  methode  se  trouvent  plusieurs 
inventions  algebriques,  tcUes  que  la  mctliode  si  feconde  des  coef- 
ficients indetermines ,  et  cette  cclebre  regie  des  signes  dc  Descartes^ 
ainsi  qu*on  Tappelle.  Dans  les  inventions  geometriques ,  on  dis- 


(l)  Crouzab  :  «  On  a  doiiiic  Ic  nom  dc  methode  analjli^uc  u  ccllc  qui  suit, 
«  en  enscignanl,  Tordrc  mcmcdc  rinvention;  cl  la  methode  opposee  a  rc(;iv 
»  cchii  dc  aynthctiquc.  * 
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tingue  1#  probleme  de  mener  les  tangentes  a  toutes  les  courbes 
geometriqnes.  Les  Anciens  n'avaient  mene  les  tangentes  qu*a  quel- 
ques  conrbes,  et,  pour  chacune,  par  des  considerations  particu- 
lieres  qui  ne  poavaient  faire  nidtre  Tidee  d^une  solution  generate 
applicable  It  toutes  les  courbes.  Descartes  donna,  de  deux  ma- 
nieres,  cetle  solution  generate,  dn  moins  pour  les  courbes  qu'il 
considerait  danssa  Geometrie,  celles  qn*on  appelle  indistinctement 
courbes  gdometriques  on  alg^briques, 

Les  tangentes  forment  Telement  dont  la  connaissance  est  le  plus 
indispensable  dans  la  theorie  des  courbes,  et  celui  qui  devaitcon- 
duire  au  calcul  infinitesimal.  Aussi  Descartes,  inspire  parson  sens 
profondenient  mathematique,  dit,  dans  un  passage  de  ses  Let- 
tres  ,  que  c^est  le  probleme  •  qu*il  a  le  plus  desire  de  connaitre.  v 

Oo  sait  que  la  Geometrie,  le  Traite  d(fs  meteores  et  la  Dioptn'qur 
parurent  ensemble ,  en  1687,  a  la  suite  du  Discours  de  la  Me- 
thode^  et  com  me  simples  essais  des  regies  que  le  grand  philosophc 
venait  de  donner  pour  la  recherche  de  la  verite. 

Dans  le  meme  temps,  Fermat,  Tun  des  plus  puissants  genies 
que  nous  presente  Thistoire  des  productions  de  Tesprit  humain , 
r^lut  ausM  te  probleme  general  des  tangentes.  Sa  solution,  dont 
le  principe  s'etend  aux  courbes  m^caniques  ou  transcendantes , 
oomroe  aux  courbes  geom^triques  de  Descartes ,  reposait  sur  des 
considerations  originates  qui  impltquaient  le  calcul  de  Tinfiniy  et 
que  les  geometres  les  plus  iliustres,  d'Alembert,  Lagrange,  Laplace, 
Fourier  (i),  ontregardees  commela  veritable  origine  des  methodes 
infinitesimales ,  qui ,  un  demi-siecle  plus  tard ,  dans  les  mains  dc 
Leibnitz  et  de  Newton ,  ont  complete  la  grande  oeuvre  de  Des- 
cartes (2). 


(i)  Voir  Aftercu  hislorique,  f»agc  (  3. 

On  peut  dire  que  Leibnitz  lui-m^me  n^eiit  point  contrcdit  cc  jugc- 
meot;  car  on  lit,  dans  une  de  ^es  Lettres  a  Waliis,  ce  passajje  ou  respire  la 
sincerite  qui  convenait  a  son  grand  esprit,  ii  sa  noble  intelligence:  Quod 
calculum  dtfferentialem  auinet ;  faieor  multa  ei  esse  eommunia  cum  its  quce 
vl  Tibi  ei  Fekhatio  aliisque ,  imo  jam  ipsi  Archimedi  crant  explorata;  for- 
tasse  tamen  res  muUo  Ivngius  nunc  provecia  est,  ut  jam  ejjici  possini  quai 
anlea  cliam  swnmis  GeomcWis  clausa  vuiebantur,  Hugvnio  ipso  id  agnos" 
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Ferinat  cultiva  aiissi  V analyse  geometrique,  et  laisISm,  enti*e 
aiilres,  un  llvre  des  Lieux  plans,  k  Tinstar  d'Apollonius ;  im 
Traite  du  Contact  des  spheres;  une  courte  Notice  sur  les  Porismes, 
dont  ii  promettait  de  retablir  la  doctrine.  Malheureusement,  Fer- 
mat  se  bornait  u  commttniquer  a  ses  amis  ses  decoiivertes ,  sans 
vouloir  les  publier,  et  elles  ne  nous  sont  point  toutes  parvenues. 
Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  parler  de  ses  admirables  recherches  sur 
la  theorie  des  nombres,  qui  ont  occupe  depuis  les  plus  grands 
geometres. 

Roberval ,  le  rival  de  Descartes  et  I'emule  de  Fermat  en  plu- 
sieurs  points ,  donna  aussi  une  methode  generale  des  tangentes , 
fondce  sur  la  composition  des  mouvenients ;  principe  excellent , 
mats  dont  Tapplication  n'etait  point  aussi  commune  que  celle  des 
methodes  de  Descartes  et  de  Fermat ,  parce  que  la  maniere  tlont 
on  considere,  en  general,  la  generation  des  courbes  ne  s'y  pretait 
pas.  Roberval  donna ,  sous  le  titre  de  Traite  dts  Jnclivisihlesy  une 
methode  generale  pour  le  calcul  des  grandeurs  curvilignes,  la 
determination  des  centres  de  gravite ,  etc . ;  methode  qu*il  dit  avoir 
puisee  dans  une  lecture  attentive  desoeuvres  d'Archimede,  et  qui 
etait  un  acheminement  naturel  vers  les  nouveaux  calculs.  Car,^  il 
faut  le  remarquer,  la  metaphysique  de  ces  methodes  de  transi- 
tion etait  la  meme  que  dans  les  methodes  infmitcsimales  propre- 
ment  dites;  le  grand  avantage  de  celles-ci  fut  dans  Talgorithme 
imagine  par  Leibnitz.  Roberval  uyanl  tarde  k  publier  sa  methode, 
dont  il  faisait  usage  en  secret ,  dans  les  luttes  difHciles  et  passion- 


ccnie  —  Wallis  lui  rcpond  :  Quod  tuus  Calculus  differential  is  niulia 
hnbel  cum  aliorum  sensis  communia ,  etiam  ipsius  Archimedis ;  lu  [pro  candorc 
tuo)  libcrc  prvjileris :  non  t'imen  est  inde  minus  astimandus.  Nam  nmlta 
sunt,  quorum  pt  ima  fundamenta  Juerint  Veter  thus  non  ignota ;  ita  tamen  in- 
tricata  et  di^icul  la  lis  plena ,  ut  sinl  ea  {nostra  cetal^)  reddila  multo  diluci- 
diora  el  usibus  aptiora  (**;. 

(*}>VaUl8;  Opera  n  aihemaitca  i  lome  Ul,  page  69j.  On  yoU,  par  oes  paroles,  qoe 
Leibnitz  reconna^ssalt ,  avec  uno  noble  »inc6rlto,  ce  qu'll  poavatt  devoir  a  ses  dcTanclers 
et  a  set  conlemporains ,  de  mdino  qu'il  avail  su  a  Haygeus  et  a  Newlon  d'aToir  rile  sei> 
propres  d^conrertes,  ainsi  qn'll  le  rappelle  lul-m^me  dans  an  autre  passage  do  yes  (Xvuvro^. 
en  4jotttant  oelte  r^nexlon  :  Tin  tf  lanto  quixqw  e.*i  docoina  eneW'tuiur^  luntu  plu^  %in. 
t-eritiilis  alqiie  hutnamlnlis  o^ietuiit.  ( Lelboitii  Opera  amniu  i  lome  V,  pase  89.) 

»  *•)  Wallis;  Opera  ,  fic.  tome  III,  page  fiM 
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nees  oA  it  se  trouvaic  engage,  se  laissa  devancer  par  Cavalieri,  dont 
la  M4thode  des  Indivisibles  eut  une  grande  ceiebrite  et  d'illustres 
sectatciirs,  Pascal,  Torricelli,  Schoolen,  etc. 

On  a  de  CavaHeri  divers  autres  ouvrages,  notamment  sesExer- 
citationes  geometricce y  en  six  livres,  dont  le  dernier  contient  de 
nombrenses  questions  sur  cette  autre  partie  de  la  Georoetrie ,  que 
nous  avons  appelee  V Analyse  geom^trique  des  Anciens. 

Pascal ,  dont  le  genie  geometrique  est  proverbial ,  enrichit ,  dans 
sa  trop  courte  carriere ,  toutes  les  parties  des  mathematiques.  La 
penetration  avec  laquelle  il  appliqua  la  inethode  des  indivisibles 
aux  questions  les  plus  difficiles,  le  fit  toucher  de  pres  au  calcul 
integral.  II  sut  decouvnr  de  nombreuses  proprietes  de  la  cy- 
cloIde>  cette  courbe  merveilleuse  qui  occitpait  alors  tons  les  es- 
prits. 

Sa  superioritc  ne  ful  pas  niotndre  dans  cette  autre  partie  qn'on 
poiirrait  appeler  la  GSom^trie  d'Apollonitis,  La  generalite  de  vues 
qu'il  y  apportait  ne'  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions 
analytiques  de  Victe  et  de  Descartes ,  dont  il  n'eut  pas  besoin  de  se 
servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien 
restreintes  sur  cette  partie  de  ses  travaux. 

Le  plus  important,  celui  qui  du  moins  a  eu  le  plus  de  reteniis- 
seinent,  fut  son  Traite  des  Coniques^  dans  lequel  il  avait  suivi  une 
methode  nouvelle,  d'une  facilitc  el  (Pune  fecondite  alors  incon- 
nues,  et  telles ,  comine  nous  Tapprend  le  P.  Mersenne ,  qu'un  setil 
theorenie  se  prctait<'i  quatre  cents  coroUaires. 

Get  ouvrage  el  ceux  de  Desargues ,  qui  I'ont  precede  de  trcs-peu 
de  temps,  donnaient  a  I'Analyse  geometrique  des  Anciens  une 
marche  plus  rapide  et  plus  hardie;  ils  marquent  Forigine  d'une 
parlie  de  nos  mcthodes  du  xix*  si^cle  :  je  vais  done  m'y  arroter 
quelques  instants. 

Les  Anciens  avaienl  considcrc  les  sections  coniques  dans  le  cone, 
ou  dans  le  solide  y  suivanc  leur  expression;  c'est-u-diie  qu'ils 
avaier.l  connu  ces  courbes  en  coupanl  pur  un  plan  un  c6ne  «\ 
base  circulaire.  Des  proprietes  du  cercle  qui  forme  cette  base,  ils 
avaienl  ronchi  une  propriele  des  secfions  coniques,  savoir,  que 
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I'ordonnce  est  inoyenne  proporttonnelle  entre  l*absct8se  comptee 
partir  d*un  somroet  de  la  courbe  et  Tordonnee  d'une  certaine 
droite  fixe  menee  pkr  Tautre  sommet.  De  cette  relation,  peu 
differente  de  celle  que  nous  appelons,  en  Geometrie  analytique, 
V Equation  de  la  courbe,  ils  deduisaient ,  par  la  seule  force  dii  rai- 
sonnement,  les  proprietes  des  sections  coniques,  sans  se  servir 
davantage  du  c6ne  dans  lequel  ils  avaient  d'abord  considere  ces 
courbes. 

Desargues,  geom^tre  actif  et  penetrant,  qui  cultivait  tontes  les 
parties  des  sciences  et  y  apportait  un  esprit  de  generalisation  rare , 
con^ut  ridee  d^appliquer  aux  coniques  les  proprietes  memes  du 
cercle  qui  servait  de  base  au  cone ,  et  de  simplifier  par  \k  la  re- 
cherche et  la  demonstration  de  ces  proprietes,  souvent  penible 
dans  I'ouvrage  d'ApoUonius.  II  reconnut  aussi  que ,  par  ce  moyen , 
les  demonstrations  relatives  k  Tune  des  trots  courbes  s^appliquent 
d*elles-m^mes  aux  deux  autres,  malgrc  leurs  difTerences  de  figu- 
res :  idee  profondc  et  heurense ,  car  les  Anciens  distinguaient  cs- 
scntiellcment  les  trois  courbes,  et  employaient  des  demonstrations 
differentes.  Enfinil  decouvrit,  entre  autrcs,  une  belle  et  feconde 
|)ropriete  de  ces  courbes,  celle  qu'il  appela  Involution  de  six  points, 
proposition  susceptible  de  prendre  un  grand  developpement  dans 
certaines  theories  de  la  Geometrie  moderne. 

C*est  la  methode  de  Desargues  que  Pascal  a  suivie  dans  plnsieurs 
de  ses  recherches,  notamment  dans  son  Traits  des  Coniques.  II  ne 
nous  est  parvenu,  de  ce  celebre  Traite,  qu'une  notice  tres-suc- 
cincte  de  Leibnitz,  qui  nous  fait  connaitre  les  titres  des  six  par- 
ties qui  le  composaient.  Mais  cet  out  rage  avait  ete  precede  d'un 
premier  jet ,  sous  le  titre  iVEssai  pour  les  Coniques,  qui  fait  partie 
des  deux  volumes  consacres,  dans  Tedition  de  Bossut,  aux  recher- 
ches mathematiques  de  Pascal.  Cest  dans  cet  Essai  que  se  trouve 
le  fameux  theoreme  sur  Thexagone  inscrit ,  que  Pascal  appelait 
hexagrammc  mystique.  Ce  theoreme  cx prime  unepropriete  simple 
et  fort  belle  de  six  points  qnelconques  pns  sur  une  conique. 
Cinq  points  sufHsent  pour  determiner  la  courbe  :  on  con^oit  des 
lors  que  cette  propriete,  relative  a  un  sixieme  point,  servait  a 
flecrire  la  courbe,  et  la  definissait  comph'Hement ;  qu'elle  devait 
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done  avoir  des  consequences  innombrables  coinine  Vequation  dans 
Itf  systeine  do  Descartes. 

Dans  cet  opuscule ,  Pascal  reconnait  ce  quUl  doit  k  Desargues ; 
il  dit ,  an  sujet  du  theoreme  da  I'involuiion  de  six  points  :  «  Nous 
»  d^fhoDtrerons  la  propriete  suivante ,  dont  le  premier  inventeur 
»  est  M.  Desargues,  Lyonnais,  un  des  grands  esprits  de  ce  temps , 
»  et  des  plus  verses  aux  mathematiqueS ,  et  entre  autres  aux  coni- 
»  qiies,  dont  les  «k;rits  sur  cette  matiere,  quoiquc  en  petit  nom- 
n  bre,  en  ont  donne  un  ample  temoignage  a  ceux  qui  auront 
9  voulu  en  recevoir  rintelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois 
«  le  pen  quej'ai  trouvesur  cette  maKere,  k  sesecrits,  et  que  j'ai 
»  tdchc  d'imiter,  autimt  quHl  m'a  ete  possible,  sa  merhode  sur  ce 
»  sujet. ...  La  propriete  merveilleuse  dont  est  question  est 
«>  telle  » 

Desargues  ne  se  borna  pas  aux  speculations  des  mathematiqucs 
pures;  il  traita  de  leurs  applications  aux  arts.  II  ecrivit  sur  la  per- 
spective ,  la  gnomonique  et  la  coupe  des  pierres;  ct ,  en  apportant 
dans  toutes  ces  parties  la  m^me  superiorite  de  vues  et  les  memes 
principes  de  generalisation,  il  les  traita  par  des  methodes  rigou- 
i*euses  et  mathematiques.  C*etait  une  innovation  veritable;  car 
une  partie  des  regies  ou  des  pratiques  que  Ton  suivait  dans  ces 
arts,  etaient  sans  base  reelle  et  sou  vent  fiiutives  :  aussi  Desargues 
cut  de  nombreux  detracteurs;  la  routine  et  Tignorance  disputerent 
le  terrain  pie<l  a  pied,  et  il  fut  enjoint  au  celebre  graveur  Bosse  de 
cesser  d'enseigner  les  pratiques  de  la  perspective  du  sieur  Desar- 
gues, dans  ses  le9ons  a  T  Academie  de  peinture.  Pour  la  coupe  des 
[nerres ,  Desargues  ofTrit  de  defendre  la  bonte  de  ses  methodes 
centre  les  attaques  de  Tarchitecte  Gurabelle ,  par  un  pari  de  cent 
mille  livres  :  le  defi  fut  accepte  pour  cent  pistoles;  mais  il  n'eut 
pas  de  suite,  paroe  qu'on  ne  put  s'entendre  sur  le  choix  des  juges 
du  debat.  «  Desargues,  nous apprend  Gurabelle,  voulaits'en  rap- 
»  porter  au  dire  d'excellents  georaetres,  et  autres  personnes  sa- 
»  vantes  et  desinteressees ,  et,  en  tant  qu^il  serait  de  besoin  aussi , 
■  des  jures-macons  de  Paris,  o  «  Ce  qui  fait  voir  evidemment, 
»  ajoute  Gurabelle,  que  ledit  Desargues  n^a  aucunc  veritc  k  de- 
1*  duire  qui  soit  soutenabir,  piiisqu^il  ne  veut  pas  des  vrais  ex- 
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»  perts  pour  les  malieres  en  coniestc ;  il  ne  deinande  c|iie  des  gens 
»  de  sa  cabale ,  comme  des  purs  Geometres ,  lesquels  n'ont  ja- 
«  iiiaift  eu  ancune  experience  des  regies  des  pratiques  en  ques- 
w  tion ,  et  notamment  de'la  coupe  des  pierres  en  rarchitccture 
»  qui  est  la  plus  grande  partie  des  oeuvres  de  question ,  el!*par- 
»  tant  ils  ne  peuvent  pa rier  des  subjections  que  les  divers  cas  en- 
»  seignenl. ...»  • 

J*ai  cite  ces  details,  que  j'cxtrais  d\ine  brochure  rare  et  peu 
connue,  de  Gurabelle,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faireap- 
precier  quel  ctaltTctat  des  arts  de  construction  il  y  a  deux  siecles, 
et  qu'ils  prouvent  bien  que  ce  fut  Desar,;ues  qui  eut  le  ni«irite 
d^introduire,  notamment  dans  la  coupe  des  pierres,  les  principes 
rigoureux  de  la  Geometric,  a  la  place  des  pratiques  empiriqncs 
qu^on  y  suivait  alors. 

Desargues ,  malgre  divers  passages  des  Lettres  de  Descartes  ct 
de  Ferniat,  qui  s*accordent  a  le  montrer  comme  un  geomctre  d*un 
merite  rare(i),  a  ete  fort  neglige  par  les  biographes  et  les  histo- 
riens  des  ]\lathematiques.  M.  Poocelet,  en  signalant,  le  premier, 
Tesprit  generalise t'eur  qui  domine  dans  toutes  ses  reclicrches,  et 
les  services  dont  los  methodes  de  la  Geometrie  moderne  et  les  arts 
de  construction  lui  sont  redevables ,  Ta  appele  le  Monge  de  son 
sie(!le  (2).  Nous  partageons  pleinement  Topinion  de  ce  juge  si 
competent  (3). 


.1)  \'(>ir  Apcrca  histoiique,  etc.,  pages  71  88  et  33 1-334. 

•^•1)  Traite  drs  PropricL^s  ftrojcctivps  des  Jignra,  Introduction,  p.  xxxviii. 

(3;  LVcrii  d«  Ciirabolle,  dont  nous  avons  cxlrait  quelques  details  ci - 
dcssus,  est  intitule:  Foiblasi'.  pilojruhle  du  G.  Desargues  employre  conire 
I  Examenjait  de  sesauvres;  pari.  (<urabelle.  Imprimo  k  Paris,  ce  16  juinin'l  I ; 
9  pa{re8  in-.'fO. 

(let  ocrit  laisait  suite,  comme  le  litre  Tindiquc,  a  une  publication  dii 
incme  Curabulle  ,  inlilulue  :  Examni  des  CEuvres  du  Desargues,  p.ir 
I.  <'ur.ibclle  A  Paris,  irt/j/j ;  81  p  r  es  in-/|";  lequid  Eiamen  se  rapporle  aux 
ecriisde  Desargues  sur  In  coupe  |  i<'rTC8,Ia  perspective  et  Ins  quadrants. 
L^auteur,  quoique  juge  pou  competent  on  f'ail'de  questions  mathtinaiiques, 
ne  manquait  pas  cependant  d'instruction  h.  d^autres  egards. 

Un  exanten  critique  du  livre  des  quadrants  avail  deja  paru  en  1G41.  L^au- 
!rur,  pratirion  .  probahloment ,  coniiiie  (lurahelle,  rompai*e  Desargues  b  res 


BISCOLRS.  LXV 

Je  stlis  oblige  lie  passer  ici  sous  silence  les  travail  x  de  div.ers 
geom^tres  qui  tiennent  one  place  distinguee  dans  Thistoire  de  la 
science ;  car  ce  xvii*  siecle  a  ete  peut-^tre  le  plus  fecond  en  ma  the- 
maticiens,  et,  bien  que  T Analyse  de  Viete  et  la  Geometrie  de  Des-  ' 
cartes  aient  enleve  de  nombreux  disciples  aux  anciennes  niethodes, 
ee  sieele  marque  uiie  epoque  des  plus  gForiciises^pour  cette  partie 
meme  des  Matheroatiqoes. 

li  me  sufBra  de  citer  Kepler,  Huygens  et  Newton ,  dont  les  tra- 
yaax  admirables  ont  eleve  le  plus  b^l  edifice  donts*honore  Tesprit 
hymain. 

Kepler  donna  une  extension  considerable  aux  belles  specula- 
tions d^Architpede ,  en  calculant  les  volumesi  d^un  grand  nombre 
de  solides  dont  les  sphero'ides  et  les  conoides  du  geometre  grec 
n'etaient  que  des  cas  particuliers  Sa  methode ,  fondee  sur  I'idec 
de  rinfini,  ouvrait  yn  nouveau  cKamp  de  recherches,  et  conduisit 
bient6t  k  celle  des  indivisibles.  • 
•  Ayec  les  seules  ressources  inathcmatiques  dont  se  servait  Plole- 
mee,  et  k  force  de  meditations  et  de  calculs  longtemps  infructueux, 
Kepler  parvint  k  la*connaissance  des  veritables  lois  dii  inouvement 
des  corps  celestes  decouvertes sublimes  qui  inspirent  pour  le  genie 
de  I'auteur  une  admiration  egale  a  Tetendue  de  leurs  consequences. 

Huygens ,  quoiqu'ii  sM  k  fond  la  methode  de  Descartes ,  resla 
fidele  k  celle  des  /Vnt*!^"^}  son  genie  sut  triompher  des  plus 
grandes  difficultes,  et,  parfois  meme,  de  celles  que  Leibnitz  et 
Jacques  Bernoulli  avaient  pu  croire  ^tre  reservees  aux  methodes 
infinitesimales. 

Aussi  Newton ,  qui  lui  donnait  le  surnom  de  grand,  le  procla- 
mait  «  le  plus  excdl^t  imitateur  des  Anciens,  admirables,  suivant 

«  demi- savants ,  provinciaux,  'contemplatifs ,  non  praliciens  et  peu  communi- 
n  cables.  » 

Si  Tcm  considire ,  qu'au  contraire,  Descartes,  Format,  Pascal  s^accor- 
daient  &  tcgardcr  Desargues  eoinnie  iin  goometre  d\in  esprit  original  c-td^uri 
vrai  merifle,  et  qu'aujoiird^hui  -la  valeur  des  pratiques  que  lui  indiquait  )a 
Tniie  th^rie  est  iocontest^,  on  comprendra  jasqu^a  quel  point  peuvent 
diffcrer  dana  leurs  jugemeiits  sur  le»  choses  qui  tiennent  &  la  science,  ceux 
qui  Tont  etudiee  au  pofnt  de  vue  de  sos  applications  pratiques,  et  ccux  qui 
la  ciiUivcnl  et  cn  ont  une  connaissance  approfondie. 
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' »  lui ,  par  leur  gour  et  par  la  forme  de.  leurs  demonstrations.  » 
Le  sentiiAent  de  Leibnhx ,  expriilie  dans  plusieurs  passages  de  ses 
oeuvres  ,  n'est  pas  moins  expHcite.  Qu*ii  nous  suffise  de  citer^ces 
-  simples  paroles  :  Hugenhis  ntfili  Mathematicorum  nostri  stecuii 
secandus. .  . . 

Nous  ne  rappeHerons  pas  ici  tons  les  resultats  imporrantsqu*on 
doit  4  la  sa{;acitc  d*Hnygens;  ils  s'etendent  sur  toutes  les  parties 
des  Malhematiqiies  et  sur  les  sciences  naturelles  qui  en  dependent : 
la  Physique ,  TAstronomie ,  la  M^niqoe.  Bornons-nous  k  rap- 
peler  que ,  dans  le  seul  Traite  tie  Horologim  oscilUttorio,  compqse 
par  Huygens  quand  il  re^dait  en  France ,  se  trouvent  cette  theo* 
rie  des  deyeloppees^  I'nne  des  plus  belles  decouvertes  de  la  Geo- 
m.etne  ntodeme ,  et  les  Ipis  de  la  force  centrifuge ,  deux  choses 
dont  la  copnaissance  etait  necessaire^  Newton  pour  entrepreodre 
son  grand  ouvrage  des  Prindf^es  mathemaiiqaes  de  la  philosophie 
.naturelle.  • 

Cest  datis  ce  livre  imperissable  que  Newton  a  pose  le  principe 
do  la  gravitation  universelle,  qui  comprend,  dans  ses  conse- 
quences, les  lois  de  Kepler  et  toute  la'djnamique  des  .corps  ce- 
lestes. 

'  Toutefois,  quelque  eclat  que  cette  grande  decouverte  ait  repandu 
dans  in  monde  sur  le  nom  de  Newton ,  ce  n'est  pas  cette  decou- 
verte elle^meme  que  les  geometres  ont  le  plus  adroiree,  et  qui 
atteste  le  plus  le  genie  mathematique  de  Tauteur.  L'idec  d^une  at- 
traction mutuelle  des  corps  etait  alors  dans  tous  lesesprits ;  Kepler, 
Bacon,  Fermat,  Roberval,  Hevelius*,  Hook,  Tavaient  emise  et 
en  avaient  entreVu  les  consequences.  La  loi  relative  aux  distances 
etait  inconnue,  il  est  vrai,  et  fut  la  premiere  d^ouverte  de  Newton; 
mais  elle  lie  pouvait  rester  longterops  cachee.  Aussi  y  ce  qu*il  y  a 
de  plus  digne  d*admiration  dans  Newton  ,  et  ce  qui  eut  pu  i*esli*r 
longtenipsa  faire  dans  d'autres  mains,  cesont  les  developpeinenu 
mathematiques  qu*ii  a  su  donner  a  ce  principe ,  pour  en  tirer  la 
connaissance  des  lojs  dynamiques  et  geometriques  du  mouvenit  nt 
des  corps  celestes ;  son  plus  beau  titre  de  gloire ,  cW  d^avoir  el(>vp 
ce  beau  monument  de  so'n  genie,  par  les  ntf^thodex  rt  nvec  /rx 
%eules  ressotnrrs  dc  la  Geomeirte  des  Jnciens. 
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Ptolemee,  avons*iiou$  dit,  avait  -fonde  un^  theorie  astrono- 
mique  sor  le  priocipe.  unique  de  mouvements  circnlaires  et  uni- 
formes y  mais  sans  fkire  acception  des  causes  de.ces  mouvements 
oa  deft  forces  qui  les  produisent.  •  • 

L'ouvrage  de  Newton  etait  fonde  aussi  sur-un  ppncipe  unique , 
mais  oe  principe  etait  vrai  et  fecond ;  it  comprenait  ^ont.  Les  con- 
sequences qu'il  s'agissait  d'en  tirer  embrassaient  et  les  mouvements 
des  corps  celestes ,  et  les  forces 'qui  les  animent. 
'  Toutefois  y  le  livre  de  Newton  et  TAlmageste  ont  quelqne  chose 
de  oommun  :  -c'est  la  methode ,  qui  est  la  mdme  daus  les  deux  ou- 
vrages^  car  Newton ,  malgre  ses  brillantes  decouvertes  dans  ^es 
nouveaux  calculs,  avait  conserve  -une  telle  estiqie  pour  la  Geome- 
tric des  Anciens ,  qu*il  lasuivit  dans  tout  le  cours  de  son  grand  pu- 
vrage,  oppoaa^t  atnsi  aux  fnturs  incredules  des  preuves  incon- 
testables  des  ressources  que  cette  Geometric*  pouvait  offrir  dans 
les  speculations  les  plus  relevees.  On  pent  croire  que  Newton  eut 
craint  de  rester  au-dessous  d'Huygens ,  dont  il  adn)irait  tant  le 
genie  geometrique  ,  s*il  n'eiit  pas  montre  qu*il  sarvait ,  comme  lui , 
se  servir  de  cette  methode  naturelle  el  lumineuse  des  Mathi^ma- 
tjques  anciennes  ( I ) . 

Non-seulement  le  livre  des  Primcipes  atteste  tqute  Testime  de 
Newton  pour  cette  m^ode  ,  mais  I'illustre  'auteur  qe  negligeait 
aucitne  occasion  de  manifester  a  ce  sujet  ses  sentiments.  Pember- 
ton  y  qui  vecut  dans  son  intiniite ,  nous  rapperte  qu'il  se  reprochait 
de  n'avoir  point  eqcore  assez  cultive  cette. Geometrie  de  Tecole 
grecque ;  qu'il  apprduvait  Tentreprise  de  Hugue  de  Omerique  de 
retablir  X^sicxetixx^  analyse ^  et-qu'on  Tentendait  souTent  faire  de 
grands  eloges  du  Traite  De  sectione  rationis^  qui,  suivant  lui, 
developpait  mieux  la  nature  de  cette  analyse  qu'aucun  autre 
ouvrage  de  I'antiquite. 

On  ne  pent  parler  du  goul  de  Newton  pour  la  Geometrie  des 
Andens ,  sans  qoromer  aussitdt  Ualley  et  Madaurin ,  promoteurs 
eminents  de  ces  belles  method€s».  Hatley,  qui  joignait  k  la  science 


(i)  Cette  reflexion  a  et^  faite  par  M.  le  baron  Maurice,  dans  une  excel-, 
lent*  Notice sui'  la  vie  et  les  travaux  d^fiuygens. 
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et  k  rhabilete  du  {^rand  astronome  line  erudition  profunde  el  la 
connaissance  des  raathematiques  anciennes.,  contribua  puissam- 
ment^  en  repandre  le  gotlkt  et  k  en  montrer  Tusage,  par  la  repro- 
duction, dans  de  magnifiques  editions  grecques  et  latines,  des 
GUV  rages  ancieo's,  et  parses  propres  travaux. 

II  siiffit,  pour  apprecier  IVnthousiasmeque  lui  inspirait  la  beaiite 
tie  ces  methodes ,  et  la  foi'  qa'il  avail  dans  leur  puissance  et  lenr 
utilite ,  de  se  souvenir'qne  son  desir  ardent  de  connaitre  le  Traite 
de  la  Section  de  raison,  qu*i1  venait  de'decouvrir  dans  1^  manir- 
scrits  de  la  bibliotlieque  Bodleienne,  le  porta  aussit6t,  malgre  ses 
grandes  occupations  astronomiques ,  a  etudier  Tarabe  pour  tra> 
duire  et  commenter  bient6t  le  Hvre  precieux^qui  lui  a  dd  le  jour 
chqz  les  Modernes.  C'est  aussi  apr^s  une  revision  sur  un  texte 
licbren  qu'il  donna  une  nouvelle  edition  des  Spheriques  de 
Menelans. 

Les.  recherches  originates  du  grand  a^ronome ;  sa  methode  pour 
calculer  les  elements  paraboliques  des  coinctcs ,  methode  dont 
I*heurcux  usage  lui  permit  de  predire,  pour  la  premiere  fois,  Ic 
retour  d*un  de  oes  astres  errancs,  et  de  les  rattacher,  comme  les 
plancteSy  k  notre  systeme  solaire ;  le  procede  qu'il  indiqua  pour 
faire  servir  les  passages  de  Venns  A  une  determination  de  la  paral* 
la^  du  soleil,  plus  exacte  et  plus  sure  quecelles  qu^on  avait  obte- 
nues  jusqu'alor$;  ces  recherches,  dis-je,  offrent,  ainsi  que  le 
grand  ouvrage  de  Nei^ton ,  la  preuve  manifeste  des  ressources  que 
renferment  les  methodes  de  la  pure  Geomelrie.  Elles  demontrent 
Terreur  oii  Ton  est  tombe  quand  ,  Timagination  remplie  des  mer- 
veilleux  resultats  d^  Fanalyse  dans'ses  premiers  developpements , 
on  a  pense  que  ces  methodes  avaient  peu  de  portee,  et  qu*clles 
n^avaient  plus  de.valeur  que  comme  aliment  of  Pert  a  la  curiosity  et 
a  Pespril  inquiet  de  Tantiquairc  et  de  Terudit.  Nos  speculations 
actuelles  scraient-elles  d'un  ordre  plus  releve  que  celles  de  Kepler, 
de  Huygens ,  de  Newton,  de  Halley?  Personne  ne  ledira.  II  fant 
done  croireque  la  Geometric ,  consideree  dans  ses  developpements 
<'t  ses  applications ,  sera,  dans  tons  les  temps,  un  noble  et  utile 
I'xercice  de  Fespnl- 

Ah!  rombicn  est  juste  cetlr  rrlloxion  d'un  homm<'  rminent , 


tlonl  Ics  laleats  unt  su  faire  servir  tout  a  ia  ibis  les  amies  et  Ics 
sciei)C^  ^  la  gloire  et  a  la  defense  de  la  patrie :.  «  Lorsqu'on  pense 
»  qne  c'est  cette  Geomelrie,  qui  fut  si  feco^de  entre  les  mains 
»  des  Archim^de,  des  Hipparque,  des  Apollonius;  que  cVstla 
>  seiile  'qui  fut  connue  des  Neper,  des  Viete,  des  Fermat,  des 
\  Descartes,  des  Galilee^  des  Pascal  ^  des  Huygens «  des  Robi*rvnl ; 
1  que  les  Newton,  les  Hallcy*,  les  Maelaurin  la  cuitivjL^rent  avec 
»  une  sorte  de  predile.'tion  ,  on  peut  croire  ({ue  cette  Geoinetnc 
a  ses  a  vantages  ( I  » 

Maelaurin  fut  un  digue  cdntinuateur  de  Newton ,  et  par  la  na- 
ture des  questions  dc  pbilo^phie  naturelle  qu*il  tcaita ,  et  en  res* 
tant  iid^le  a  la  Geometrie  des  Anciens. 

Dans  la  cel^bre  question  de  Tattraction  des  ellipsuides,  qui  avait 
pris  naissance  dans  le  livre  des  Principes^  mais  dont  Newton  n*a- 
vait  traite  que  le  cas  le  plus  simple  ,  Maclauriji  parvint ,  par  les 
seules  ressources  de  cette  roethode,  a  des  rosultats  que  TAnalyse 
elle-mdtne  a  longtemps  admires.  C'est  pour  Ite  besoins  de  cette 
cfuestion ,  que  Maelaurin  considera ,  le  premier,  ces  ellipso'ides 
homofocaux  qui  ont  donn^  lieu  h  Tune  des  plus  import^ntes  theo- 
ries de  la  Geometrie*  modeme ,  qui  embrasse  les  lign'es  de  cour- 
bure.,  comme  les  lignes  geodesiques  de  ces  surfaces ,  et  ont  offer t 
a  TAnalyse  un  puissant  principe  de  transformations. 

Alaclaurin  cultiva  aussi  la  thcorie  des  courbes,  par  la  m^thode 
de  Descartes ,  dans  sa  Geometrie  organiquey  et  par  la  Geometric 
pure  dans  son  Traite  fies  Courbes  da  troisieme  ordre,-  oil  il  fit  con- ' 
naitre,  pour  la  premiere  fois,  de  fort  belles  proprietes  de  ces 
courbes.  Ce  deuxieme  ouvrage,  ou  la  facilite  et  la  brievetc  des 
demonstrations  s^unissent  a  la  beaute  des  resultats,  se  rattache 
essentiellementaux  mcthodes  de  la  Geometrie  moderne,  et  y  foripe 
la  base  d'une  theorie  qui  a  deja  fixe  Tattention  de  quelques  geo- 
metres  et  qui  doit  prendre  une  grande  extension. 

Apres  Maelaurin,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewart ,  qui  essaya 
de  traiter  par  la  seule  Geomietrie  quelques-unes  des  grandes  ques- 
tions du  systeme  du  monde,  telles  que  U  distance  du  soleil  k  la 


(0  Carnot;  Geomelne  de  position  y  Dissertation  prcliminaire. 
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terre,  le  prableme  des  trois  corps,  etc.;  mais  les  succes  rapides 
de  TAnalyse  dans  Les  mains  des  Bernoulli ,  de  Glairaut ,  d'Ealer, 
de  d'Alemberty  6laiant  toute  opportunile  k  ces  recherches.qui  ne 
parurent  plus  offrir  de  chances  de  succ^.  Mathieu  Stewart  s'a~ 
donna  aussi  k  V  Jnalyse  g^fnetrique  des  Anciens,  dans  le  bnt  spe*. 
.  cial  d*en  arcroitre  les  ressources.  Dans.le  si^le  precedent,  les 
gcom^tres  s'etaient  occupes  plus  particu4i^rement  de  retablir  les 
iTftites  sur  lesquels  Pappus  nous  avait  laisse  quelques  donnees. 
MathieO  Stewart  entra  dans  une^voie  nouvdle  .,  et  fit  un  pas  de 
plus;  il  coni[>o$a  deux  ouvrages  qui  n*6taient  point  Timitatioji 
d'ouvrages  grecs.  L'un,  intitule:  Quelques  th^oremes  genSraOx 
(I'un  grand  usage  dans  les  hau^es  mathSmatiques ,  renferine  de 
beaux  theoremes,  dont  une  partie  n'a  pas  encore  et^  demontree. 

Dans  le  meine  temps,  Robert  Simson  composait  son  celebre 
Traite  des  Porismes-,  el  restituait  les  Lieux  plans  et  les  deux  livres 
de  la  iS^c/io/i  d^terminee  d'Apollonius.  Ce  geometre  avait  prepard 
une  edition  des  Collections'  matkematiques  Pappus;  il  est  k  re- 
gretterqu'il  ne  Tait  pas  mise  au  jour  (i). 

Depuis c^est  surtout  en  s'occupant  de  la  doctrine  des  Porismes, 
que  les  geom^res  anglais  ont  suivi  la  forte  impulsion  que  Newton 
et  Maclaurin  avaienl  donnee  k  la  culture  des  methodes  anciennes. 

L'un  des  derniers  ouvrages  de  ce  genre  est  un  Memoire  de  haute 
GeomSerie,  qn'on  trouve  dans  les  Transactions  philosophiques  de 
la  Societe  royale  de  Londres,  de  1798.  Le  nom  de  Tauteur  ne  se 
lit  peut-etre  pas  sans  quelque  ctonnement :  c^est  celui  d'un  illustre 
con temporain ( lord  Brougham),  que  des  travaux  fort  difTerents 
ont  porte  depuis  aux  plus  hautes  dignites  de  I'l^tat  et^  la  premiere 
magistrature  du  parlement. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  en  Aliemagne,  on  culti- 
vait  I'analyse  de  Descartes  et  le  calcul  de  Leibnitz ,  et  Ton  appli- 
quait  les  ressources  merveilleuses  de  ces  puissantes  methodes  k 

(1)  On  sait  que  M.  Peyrard,  a  qui  nous  devons  la  belle  edition  des 
ments  d'EucUde  et  des  (Ku^es  d'ArchimMe ,  avait  prepaid  de  pareillea  tra* 
ductioiis  de  plusieurs  autres  ouvrages  anciens,  notamment  du  grand  Traite  ' 
(ies  Sections  coniques  d'Apollonius ,  mais  que  la  mort  Va  surpris  avant  qu'il 
edt  achev^  Vimpression  de  cct  ouvragd. 
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une  fouie  Ue  problenm  nouveaux,  el  principaleinent  au  deve- 
loppement  desgrandesquestioasqu'avait  posees  ou  fait  naitre  Tou- 
vragede  JSewton. 

Cepeodant  la  Geometrie,  cultivee  a  la  maniere  de  l^escartes, 
suivit  le  coars  de  ses  progres  naturels.  Apres  que  Clairaiit^  ii  I'age 
de!seixe  aos;  avait  applique  Tan^lyse  iiffinitesiinale  aux  ligues  a 
double  courbure ,  JBuler  crea  la  belle  cl  importante.  theorie  de  la 
courbure  des  surface»^,  qui  prit  bieatot  une  grande  extension  dans 
les  otivrages  de  Monge  et  de  Tun  de  ses  plus  illustres  disciples. 

Euler,  dont  Tesprit  emiDemment  fecond  s^appliqua  a  toules  les 
parties  des  Mathematiques,  enrichit  les  Elements  de  la  Geometrie 
du  theordme  qui  etablit  une  relation  eniye  les  nombres  des  faces  , 
des  sommets  et  des  aretes  d*un  polyedre.  * 

Ce  theorioie  d'Euler  et  la  belle  theorie  des  |>olyedres  d'un 
ordre  superieur»  de  H.  Poinsot,  avaient  Conduit  un  jeune  geo- 
nietre  k  deux  Menioires  remarquables  qu'-on  ne  pent  se  rap- 
peler  sans  .eprouver  le  regret  que ,  depuis ,  IHliustre  auteur  ait 
consacre  cxdusivement  k  Tanalyse  les  ressources  de  son  genie 
matheniatique. 

Nous  ne  devons  point  omettre ,  avant  de  clore  cet  a|)er9u  des* 
travaux  qui  ont  precede  le  xix"  siecle ,  V Introduction  a  Vanalysv 
des  Ughes  courSes,  de  Cramer,  qui  a  sou  vent  servi  de  guide  dans 
les  applicationsde  Tanalysc  k  cette  vaste  theorie  des  lignes  courbes. 

III.  De  la  geometric  au  xix*  Steele. 

Les  ouvrages  qui ,  au  commencement  du  siecle  present ,  ont  ei» 
line  heureuse  influence  sur  la  marche  et  les  progres- de  la  Geome- 
trie, sont ,  k  des  titres  differents,  ceux  de  Monge  et  de  Carnol :  do 
Monge',  la  Geometric  dcscripiwe  et  le  Traite  de  V Application  de 
I 'Analyse  a  la  Geometric;  de  Carnot,  la  Gt^ometrie  de  Position  et 
la  Theorie  des  Transvcrsales, 

Ges  ouvrages ,  en  agrandissant  les  idees ,  en  ihspira'nt  aux  jcunes 


(i)  hecherches  sur  les  poljcdie.s;  Mcmoircs  {irescntcs  a  la  prcmiefe.  clus.sc 
(lennslitut  en  i8ii  cl  iBi'i^parM.  Canchy.  (Voir  Journal  dr  Vtcolr.  Pofy- 
trchniquc,  i6«  call icr,  pa^cs  68-98.) 
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malhematiciens  Ic  gout  des  recherches  de  bonne  Geometrie,  ieur 
uffraient  des  methodes  et  des  ressources  nouvdles. 

La  Geometrie  descriptive  a  pour  objet  de  representer  siir  un 
plan  y  surface  k  deux  dimensipns ,  les  corps  qui  en  ont  trois ;  ou , 
en  d'autres  termes,  de  reunir  dans  une  figure  plane  tous  les. ele- 
ments necessaires  pour'faire  cbnnaitre  la  forme  etla  position , 
dans  Tespace^y  d*une  figure  k  trois  dimensions. 

Une  consequence  de  cette  representation ,  c'est  que  Ton  exe- 
cutera  sur  cette  figure  plane  elle-meme  les  operations  geome- 
triques  repondant  a  celles  que  Ton  aurait  k  faire  sur  la  figure  a 
trois  dimensions. 

Sous  ce  point  de  vue. general,  on  concoit  que  la  Geometrie 
descriptive  a  du  exister  xians  tous  les  temps,  fit,  en  effet,  c^est 
par  des  dessins  sur  line  aire  plane ,  que  les  appareilleurs  el  les 
char  pen  tiers  ont,  dans  tous  les  temps,  determine  et  indique  les 
formes  des  corps  k- trois  dimensions  qu'ils  avaient  k  construire. 
.  On  possedait  meme  plusieurs  Traites,  et  de  bons,  de  Phili- 
bert  Delorme ,  de  Mathurin  Jousse ,  du  P.  Deran,  de  Delarue,  sur 
Tart  du  trait  applique  u  la  coupe  des  pierres  et  a  la  charpente. 
'Desargues  avait  fait  un  pas  de  plus,  en  montrant  Tanalogie  qui 
existait  entre  des  proccdes  diyers,  et  en  rattachant  ceux-ci  a  des 
pnncipes  coromuns.  En  dernier  lieu,  Frezier,  o'fficier  du  genie, 
qui  appreciait  le  merite  des  conceptions  de  Desargues,  avait  donne 
suite  k  ses  idees  de  generalisation  et  d*abstraction  mathematique , 
dans  son  Traite  de  Sterdotomie ,  ouvrage  oil  se  trouvent ,  avec  les 
applications  a  la  coupe  des  pierres ,  plusieurs  questions  sous  une 
forme  abstraite ,  telles  que  le  developpement  des  surfaces  coniques 
et  cylindriques ;  la  theorie  de  Tintersection  de  ces* surfaces  entre 
dies  et  avec  la  sphere;  la  n^aniere  de  representer  une  ligne  a  dou- 
ble courbure  par  ses  projections  sur  des  plans ,  etc. 

Toutefois ,  on  n'avait  pas  songe  a  rattacher  toutes  ces  questions 
a  un  petit  nombre  d'operations  abstraites  et  elementaires,  et  sur- 
tout  k  presenter  celles-ci  dans  un  traite  special  et  sous  un  titre 
particijlier,  qui  leur  donnat  un  caractere  de  doctrine  indepen- 
dant  des  pratiques  d'oii  il  avait  suffi  de  les  faire  sorrir.  C*est  la  co 
qno  Mon^o  a  roncu,  et  re  qu'il  a  oxrrutt^  avec  un  rare  talent. 


C'est  par  deux  projections  des  corps  sur  deux  plans  reclangu- 
laires,  dont  on  abat  Tun  sur  I'autre,  pour  ne  former  qu*une  aire 
plane,  que  Monge  a  represenle  mathematiquement  les.  formes  de 
Tetendue  a  trois  dimensions ;  et  c'est  ce  procede  qu*il  a  appele 
GeomStHe  descriptive 

Les  principes  en  sont  tres-simples  et  n'exigent  guere  que  la  con- 
naissance  du  livre  des  plans  de  la  Gcometrie  ordinaire.  '  * 

Un  petit  nombre  d'operations  faciles  suffisent  pour  les  appli- 
cations de  cette  methode  k  tods  les  arts  de  construction ;  de  ni^me, 
en  qiielque  sorte,  que  les  quatre  regies  de  rArithmctique  suffisent 
pour  tous  les  calculs  auxquels  donnent  lieu  les  sciences. mathema- 
tiques  dans  leurs  applications. 

Et,  en  eflfet,  un  procede  graphique,  destine  au  simple  ouvrier 
comme  a  Tingenieur,  devait  se  reduire  h  un  petit  nombre  de  pre- 
ceptes  d'une  application  immediate  et  toiijours  facile. 

Auparavant  on  employait  des  procedes  divers,  et  si  Ton  se 
ser^it  aussi  de  projections,  ce  n*etait  pas  d*une  maniere  uni- 
forme;  les  pi  ans  de  projection  ecaient  difTerents,  et  le  de^in  ne 
se  pr^tairpas<\  une  lecture  facile  et  stlre,  comme  les  epures  de 
Monge. 

La  Geometric  descriptive  siraplifiak  done  les/ operations  gra- 
phiques  necessaires  aux.  constructeurs ;  elle  en  facilitait  Tetude 
qu*ellc  mettait  k  la  portee  de  tous ,  tandis  que  les  ouvrages  sa- 
vants de  Delarue,  de  Frezier,  etc.,  auxquels  manquait  cette  base 
'premiere ,  n'etaient  accessibles  qu'aux  geometres etaux  ingenieurs. 

Mais  une  cause  plus  efQcace  sans  doute  que  ces  a  vantages  reels , 
pour  assurer  le  prompt  succes  du  livre  de  Monge ,  fut  ce  decrel 
puissant  de  la  Convention  qui,  en  creant,  sous  le  nom  A'^coles 
normales  y  le  grand  etablissement  ou  vinrent  se  reunir  douze  cents 
jeunes  gens,  les  plus  capables,  choisis  sur  tous  les  points  de  la 
France ,  ordonna  que  la  Geometric  descriptive  y  fut  enseignee ,  et 
en  confia  Tenseignement  a  Tenthousiasme  et  au  patriotisme  aclif 
de  Monge. 

Voila  comment  Monge  n'eut  point  a  eprouver  les  difficultes  et 
les  proces  en  parlenient  que  la  routine ,  Tignorance  et  les  inteiels 
loses  avaient  susritcs  a  Desargiies,  tm  siecle  et  demi  auparavant. 
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La  Geomitrie  descriptive  ^  iastrument  cr^  princi|Mtleineiit  pour 
le  besoin  des  artistes  et  4es  iogenieurs,  devait  ^tre  utile  aussi 
geonietrcs ;  elle  formaii  un  compleincDt  de  leur  Geometrie  pra- 
tique; eile  pouvait  faciliter  leurs  recherches  theoriques,  en  leur 
donnant  le  moyen  de  representer  par  une  figure  plane  les  corps 
qu'ils  avaient  k  considerer ;  enfin ,  en  familiarisant  avec  les  formes 
de  certaihes  families  de  surfaces,  elle  habituait  Tesprit  a  les  con- 
cevoir  intellectuellementy  et  developpait  l*inte11igence.  Aussi  e^t-ce 
avec  raison  que,  depuis  quelqiies  an)iees,  fetude  des  principes  de 
la  Geometrie  descriptive  fait  par  tie  des  coursde  mathematiqucs 
dans  Tinstruction  secondaire. 

Quant  aux  applications  spedales  et  les  plus  frequentes  de  cet 
art,  ce  sont  la  perspective,  la  construction  des  reliefs,  la  deter- 
mination des  ombres,  la  gnomonique,  la  cou|>e  des  pierrcs  et  la 
charpente. 

Une  foule  d'autres  travaun;,  tels  que  le  percement  des  routes  et 
diescanaux  dans  des  pays  accidentes,  les  constructions  navales, 
la  direction  des  mines  souterraines ,  le  defilement  dans  la  science 
des  fortifications,  etc.,  sont  encore  du  domaine  de  la  Geometrie 
descriptive  (i). 

Maisil  ne  faut  pas  perdi*e  dfevueque,  dans  toutes  ces  ques- 
tions, la  Geometrie  descriptive  n*est  toujours  qu*un  instrument 
dont  ringenieur  se  sert  pour  traduire  sa  pensce  et  executer  sur  le 
papier  les  operations  que  la  science,  je  veux  dire  la  Geometrie 
generale,  lui  indique.  La  Geometric  descriptive  execute ,  mab  elk:* 
ne  cree  pas.  Si  elle  montre  aux  yeux  la,courbe  dUutersection  de 
deux  surfaces ,  elle  n'en  fait  point  connaitre  les  proprietes ;  elle 
ne  saurait  m<^me  indiquer,  niathematiquement  parlant,  si  cette 


(0  Toutefois  il  convient  d'aj outer  qu'il  existe  d*autres  mcthodes  gene- 
rales,  on  peut  dire  d'autres  precedes  de  Gdom^trie  descriptive,  dans  les- 
quels  on  se  sert  d*une  ^eule  projection,  orthogonale  o\i  perspective,  et  do 
quelquc*  autre  donnee,qui  supplee  k  la  seconde  projection.  Les  offtciers  dti 
gehie ,  par  exemple ,  se  servent  le  plus  souvent  de  la  meihode  des  plans 
cotes  J  qui  leur  permet  d'exccuter  les  mdmes  operations  que  par  ccllc  de 
Monge,  et  qui  leur  offre  quclqucs  avnntages  parliculici's ,  a  raison  de  la  iia« 
^rc  dc  leurs  t^avaux. 


DISCOURS.  LXXV 

courbe  est  plane  ou  k  double  courbure.  Elle  n*a  point  de  ihethodes 
pour  ces  rechercbes ,  qui  sont  exclusivement  do  domaine  de  la 
Geometrie  ratibnnelle  ( i ). 

Je  fais  cette  reflexion ,  parce  qu*on  trou ve ,  dans  le  livre  de 
Monge^  quelques  passages  qui  ne  sont  pas  de  la  Geometrie  des- 
criptive,  et  qui  pourraient  induire  en.erreur  les  jeunes  geometres 
surla  destination  et  le  caractere  scientifique  de  cette  methode  gra- 
pbique. 

Ainsi ,  Monge  demontre  deux  propositions  de  Geometrie  plane, 
qui  resultent  naturel)ement  de  la  consideration  de  figures  k  trois 
dimensions y  savoir:  la  propriete  ancienne  des  coniques,  surla- 
queHe  repose  la  tlieorie  des  polaires  (2),  puis  cel>eau  theoreme. 


(i)  Ce  passage  a  et^  le  sujM  de  reflexions  critiques  de  la  part  d\\n  gco- 
mdtre  qui  a  beattcoup  ocrit  «tir  la  Geoin^lriv  descriptive.  Dans  uh  de  ses  on- 
vrages ,  on  il  resout  la  question  de  Reconnattre  si  la  courbe  d' inter  sec  iion  dr 
deux  sutfaces  est  plane  ou  h  double  courbure,  il  ajoiite  ces  paroles  :  v  Les 
»  saTnnts  qui  s'^occupent  do  Geometrie  pure,  disent  que  Vanalyse  peut  seiile 
0  resqudre  nne  senfblable  question  et  que  la  Geometrie  descriptive  n''a  pas 
»  de  metbodes  pour  des  questions  de  ce  genre.;  ce  qui  pr^cMe4eur  prou> 
»  vera  I  j^espire ,  qirib  8on(  dans  iVrrour  » 

Et  plus  loin:  «Je  crois  que  Pon  pent  dire,  sajis  dtre  trop  snv^rc ,  que 
»  M  Cbasles  n^a  pas  rcflcchi  en  ^crivant  dans  sou  discours  d^ouverlure  la 
»  phrase  suivante  r  La  Q6om^erie  descriptive. . .  nesaurait  indiquer,  mfiihSma- 
)>  tiquement  parlant,  si  cette  dourbe  (courbe  iuierseciion  de  deux  surface.<> ) 
B  est  plane  ou  a  double  courbure.  Elle  na  point  de  meihodes  pour  ces  re- 
»  cherchrsy  qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la  Geometrie  rationnelle.  » 

Or,  qu^on  lise  la  solution  de  Pauieur,  on  rcconnalt  aiissitdt  qu^elle  nVst 
pas  autre  chobc  que  la  traduction  en  GeomMrie  descriptive,  du  proct'de 
mftme  qu*eniploierait  un  ouvrier  qui  vondrait  verifier  si  Par^te  vive  qu^il 
vient  de  Constraire  est  plane  ou  k  double  courbure.  Ce  constructeur  appli- 
querait  tout  siroplement  le  plat  desa  regie  sur  la'<iourbe,  et  verrait  sUl  y  a 
partoui  coincidence.  Pour  traduire  ce  precede  en  Geometrie  descriplive,  on 
mdne.un  plan  par  trois  points  de  la  courbe;  puis  on  projette  cette  courbe 
sur  itn  plan  perpendiculaire  ^  celui-lft ,  et  Pon  verifie /^^r  les  jreux  si  la 
projection  cofnpide  avec  la  ligne  de>  terre  pu  sVn  ^carte: 

CTest  pr^cisement  Ik  le  precede  que  Pauteur  indique  dans  son  ouvrage. 

Get  exemple  d^une  solution  par  la  Geometric  descriptive  montre  parfaite* 
ment  que  los  usages  de  cette  methode  graphique  sont  tels  que  je  Pai  dit, 
et  justifierait,  s'il  etait  besoin ,  toutes  mes  paroles. 

(a)  Quand  Ce  sommet  d'un  angle  circonscrit  a  unc  conique  glisse  sur  uno 


LXXVI  DISCO  t  US. 

dc  tl'Alembert,  que  les  tangentes  communes  a,  trois  cercles,  |»ris 
deux  a  deux,  ont  lours  points  de'concours  situes,  trois  k  trois,  en 
llgne  droite.  Ces  exemples,  on  le  con9oit,  ne  constiluenl  point  dc 
la.  Geometric  descnptit*e,  on  n'y  fait  pas  meme  usage  des  projec- 
tions; ils  rentrent  dans  la  GeoiYietrie  rationneile. 

11  en' est  de  meme  des  proprietes  generalcs  de  Tetcndue,  rela- 
tives aux  lignes  a  double  courbure  et  aux  lignes  de  courbure  des 
surfaces  courbes ,  que  Monge  a  placees  a  la  suite  de  sa  Geometric 
descriptive  y  en  faveur  «  des  professeurs  qui  doivent  elre  exerces 
b  a 'des  considerations  d\ine  generalite  plus  grande  que  celles  qui 
»  fornientt'Dbjet  ordinaire  des  etudes.  »  Ces  proprietes  fort  belles 
.des  lignes  et  des  surfaces  courbes ,  placees  dans  un  livre  destine  a 
etre  tr^-repandu  ,'ont  conlribue  \  developper  le  gout  de  ces  spe- 
culations d'un  ordre  superieur,  et,  sousr  ce  rapport^  le  livre  de 
Monge  a  encoi*e  atteint  le  but  de  Tillustre  auteur.  Mais  elles  n*ont 
rieti  de  commun  avec  les  principes  de  la  Geometric  descriptive , 
et  dies  rentrent  exclusivement  dans  le  domaine  de  la  Geometric 
generate. 

Le  grand  Traite  de  V Application  de  V Analyse  a  la  Geometric  a 
le  meme  objet  que  la  GconiPtrie  de  Descartes;  il  en  est  la  conti- 
nuation :  mais  celle-ci  roulait  stir  I'analyse  des  quantites  finies,  et 
le  livre  de  Monge,  sur  Tanalyse  des •  quantites  inlinitesimales. 
Euler  avait  deja  traite  plusieurs  de  ces  questions  et  donnc  son  beau 
theoreme  sur  les  rayons  de  courbure  des  surfaces  courbes.  Monge 
les  traita  avec  beaucoup  plus  d^extension  et  sous  de  nouveaux 
points  de  vue.  Les  rapports  quHl  etablit  entre  les  equations  aux 
differences  partielles  et  certaines  families  de  surfaces ,  offrent  des 
exemples  magnifiques  des  secours  mutuels  que  peuvent  et  doivent 
se  preter  la  Geometrie  et  TAnalyse. 

L6s  ouvrages.de  Carnot  ont  pour  objet  special  Textension  de 


di  oite  jixe ,  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de  contact  'des  eSt^s  de  Vanple 
passe  toujours  par  un  point  fixe. 

Ce  ihcop6mc  n'est  yns  fli\  :\  Monge,  comme  on  Tecrit  quelqucfois.  II  se 
trouvti,  avec  d^autrcs  propositiuns  bur  Ic  m^mc  sujet,  dans  les  oiivni{;cs  do 
»le  Iji  Hire,  et  postcrieurenicnl  dans  plusieurs  aulros  Traites  dr^  Sections 
ooniijiies.  \  Voir  Apcrru  historiif  uc ,  etc.,  page  123.) 
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la  Geoinelne  des  Anciens.  Us  font  suite  aux  ouv  rages  de  Robert 
Simson,  Stewart,  etc. ;  mais  ils  sont  empreints  de  cet  esprit  de 
facilite  et  de  generaltte  que  pous  ofTrent  les  ouvrages  de  Pascal  et 
de  0esargues;  et  ce  caract^re ,  qui  leur  est  propre ,  a  ete  dans  Vm- 
tention.de  leur  illustre  auteur. 

Dans  le  sitcle  dernier,  R,  Simson  et  Stuart  donnaient ,  k  Tra- 
star  des  Anciens ,  autant  de  demonstrations  d'une  propiMition ,  que 
la  figure  k'laquelle  elle  se  rapportait  preseiitait  de  formes  diffe* 
rentes,  k  raisoa  des  .positions  relatives  de-ses  divei*ses  parties. 
Carnot  s*ilttacha  i  prouver  qu*une  «eule  demonstration  appliquei* 
a  uo  etat  assez  general  de  la  figure  devait  suffijre  pour  tons  les 
autres  t^as;  et  il  montra  comment,  par  des  changements  designes 
des  termes ,  dans  les  forraules  demontree^  par  une  figure ,  ces  for- 
mules  s'appliquaient  k  une.  autre  figure  ne  diffe^ant  de  la  pre- 
i»iere,  cooime  nous  Tavonsdit,  que  par  les  positions  relatives  de 
certaines  parties  (i).  C'est  ce  qu'il  appela  le  Principe  de  correla- 
tion des  figures.     •  •  • 

Generalement ,  on  ne  parvenait,  en  Geometrie  pure,  ^  la'  de- 
monstration d'une  proposition  imporfante,  quVn  s'elevant  sue- 
cesstvement  des  cas  les  plus  simples  k  de  plus  composes.  lies  re- 
cherches  de  Vi^te  et  de  'Fermat  sur  les  Contacts  des*  eercles  et  des 
splici^,  le  Traits  des  Sections  coniques  de  R.  Simson,  et  U^s 
ouvrages  de  Stewart  (2.) ,  sont  des  exemples  de  cette  niarche  lento 
er  penible.  Dans  le  Contact  des  spl^eres  de  Fermat,  par  exemple, 
on  ne  parvient  k  determiner  une  sphere  tangente  a  qu^tre  autres , 
qu*apres  avoir  resolu  quatorze  questions  preiiminaires,  dont  la 
plupart  sont  des  cas  particuliers  de  la  question  priudpale.  Carnot, 
au  coniraire,  traite  directement  les  questions  dans  leur  sens  le 
plus  general,  et  la  science  gagne  en  facilite  et  en  force,  en  m^mi* 
temps  qu'en  bricvete  et  en  generalite. 


(ly  On  voit  qu"*!!  ne  b'a^it  pas  tci  dii  cab  ou  certain 05  parties  d'nno  figure, 
qui  ont  servi  pour  la  demonstration  ,  deviennent  innaginaircs ,  anqiiel  cas 
ce'Uc  demonstration  n*a  plus  lii'ii.  Celie  question  des  imnginnires  est  cello 
que  M.  Honceict  a  raltachre  an  principc  de  continuil^ ,  cumme  il  a  (^tt*  dil 
dans  la  Firfiice  ci-dossus,  pages  xn  el  suivantes. 
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Cette  maniere  d'ecrire  la  Geometrie  fait  le  caractere'de  la  Geo- 
metrie  moderne,  et  ce  sont-les  ouvrages  de  Carnot  qui  out  le  plus 
contribue^  la  repandre .( i ) . 

Quant  aux  resultats  qu'on  y  trouve,  ilt  sont  extremement  nom- 
breux.  Une  partie  roule  sur  diverses  proprietes  des  sections  co- 
niques  qu*on  a  reproduites  souvent.  depuU>  et  qu^  Taateur  de- 
montre  avec  une  faciliie  extreme^ 

On  y  distingue  une'  belle  propriete  des  courbes  gebmetnques, 
concernant  les  segments  qu^me  courbe  de  qdtte  espece  fait  sar  les 
cotes  d'un  potygone  cfuelconque ;  propriete  qui  ^st  une  ^extension 
d'un  theor^me.  de  Newton ,  et  dont  les  geom^res  ont  fait ,  de- 
puis,  de  nombreuses  applications,  notamnient  k  la  deteroHDatioD 
generale  des  tangentes  et  des  cerqles  osculateurs  de  ces  courbes 
gcometriques. . 

Ces  belles  recherches  se  racpportent  h  une  partie  de  Touvrage 
ou  Carnot  propose  divers  syst^mes  de  coordonnees,  aut'res  que 
celui  de  Descartes,  pour  representer  les  courbes,  et  etablit  les 
relations  qui  ont  Hen  entre  ces  coordonnees,  de  maniere  ^  passer 
d'un  syst^nie  k  un  autre.  On  transforme '  ainsi  les  equations  dt  s 
courbes;  et  comme  Fequation ,  dans  chaque  systeme,  expriroe 
une  propriete  differente  tie  la  courbe,  oes  recherches  facilitent  el 
outpour  objet,  an  fond,  Tetnde  des  proprietes  courbes. 'Elles 
nous  paraissent  rentrer  essentiel lenient  duns  la  doctrine  des  po> 
nsmes  d*£uclide. 

On  trouye  dans  la  Geometrie  de  Position  des  idees  sur  une 
science  qui ,  selon  Carnot ,  devrait  tenir  le  milieu  entre  la  Geo- 
metrie et  la  Mecanique,  savoir,  celle  des  mouvements  geometfiques. 
11  appelle  ainsi  les.  deplacements  que  peuvent  subir  plusieurs 
corps  sans  se  deformer  par  leur  contact,  et  en  cpnservant  entte 

(i)  «  La  Gdomdtrie  de  Position  dc  Carnol  iraurait  pas,  sous  i«  rapport 
a  lie  la  melaphysique  de  la  science,  le  haul  mcrile  que  jo  lui  ui  aitribiie, 
»  qu'elle  n^6n  seraii  pa's  moins  Porigincul  la  bas0  des  progr^  qne  la  Gio- 
M  tntitrie,  culiivcc  a  la  maniere  des  A.acicii8,  A  faits  depiiis  irente  ans  r-n 
M  France  et  on  Allemagne  u(4rago{  Biographic  de  Lazarc^Nicolas-Mar- 
fiurrite  Carrot,  lue  a  Plnstiuiten  1837.  Paris  ^  i85o,  tn-4°.  Voir  page  84.) 

Les  oiivragps'de  Carnot  ont  etc  iraduits  en  allemand :  la  Gt^omririe  de- 
i'osition  Vii  c\o  (It's  1806,  par  lo  r^Iebre  asiroiui(}ie  M.  Schiipiacher. 
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eux  fkt  conditions  prescrites;  conditions  geometriqites  «t  inde- 
pendantes  des  r^lea  de  la  communication  des  nu>aTenients  et  de 
toutes  considerations  de  forces  et  de  mecanique  proprement  dite. 
On  Yoit  cpie  c'est  cette  science  qne  M.  Ampere  a  proposee  aussi 
sons  lenom  de  Cinematique  y  dans  son  £s$ai  sur  la  philosopkie 
ties  Sciences.  Carnot  aivait  dej ii  emis  ces-  idees  en  1 783 ,  dans  son 
Hssai  sur  les  Machines, 

Le  temps  ne  me  permet  pas  de  pousser  plus  loin  cette  etude 
du  livre  de  Camot;  je  me  bomerai  dire  que  son  titre ,  Geometric 
de  Position,  se  rapportaitau  principe  de  la  correlation  des figitres, 
fonde  sur  la  doctrine  de$  quantites/7oW/fVir;  et  nSgatipes  en  GeOme- 
tne'(i) ,  et  non  k  quelque  methgde  sp^iaie,  telle  que  la  Giqnretrie 
des  indivisibles ,  la  Giometrie  anafytique^  la  Geometric  descrip- 
tive, etc.,  m  k  une  partie  r^treinte  de  la  science,  comme  la.  G^- 
metrte  de  la  Regie,  la  Geometric  du  Compas ,  etc.  La  Geometric  de 
Position  ir'etait  point  autre  chose  que  de  la  Geometrie  generate 
traitee  par  1^  procedes  ordinaires,  mais  avec  talent  et  par' des 
considerations  faciles  et  fecondes. 

La  Tkioriedes  Transversales  est  un  ensemble  de  propositions 
qui  expriment  tontes  des  rapports  entre  les  segments  que  fait ,  sur 
un  systeme  de  lignes  droites ,  une  ligne  droite  ou  courbe  qu'on 
appelie  transversale.  Ges  rap|K>rts ,  exprimes  enT  general  p^r  des 
equations  k  deux  termes ,  jouissent  de  cette  propriete  ,  qu'ils  se 
cbnsenrent  dans  les  projections^  perspectives  ou-orthogonales ,  de 
.la  figure.  Les  iiiemes  relations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus  des 
angles  des  droites  projetantes.  Ce  sont  ces  proprietes  iniportantes 
qui  font  le  caractere  des  propositions  que  Carnot  a  reunies  sons 
le  titre  de  TA^orie  des  Transversales.  Ces  propositions  pen  vent  dtre 
d'un  usage  tres-frcquent  pour  la  demonstration  d'une  foul^  de 
theor^mes ,  particuliereroent  dans  la  tbeorie  des  sections  coni- 
ques.  Eiles  n^ont  pas  ete  inconnues  des  Anciens;  on  en  trouve 
des  traces  eparses  dans  Pappus  et  chez  quelques  auteurs  moder^ 
nes.(2) :  mais  c'est  Carnot  qui  a  reconnu  qu'ellos  etaient  propres^ 

•   ,        •  - 

m)  Voir  la  FroCare  ri-dcKSns ,  page  iv. 

(q;  ^'oir  Apercu  hntot'iquo ,  dr.,  panJ^s  33-'J9<»l 
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fornier  une  veritable  methode  <le  demonsiration ;  ^  cette  theorie, 
vn  efTet,  a  pris.de  ^extension  et  est  devenne  d*un  grand  usage 
dans  la  Geometrie  moderne. 

Je  roe  suis  etendu  siir  les  auv rages  de  Monge  et  de  Camot,  parce 
que  je  les  regarde  comme  ayant  raniine  en  France  Tespritdes  me- 
thodes  geometriques  et  inspire  les  jeunes  mathelnaticicns  qui, 
hientot,  sont  entres  dans  cette  voie. 

A  leur  tete  se  presentent  MM.  Ch.  Dupin  et  Poncelet ,  dont  les 
remarquables  travaux  attestent  cette  heureuse  impulsion. 

M.  le  baron  Dupin  ^  dans  ses  Develnppements  de  Geometrie,  quH 
considere  comme  faisant  suite  aux  ouvrages  de  Monge ,  a  traite , 
par  le^^ules  ressources-de  la  Geometrie  aussi  bien  que  par  FAna- 
lyste,  la  theorie  generale  de  la  courbure  des  surfaces  que  Ton  avait 
supposce  jusque-la  n'6tre  accessible  qn'k  T  Analyse.  C'estdans  ce  bel 
ouvragequ*on  trouve  cette  importante  theorie  desinditat/ices,  qui 
n'est  pas  moins  feconde  en  Geometrie  ratiotinelle  qu^en  Geometrie 
descriptive.  Ce  Volume,  etcelui  des  Applicajtions  dcfi^omeiHe  et 
de  Mccanique,  ont  serv4  utilement  la  scienc^^ ,  et  par  les  heWes 
theories  qui  s*y  irouvent,  et  comme  ayant  donne  aux  jeuites  geo- 
m^tres  une  juste  ronfiance  dans  les  ressources  que  peuvent  ofTrir 
cos  methodes. 

La^  Theorie  dts  Transi^ersales  est  le  principal  fondement  du 
{;rand  Traite  des  Propriit's  projectiles y  de  M.  Poncelet,  oik  Ton 
trouve,  avec  une  f6ule  de  res\iltats  du  plus  haut  inieret,  cetfe 
methode  merveilleuse  de  la  Theorie  des  Polaires^  et  le  mode  de. 
deformation  des  figures 4  trois  dimensions,  analogue  aux  procedcs 
de  la  perspective  pour  les  figures  planes;  methodes  qui,  en  don- 
nant  le  moycn  de  crcer^  volonte,  d'une  maniere  eo  quelque  sone 
mecaniquc ,  des  theoremes  fort  divers  el  pourrant  derives  d'un 
seul,  forment  les  sources  les'  plus  fecondes  de  la  .Geometrie  moderne. 

Les  ti^nsformations  sont  le  propre  de  TAlgebre ;  on  conceit 
done  combien  des  precedes  analogues  en  Geometric  doivent  ap- 
porter  de  facilite  et  de  puissance. 

CVst  dans  le  sein  de  r£cole  Polytechnique  surtout  que  les  ou- 
vrages de  Monge  et  de  Carnot  ont  porte  leurs  fruits.  Le  jjout  des 
sciences,  implante  dans  ce  grand  etablissement  par  les  hommes 
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illiistres  f|iii  Tont  fondc ,  s*y  est  conserve,  grace  a  s<in  organisation 
jiiflicieiisc  ct  pHissante,  et  a  contribue  ,  comme  Ics  services  milt- 
taires  et  civils,  k  }a  gloire  et  k  la  grande  renoinmee  decette  Ecole 
celebre  dans  le  monde  en  tier  (i ). 

Je  ne  puis  rappeler  ici  tons  les  oleves  dont  les  travaux  se  sont 
succede  et  ont  concouru  a  TacrroissemeDt  de  la  science;  inais  leurs 
iioms  se  presenteront  naturellenient  dans  le  cours  de  notre  en- 
seignement.  Noas  aurons  sou  vent  k  citer  aussi  le  venerable  M.  Ger- 
gonne)  dont  les  travaux  et  les  y^/?/fa/<fj  ont  tan t  contribue  au  mou- 
vementscientifique  de  I'epoque  (2).  Nous  ne  negligerons  point  non 
plus  les  Memoires  iniportants  publics  de  nos  jours  en  Alleniagne , 
en  Anglelcrre,  en  Italie,  ou  la  Gcometrie  est  cultivee  avec  un 
gmnd  succes  et  souvent  avec  eclat  (3). 

Les  theories  et  les  mcthodes  dont  Fusage  doit  se  presenter  le 
pins  frequemmcnt,  formeront  naturcllement  la  basede  ce  cours. 
Mais  les  questions  speciales  d*un  ordre  plus  relevc,  qui  seront 
proprcs,  soit  a  ouvrir  de  nouvelles  voies,  soit  a  offrir  de  briles 
applications  de  la  science,  entreront  aussi  necessairement  dans  le 
cadre  que  nous  nous  soinmes  trace.  Si  nous  n*avons  pas  a  ana- 
lyser dcs  ouvrages  de  Timpdrlance  du  livrc  des  Principes  dc 
iVewton  y  il  en  est  cependant  qui  nous  offriront  des  exemples  non 
inoins  remarquables  de  la  puissance  d^invention  que  Tesprit  goo- 
meti'ique  developpe ,  et  de  la  richessc  des  resultats  qu^il  peut  pro- 
curer dans  les  questions  les  plus  difficiles.  Rien  de  plus  beau  que 

(i)  On  sail  que,  liepiiis  que  ccci  a  ete  ccrit,  I'Ecolo  Poly  technique  a 
rprouVK  dc»  modifications  prol'ondes  ot  regretiables 

(-j)  Les  geometres  re{;rcUeiit  que  la  Correipondance  maihematique  et 
iffuedcM.  Quetelet,  aprcs  avoir  contribue,  de  1834  a  1 838 ,  a  Theureuse 
inopiilsioii  que  les  sciences  avuient  roi;ue  en  Kclgique,  ait  cosse  de  paraitre. 
Nons  aurons  a  consultcr  les  onzc  vulumes  de  cette  interessantc  collection  el 
les  divers  Recueils  periodiqucs  qui  oiTrent  chaquc  jour  aux  ccometres  les 
:irant«ge8  d'nne  facile  et  promple  publication  :  le  Journal  de  iiathematiqucs 
de  M.  Crelle;  celui  de  M.  Liunvillc;  Ics  Nouvelles  Annales  de  M.  Terquein  ;  le 
Journal  Maihemali^ue  de  Cambridge  <•/  de  Dublin,  edite  par  M.  Thomson;  les 
Annales  d*'s  Sciences  mathcmaliifups  el  physiques  de  M,  Torlol'mi;  les  Archives 
d*"  malhenirtliques  et  de  pf^stque  de  M.  Gruncrt. 

(  ^)  Voyez  ,  par  cxemple,  \ch  ouvrugch  dc  MM.  Sloiner,  Mar  Cullaijh,  clc. 

/ 


LXXXn  DISCOVRS. 

res  consideratiuns  dirootes  et  hiciilos,  pit loros<] lies,  s'il  osi  |)erinis 
de  s'exprimer  ainsi ,  par  Icsqudles  un  (^rand  geometre,  en  trans- 
portant  Tingenieuse  doctrine  des  couples  dans  la  Dynamiquc, 
nous  a  devoile  toules  les  circonslances  geometriques  et  dynami- 
ques  du  double  mouveinent  d'un  corps  pesant  qui  a  recu  uoe  im- 
pulsion (i).  Cette  importante  et  difficile  question  avait  ete  resolue 
analytiqnement  par  Euler  et  d' Alembert ,  ^  peu  pros  dans  le  nieme 
temps,  puis  avec  plus  d'ordre  et  d'elegance  par  Lagrange.  Mais 
dans      solutions,  dont  le  but  final  est  la  determination  de  la 
position  du  corps  a  un  instant  donne,  par  des  forniuies  de  qua- 
drature, on  ne  voit  que  des  calculs  qui,  s*ils  donnent  la  solution 
numeriquc  de  la  question,  c'est-^-dire  la  position  actuelle  du 
corps ,  ne  font  nullement  connaitre  coniment  il  y  est  arrive;  com- 
ment  se  modifie  k  chaque  instant  Teffet  de  Taction  permanente  de 
rimpulsion  primitive.  Par  les  seules  ressources  du  raisonnement 
geometrique,  M.  Poinsot  rend  palpables,  et  semble  peindre  aux 
yeux  totttes  les  circonstances  du  mouvement  du  corps.  A  Tinstar 
des  forces  acceleratrices  que  les  geometres  sont  accoutunies  a  con- 
siderer,  il  consid^re  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple  acc^- 
ieratear  qui  J  en  se  corobinant  avec  la  rotation,  de  meme  qu*une 
force  accelcratrice  se  combine  avec  une  force  d*impulsion ,  change, 
a  chaque  instant,  la  grandeur  de  cette  rotation  et  la  direction 
de  Taxe  autonr  duquel  elle  s'effectue;  et  ce  double  effet  se  suit 
pour  ainsi  dire  de  VoeW ,  en  mSme  temps  que  Tesprit  en  voit  les 
causes. 

On  reconnait  ici  quels  sont  les  avantages  propres  de  TAnalyse 
et  dc  la  Geometric.  La  premiere,  par  le  mecanismc  merveilleux 
de  ses  transformations,  passe  rapidement  du  point  de  depart  au 
hut  propose ,  mais  sou  vent  sans  connaitre ,  ni  le  chemin  qu'elle 
a  fait,  ni  la  signification  des  nombreuses  formulos  qu*clle  a  em- 
ployees. 

La  Geometric,  au  contraire,  qui  ne  puise  ses  inspirations  que 
dans  la  consideration  attentive  des  choses  et  dans  renchaincnicnt 


(i)  Voir  Theorie  nouvellc  de  ia  Rotation  des  Corps ^  par  M.  Poinsol.  Paris, 
Hachelier,  i85i,  in  4». 
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ties  iilees,  est  obligre  de  decouvrii*  naturellement  les  proposi- 
tions que  TAnalyse  a  pu  nogliger  et  ignorer,  et  qui  fornient  le 
lien  le  plus  immciiiat  entre  les  deux  ternies  extremes.  Cette  mar- 
die  peut  paraitre  parfois  difficile;  mslis  elle  est,  an  fond,  la  plus 
simple,  parre  qu'elle  est  la  phis  directe;  elle  est  aussi  la  plus  lu- 
mineuse  et  la  plus  feconde. 

L* Analyse  decouvre-t- elle  une  verite;  que  la  Gcometrie  en 
cherche  la  demonstration  par  ses  propres  moyens :  soyez  si^rs  que, 
clans  cette  recherche ,  elle  rencontrera  et  fera  coniiaitre  diverses 
a^tlt^s  proprieles  qui  se  rattachent  au  sujet,  Teclairent  et  le  com- 
pletent. 

L' Analyse  et  la  Geometrie,  au  point  de  vue  philosophique , 
sontdeux  branches  d'une  science  unique,  qui  a  pour  objet  la  re- 
cherche des  verites  naturelles;  elles  sont  destinees  a  s*eclairer  mu- 
tiiellenient ,  a  se  prater  un  secours  reciproque:  toutesdeux  sont 
des  instruments  aujourd'hui  indispensables. 

Cultivons  done  simultanement  TAnalyse  et  la  Geometrie,  et 
que  Tune  et  Tautre  trouvent  egalement  leur  place  dans  Tenseigne- 
ment. 

Cest  la  penseequele  chef  eminent  qui  preside  k  Tinstruction 
publique  a  cherche  a  realiser,  en  fondant  la  chaire  de  Geometrie 
superieure. 

'2Q  decent bre  iB4()- 
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PREMIERE  SECTION. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX.  —  THfiORIE  DU  RAPPORT 
ANHARMONIQUE,  DE  LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQUE 
£T  DE  L'iNVOLUTION  . 


CHAPITRE  PREMIER, 

AVEHTISSEMENT  RELATIF  A  l' US  AGE  DES  SI  ONES  -f-  ET  —  VOVf^ 
ntTERMIMER  LA  DIRECTION  DES  SEGMENTS  RECTILIGNES  OU 
l^ES  ANGLES. 

i .  DiFiNiTioN.  —  Quand  le  segment  compris  entrc  deux 
points  a,  b  sera  represente  par  ab^  nous  dirons  que  le 
point  a  est  son  origine.  S'il  est  represente  par  ba ,  ce  sera 
le  point  b  qui  sera  regards  comme  etant  son  origine. 

MaNIERK    D^NDIQUER   la    DIRECTION   DES  SEGMENTS.   

Quand  nous  aurons  a  considerer  sur  une  m^me  droite  plu- 
sieurs  segments,  nous  indiquerons  leur  direction  en  regar- 
dant comme  positifs  tons  ceux  qui  seront  dirig^s  dans  un 
m^me  sens  convenu,  a  partir  de  leurs  origines,  et  comme 
negatifsy  tous  ceux  qui  seront  diriges  dans  le  sens  con- 
trairc  c'est-a-dire  que  nous  donnerons ,  dans  le  calcul ,  le 
signe  +  aux  premiers ,  et  le  signe  —  aux  autres. 
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D'apres  cela,  si  le  segment  compris  entre  deux  points  a, 
A,  etanl  represeiite  par  ah  ^  est  posi'tif,  represente  par  ba 
il  sera  negatifj  de  sorte  que  Ton  dira  que  at  =  —  ba, 

Dans  la  pratique  dc  cc  principe  dc  convention,  nous 
ferons  continuellement  usage  de  la  proposition  suivantc, 
relative  a  trois  points  en  ligne  droite. 

2.  Th^oreme  fondamemtal.  —  tltanl  pris  trois  points 
a,  b,  c,  dans  un  ordre  quelconqucy  sur  une  meme  droite, 
la  somme  dcs  trois  segments  consecutifs  ab^  be,  ca  est 
toujours  nulle, 

C'est-a-dire  que  Ton  a  toujours 

ah      be     ca  =  o  y 

en  donnant  aux  segments  les  signes  qui  leur  conviennent. 

En  eflet.  les  trois  points  ue  donnent  lieu,  quant  a  leur 
ordre  respectif ,  qu'a  trois  cas  differents  \  car  les  deux  a,  b 
etant  places,  Toixlre  respectif  des  trois  depcndra  de  la  posi- 
tion qu'on  donnera  au  troisi^me  c ,  lequel  ne  peut  prendre 
que  trois  positions  diOerentes*,  savoir,  au  dela  du  segment 
ab  ^  a  droite  ou  a  gauche,  ou  bien  sur  le  segment  lui- 
m^me,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  series  a,  i,  c,  a,  i 
et  a,  c,  b.  Or  on  passe  d'une  serie  a  une  autre  par  la  per- 
mutation de  deux  lettres  (*),  et  I'equation 

ah      he      cn  =z  o 

ne  change  pas  par  cettc  permutation;  il  s'ensuit  done  que 
le  theoreme  sera  vrai  dans  les  trois  cas,  s'il  Test  dans  un. 
Prenons  les  trois  points  dans  I'ordre  a,  fc,  de  la  premiere 
serie;  les  trois  segments  a/;,  he  et  ac  sont  de  meme  signe. 


(*)  Car,  en  changeant,  dans  la  premiere,  &  en  c  et  reciproqueroent,  on 
a  la  troisi^mr;  et  cn  changcant  a  cn  h  el  reciproqucment ,  on  a  &  ,  a,  c, 
ce  qui  est  la  seconde  scric,  puisqiril  nn  s^agit  t|uc  do  Tordre  rclatif  deft 
irois  points. 
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et  la  somme  des  deux  premiers  est  egale  au  troisiemc, 
savoir : 

ab  -i-  be  =  ac. 
Mais  ac  =  —  ca  \  done 

ab      be     ca  i=z  o, 

Ce  qu'il  fall  ait  demontrer.  Done,  etc. 

CoROLLAiRE  I.  —  Quand  la  position  d^un  point  a  est 
determin^e  par  sa  distance  a  une  engine  O ,  si  Ton  veut  le 
rapporter  a  une  autre  origine  O',  on  fait  toujours »  quel 
que  soit  Fordre  relatif  des  deux  origines  et  du  point  a, 

Ofl  =  (ya  — 00. 

En  effet,  comme  O'a  =  —  aO\  cette  relation  derive  de 
celle-ci  ^ 

0fl-h/?0'H-0'0=:O, 

qui  a  lieu  entre  les  trois  points  O,  O'  rt  «,  quelle  quo  soit 
leur  position  respective. 

Substituer  ainsi  une  origine  O'  a  une  autre,  s'appelle 
changer  V origine  lies  segments, 

CoROLLAiRE  11.  — La  difference  de  deux  segments  Obl^ 
Ob  qui ont  une  origine  commune,  savoir  (Oa  —  Ob),  est 
toujours  egale  a  ba ,  quelles  que  soicnt  les  grandews  et 
Ics  directions  des  deux  segments. 

Car  Tequation 

Oa  —  Ob—ha 

donne 

Oflt  -4-  bo  =  o; 

cc  qui  est  la  relation  entre  les  trois  points  O,  a,  i. 

CoROLi>AiRE  III.  —  On  pent  encore  dire  que  la  distance 
de  deux  points  a,  b  s^expnme,  en  fonction  des  distances 
de  ces  points  a  una  origine  commune  O,  par  la  relation 

ba=^Oa  —  Ob, 

3.  GtwtRALISATION  DU  THtOREME  PR^C^DENT.  —  La  rcla- 
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tion  entre  trois  points  c    applique  a  un  nombre 

quelconque  de  points  a,  c,  d^..,^f\  quel  que  soit 
Vordre  respectif  de  ces  points,  on  a  toujours 

ab be cd .  ,  .-^/a^  o. 

Nous  allons  prouver  que  si  la  proposition  est  vraie  pour 
n  points,  elle  le  sera  pour  -h  i)»  En  eflet,  supposons 
que  Ton  ait  pour  n  points  a ,  6,  c , . . . ,  e  la  relation 

fl6  -H     -h . . .  -f-     -h     =  o , 

et  consid^rons  un  point  de  plus  J\  on  aura  entre  les  trois 
points  a,  e,y*la  relation 

,  ac  -h  e/-\-/a  =  o. 

Ajoutant  ces  deux  equations  membre  a  membre,  et  obser^ 
vant  que  ea  et  ae  se  detruisent ,  on  a 

ab      be  -i-. ,  .-{^  de     ef-^  fa  =  o. 

Ainsi,  si  la  proposition  est  vraie  pour  n  points,  il  s'en- 
suit  qu'elle  Test  pour  (n-hi)  points*,  mais  nous  I'avons 
demon  tree  pour  trois  points ,  elle  a  done  lieu  pour  quatre, 
puis  pour  cinq ,  etc. 

4.  PrOPKI^tAs  relatives  a  L'W  OU  deux  SEGMEIVTS  ET  A 

LEURS  POINTS  MILIEUX.  —  Lcs  dcux  propositionS  suivantes, 
qui  resultent  iinmediatement  de  la  relation  entre  trois 
points,  nous  seront  souvent  utiles. 

tltant  donnes  deux  points  &^sl'  et  leur  point  milieu  a ,  et 
etant  pris^  sur  la  mSme  droite,  un  point  quelconque  m ,  on 
a  toujours 

ma  -H  ma'  ,     — «      — a 

massz  ,    ct   ma.ma'  =  moL  — aa  . 

a 

Car  on  a  entre  les  trois  points  m^a^a^ 
ma  4-  atf  -f-  am  =  o, 

OU 

ma  =  /wa  -h  a^. 
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Et  pareillement  entre  les  trois  points  m^a^a\ 
ma'  =  moL-i-  aa', 

Ajoutant  ces  deux  equations  membre  a  membre,  et 
observant  que  aa  =  —  aa\  puisque  le  point  a  est  le  milieu 
entre  les  deux  a ,  a\  on  a 

ma  -4-  ma' 
ma  =   • 

Puis,  en  midtipliant  les  deux  equations  membre  a  membre, 

et  rempla9ant  aa'  par  —  aa ,  on  a 

 »     — t 

ma,ma'=smoL  — aa. 

c.   Q.  F.  D. 

5.  £fant  donnes  deux  segments  aa'  et  bb',  dont  les 
points  milieux  sont  on  a  toujours 

^      ab^a'b'  ab'-^a'b 

a5  =   =  • 

2  2 

En  eflet,  prenant  un  point  m  quelconque  sur  la  m^me 
droite,  on  a 

ma  -f-  ma'              ^     mb  H-  mW 
fficf.  z=z  ?    et    /TiR  =   : 

3  2  ' 

d'ou 

fnb  -h  mb'  —  ma  —  ma' 
//1 5  —  w  a  =  «6  =  

2 

Or 

mb  —  ma  =  ab    et    mb'  —  ma'  —  a'  b'\ 

done 

^  ab^€^b' 
ao  =   • 

2 

Et  cbangeant  h  en  V  et  V  en  6, 

ab'^a'b 

ab  =  

2 

C.   Q.   F.  D. 

6.  DeS  SIGNES  4-  et    POUR  EXPEIHER  LE  SENS  DE  ROTA- 
TION DANS  LEQUEL  LES   ANGLES   SONT   FORMES   A   PARTIR  OE 
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LEURs  oRiGiNEs.  —  <Juand  Hn  angle  est  forme  par  deux 
droites  A,  B,  nous  lui  supposerons  une  origine  qui  sera 
Fun  de  ses  c6tes5  si  Tangle  est  d^signe  par  angle  (A,  B), 
le  cAte  A  sera  regarde  comme  etant  son  origine^  et  si  Ton 
^crit  angle  (B,  A) ,  ce  sera  le  cote  B  qui  sera  V origine  dc 
I'angle. 

Un  angle  construit  sur  un  c6te  pris  pour  origine  peul 
^tre  forme  a  droite  ou  a  gauche  de  ce  cote,  la  droite  et  la 
gauche  ^tant  estimees  par  un  spectateur  qui ,  ayant  son 
ceil  au  sommet  de  Tangle,  dirigerait  sa  vue  sur  le  cote  pris 
pour  origine. 

Tons  les  angles  qui  s'etendront,  a  partir  de  leurs  ori- 
gines  respectives ,  dans  un  m^me  sens  de  rotation  deter- 
mine (par  exemple ,  de  la  gauche  vers  la  droite) ,  seront  re- 
gardes  comme  posit ifs,  et  ceux  qui  s'etendront  dans  le  sens 
de  rotation  contraire  seront  regardes  comme  negatifs.  Les 
lignes  trigonometriques  des  uns  et  des  autres  ( tres-genera- 
lement  leurs  sinus,  et  parfois  leurs  tangentes)  auront  les 
signes  -4-  et  — ,  comme  il  est  d'usage  dans  la  trigonometric. 

Quand  une  droite  toumera  autour  d'un  point  fixe,  si 
Ton  a  a  considerer  des  segments  sur  cette  droite ,  leurs  signes 
ne  dependront  pas  precisement  de  la  direction  de  la  droite ; 
ils  dependront  soit  des  relations  existantes  entre  les  seg- 
ments 5  soit  des  expressions  analy tiques  de  ceux-ci ,  expres- 
sions dans  lesquelles  pourra  entrcr  implicitement  la  direc- 
tion de  la  droite. 

Par  exemple ,  si  sur  un  rayon  tournant  autour  d'un  point 
fixe  O,  on  doit  prendre  un  segment  Om  dont  la  lon- 
gueur est  une  fonction  de  Tangle  a  que  ce  rayon  fait  avec 
un  axe  fixe ,  on  portera  sur  le  rayon  lui-meme  les  segments 
dont  les  expressions  auront  le  signe  4- ,  et  sur  le  prolonge- 
ment  du  rayon  au  dela  du  pole  fixe ,  les  segments  dont  les 
expressions  auront  le  signe  — . 
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CHAPITRE  11. 

FONCTION  on   RA.PPORT    ArfHARMOlTIQUE  DE  QUATRE  POINTS  ^ 
DE  QUATRE  DROITES  OU  DE  QUATRE  PLANS. 


§  I.  —  Premieres  notions. 

7.  Quatre  points  a^b^c^  situes  en  lignedroite,  etant 
pris  deux  a  deux ,  donnent  lieu  a  six  segments  \  Texpres- 

sion  telle  que  ~^  •  formee  de  quatre  des  six  seg- 

ments, est  ce  que  nous  appelons  fonciion  ou  rapport 
anharmonique  des  quatre  points;  c'est  le  rapport  des  dis- 
tances de  Van  des  points  a  deux  des  autres,  dii^ise  par  le 
rapport  des  distances  du  guatrieme  point  a  ces  deux-^la. 

Nous  donnons  a  cette  fonction  le  nom  de  rapport  anhar- 
monique, parce  que  y  dans  le  cas  particulier  ou  elle  est  egale 
a  —  I,  on  dit  que  les  quatre  points  sont  en  relation  ou  en 
rapport  harmonique ,  expression  employee  paries  Grecs  et 
en  usage  de  nos  jours  (*) . 

Quand  quatre  droites  A ,  B,  C ,  D,  situees  dans  un  m&me 
plan ,  passent  par  un  m&me  point ,  nous  appellerons  fonc- 
tion ou  rapport  anhamionique  des  quatre  droites ,  I'expres- 

^  i,  sin(A,  C)    sin(B,  C)     r      '    j       •  j 

sion  telle  crue  -7—7-: — :  .  '  ,         lormee  des  sinus  de 
^     sin(A,  D)   sin  (B,  Dj 

quatre  des  six  angles  que  ces  droites  font  deux  a  deux. 

\o\t  Collections  nmthematiques  dc  Pappus,  livre  III,  propositions 
9,  10,  eic. 

L'expression  fonciion  ou  rapport  anharmonique  que  j^ai  employee  dans 
mon  Apercu  historique  sur  Vorigine  et  le  developpement  dvs  Mdthodes  en 
Geom^trie,  Bruxelles,  iSSy,  ayant  ^tc  adoptoc  par  pliisicMirs  gco- 

niMres  dans  loun  ouvrages,  je  continiterai  ici  d^en  faire  ufta{;c. 
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Quand  les  quatre  droiles  sont  parallelcs ,  on  prend  pour 
leur  rapport  anharmonique  celui  des  quatre  points  d'in- 
terseclion  de  ces  droites  par  une  cinquiime. 

Entin,  quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une 

J    .  .         „  sin(A.,C)  sinfB, 

meme  droite,  1  expression  telle  que  -r—r: — ~  :  .  ' 

^        ^  *      SID  (A,  D)    sin  (B,  D) 

s'appelle  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans. 

Et  quand  quatre  plans  sont  paralleles,  leur  rapport 

anharmonique  est  celui  des  quatre  points  de  rencontre  de 

ces  plans  par  une  droite  transversale. 

8.  Nous  doniK?rons  un  signe  au  rapport  anharmonique 
de  quatre  points.  Cc  signe  se  pent  determiner  de  deux 
mani&res;  soit  par  la  regie  generate  des  sigiies,  appliquee 
aux  segments  qui  entrcnt  dans  celte  fonction,  soit  par  la 
consideration  suivantc.  Chacuii  des  deux  rapports  qui 

fomient  I'expression  ~^  •  ^  ^^t  forme  de  deux  segments  qui 

ont  une  extremite  commune  5  chaque  rapport  aura  Ic  signe 
-4-  ou  — ,  suivant  que  ses  deux  segments  seront  comptes 
dans  le  mome  sens  ou  en  sens  contraires,  a  parlir  deleur 
extremite  commune ;  et  le  signe  de  la  fonction  anharmo- 
nique dependra  des  signes  des  deux  rapports  qui  y  entrent, 
d'apres  la  regie  de  la  division  algebrique;  c'est-a-dire  qu'il 
sera  4-  ou  — ,  selon  que  les  deux  rapports  auront  le  meme 
signe  ou  des  signes  diflerents. 

Ces  deux  manieres  de  determiner  le  signe  d'un  rapport 
anharmonique  sont  identiques  quant  au  resultat;  elles 
donnent  toutes  deux  le  m6me  signe,  quel  que  soit  meme  le 
sens  dans  lequel  on  compte  les  segments  positifs ,  quand  on 
applique  la  regie  generale.  Aussi,  quand  nous  n'aurous  a 
considerer  que  des  fonctions  anharmoniqucs,  nous  deter- 
minerons  leurs  signes  de  la  scconde  maniere,  qui  est  plus 
cxpedilivc;  inais  quand,  avec  ces  fonctions^  nous  aureus  a 
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considerer  d'autres  segments,  nous  devrons  observer  la 
regie  generale  des  signes. 

Ce  que  nous  disons  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
points,  doit  s' entendre  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites ,  ou  de  quatre  plans. 

9.  Quatre  points  a^b^  d  donnent  lieu  a  six  rapports 
anharmoniques.  Mais  on  pent  n*en  considerer  que  trois , 
paixe  que  les  trois  autres  seront  les  valeurs  inverses  de  ces 
trois  premiers.  Nous  prendrons  les  trois  rapports 

ac    be  ad  cd         ab  db 

ad  '  bd^        ab  '  cb^        ac  '  dc 

Le  meme  point  a,  dans  ces  trois  rapports,  est  associe  ou 
conjugue  successivement  avec  les  trois  suivants  i,  c,  cL 
C'est  pour  cela  qu'on  ne  peut  former  que  trois  rapporis 
distinctSy  et  leurs  trois  inverses,  qui  sont 

ad  bd  ab    cb  ac  dc 

ac  'be  ad'  cd         ab  '  db 

Quand  nous  parlerons  des  trois  rapports  anharmoniques 
de  quatre  points ,  il  sera  toujours  question  des  trois  rapports 
formes  comme  ci-dessus  par  la  combinaison  successive  d'un 
m6me  point  avec  les  trois  autres. 

10.  Quel  qiie  soit  rordre  de  position  de  quatre  points 
a,  b,  c,  d,  deux  de  leurs  trois  rapports  anharmoniques 
sont  toujours  positifs  et  le  troisienie  negatif, 

Cela  est  facile  a  verifier.  Ainsi ,  par  exemple ,  supposons 
les  quatre  points  dans  I'ordre  a,  c,  d-^  le  premier  rap- 
port sera  positif ,  le  deuxieme  negatif ,  et  le  troisieme  po- 
sitif. 

La  consideration  des  trois  rapports  nous  sera  utile  quand . 
nous  iraiterons  des  proprietes  relatives  a  deux  systcmes  de 
quatre  points  qui  oul  lours  rapports  anharmoniques  egaux  ; 
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mais  le  plus  sou  vent  nous  n'aurons  besoin  de  coiisiderer 

qu'un  seul  rapport. 

11.  Connaissant  le  rapport  anharmonique  \  de  quatre 
points  dont  trois  sont  donnes  de  position ,  construire  le 
quatrikme, 

Soient  a^b^c^  d  les  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 

aC       be  .     r   1  r  .  .r 

monique  ^  •  quantite donnee  A ,  positive  ou  nega- 

tive. Trois  des  quatre  points  etant  donnes ,  on  demandc  de 
determiner  le  quatri^me. 

Soit  h  [fig.  i)  le  point  inconnu.  Par  le  point  a  on 
mene  une  droite  quelconque  sur  laquclle  on  porte  deux 
segments  aa,  aa'  qui  soient  entre  eux  dans  le  rapport 
ces  deux  segments  etant  pris  du  m^me  c6le  du  point  a  si 
X  est  positif ,  et  de  c6tes  opposes  s'il  est  negatif. 

On  mene  les  deux  droites  ac,  a'd^  et,  par  leur  point 
d'intersection  6,  une  parall^le  a  la  droite  aa-,  cette  pa- 
rallele  determine  le  point  b.  En  elTet,  on  a  dans  les  deux 

triangles  semblables  aac,  Sic,      =  ^9  et  dans  les  deux 

triangles  semblables  a'ad^  obd^^  =  ^  ;  ces  deux  equa- 
tions ,  divisees  membre  a  membrc ,  donnent 

ac    be  act   ^ 

ad'  bd      a  a' 

Ce  qui  prouve  que  le  point  b  ainsi  determine  est  le  point 
demande.  Cette  construction  sert  aussi  pour  determiner 
Tun  des  deux  points  c  et  car  pour  determiner  le  point 
c,  par  exemple,  on  m^nera  par  le  point  b  la  parallMe 
a  la  droite  aa,  laquelle  rencontre  la  droite  a^d  en  un 
point  6 ;  et  la  droite  a  6  donne  le  point  c. 

Si  c'esl  le  point  a  qu'il  faut  determiner,  on  ecrira  I'ex- 
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pression  du  rapport  anharmonique  ainsi  : 

bd  ad 

—  :  —  =:  A, 

oc  ac 

et  Ton  fera  la  construction,  comme  precedemment ,  en 
substituant,  bien  entendu,  le  point  b  an  point  a;  c'esl- 
a-dire  qu'on  portera  sur  une  droile  men^e  par  le  point  b 
deux  segments  dans  le  rapport  X ,  etc. 

Si  X,  au  lieu  d'etre  un  nombre,  positif  ou  n^gatif ,  est  le 
rapport  de  deux  droites  donnees  de  longueur,  on  pourra 
porter  ces  deux  droites  elles-mcmes  de  a  en  a  et  en  a', 
du  m^me  c6te  du  point  a ,  ou  de  c6tes  dilTercnts ,  selon  que 
le  rapport  des  deux  droites  sera  positif  ou  negatif. 

12.  Quelle  que  soit  la  valeur,  positive  ou  negative,  de  la 
quantite  X,  la  construction  est  toujours  possible.  Toutefois 
il  y  a  trois  cas  particuliers  ou  le  point  cberch^  coincide 
avec  Fun  des  trois  points  donnes.  Soient  a ,  J ,  c  ceux-ci , 
et  d  le  point  cberche. 

I®.  Si  X  est  nul ,  on  a  ac .  fcc?  =  o ,  et  le  point  d  coincide 
avec  le  point  b. 

a**.  Si  X  est  infini ,  on  a  a^Z.  6c  =  o ,  et  le  point  d  coin- 
cide avec  le  point  a. 

3°.  Enfin  si  X  =  H- 1 ,  le  rapport  ^  doit  fetre  egal  a  ^  et 

de  m^me  signe ,  ce  qui  exige  que  le  point  d  coincide  avec  le 
point' c. 

D'apris  cela,  nous  dirons  que  le  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  points  distincts  ne  peut  pas  etre  egal  a 
-f-i,  ni  etre  infini  ou  nul,  mais  qud  peut  a^oir  toute 
autre  valeur  positis^e  ou  negaiwe. 

Quand  le  rapport  anharmonique  est  egal  a  —  i,  on  dit 
cpieles  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique,  II  existc 
alors  entre  les  quatre  points  diverses  relations  dont  plu- 


12  TRAIT6  DE  GEOMETRIE  SUP^RIEURE. 

sieurs  sont  d'un  grand  usage  en  geometrie.  Nous  les  ferons 

connaitre  dans  un  des  chapltres  suivants. 

§  n. — Proprietes  geometriques  du  rapport  anharmonique. 

\  3.  Si  par  quatre  points  en  ligne  droite  on  mene  quatre 
droites  concourantes  en  un  rn^me  point ,  le  rapport  ankar^ 
monique  de  ces  quatre  droites  sera  egal  a  cehii  des  quatre 
points,  et  aura  le  niSme  signe, 

C'cst-a-dire  que  a ,  d  etant  les  quatre  points,  et 

A ,  13,  C ,  D  les  quatre  droites ,  lesquelles  concourent  en  un 
m(^me  point  O ,  on  aura 

sin  (A,  C)  sin  (B,  C)  ac  be 

sin  (A,  D)  *  sin  (B,  D)  '^ad'Td' 

En  ellet,  on  a  dans  les  deux  triangles  /zOc,  aOd  (Jig.  a), 

sinaOc  ac       sinaOd  ad 

sine       flO'      sia<i  aO^ 

d'oii 

sin  aOc  ac   sin  c 

^xnaOd     ad  %\xid 

On  a  pareillement 

sin  bOc   be    sin  c 

sin  bOd      bd    sin  d 

Done 

sinaOc   sin  bOc  ac  be 

sinaO^/'  %\VLbOd^  ad  '  bd 

Cela  demontre  que  les  deux  fonctions  anharmoniques  ont 
la  m^mc  valeur  numerique ,  mais  sans  impliquer  Tidentite 
de  leurs  signes.  En  effet,  le  rapport  de  deux  coles  d'un 
triangle  n'a  pas  de  signe,  puisque  ces  c6tes  ne  sont  pas 
sur  uiie  m^me  droite;  et  il  en  est  de  m^me  du  rapport  des 
sinus  des  deux  angles  opposes.  Par  consequent,  Tegalitede 
ces  deux  rapports  ne  comportc  aucune  consideration  dc 
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signes ;  et ,  par  suitel,  notre  equation  finale  exprime  seule- 

ment  I'egalite  numerique  des  deux  fonctions  anharmoniques 

en  question.  U  reste  done  a  prouver  que  ces  deux  fonctions 

ont  le  m^me  signe.  Pour  cela,  il  suffit  d'observer  que  les 

J  sinaOc       ac  ,  ,  . 

deux  rapports  - — et  — :  ont  evidemment  le  meme 
smaOa  ad 

/o\       J      *      1     1  sin^Oc     he  , 

signe  (o) ;  et  de  meme  les  deux  rapports  ^.^^^^  et       d  ou 

il  resulte  que  les  deux  fonctions  ont  le  meme  signe. 
Done,  etc. 

14.  Quand  deux  transversal es  rencontrent  un  fadsceau 
de  quatre  droites  en  des  points  a,  b,  c,  d  et  a',  b',  c',  d', 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  premiers  points  est 
egal  a  celui  des  quatre  autres  et  de  m^me  signe, 

Ainsi  Ton  a 

ac     be        a  c'     b' c* 

Cela  resulte  immediatement  de  la  proposition  precedente. 

II  est  Evident  que  celte  egalit^  a  lieu  a  Tegard  de  quatre 
droites  parallcles,  ou  concourantes  a  Tinfini. 

15.  CoBOLLAiaE.  —  Les  transvcrsales  ont  des  directions 
quelconques  \  chacune  d'elles  peut  6tre  parall^le  a  Tune  des 
quatre  droites ,  auquel  cas  chacun  des  rapports  anharmo- 
niques se  simplifie,  et  se  r^duit  au  simple  rapport  de  deux 
segments. 

Ainsi ,  supposons  la  premiire  transversale  parallele  a  la 
droite  B;  le  point  h  est  a  Tinfini ,  et  le  rapport  ^  est  egal 
a  I'unite;  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
i,  c,    a  pour  expression       et  Von  a  I'^quation 
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Pareillement ,  si  la  seconde  transversale  est  parall^le  a  la 
droite  D,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a\ 

a'  e' 

h\  c\  d\  dont  le  dernier  est  a  Tinfini,  se  r^uit  a  t7-7» 

v  C 

et  Ton  a 

ac  a!  </ 

16.  Le  theorime  (14)  peul  s'enoncer  ainsi  :  Quand 
qiiatre  points  sont  en  ligne  droite  y  si  Von  en  fait  la  per- 
spectii^e  sur  un  plan^  Ics  quatre  points  en  perspective  aw- 
ront  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
points  proposes, 

CVst  ce  qu'on  exprimera  plus  bri^vement  en  disant  que : 
Quand  on  fait  la  perspective  de  quatre  points  en  ligne 
droite,  leur  rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

11  est  clair  que  la  perspective  peut  citre  uue  projection 
par  des  droites  paralleles. 

17.  Quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une 
m^me  droite ,  un  plan  transversal  les  coupe  suivant  quatre 
droites  dont  le  rapport  anharmonique  est  toujours  egal  a 
celui  des  quatre  plans. 

En  eil'et ,  un  second  plan  transversal  coupe  les  quatre 
plans  suivant  quatre  droites  a',  ft',  c',  /i'  qui  rencoutrent 
respectivement  les  quatre  premieres  a,  c^  d  en  quatre 
points  a,  6,  y,  S  en  ligne  droite.  Le  rapport  anharmo- 
nique de  ces  quatre  point^^  est  egal  a  celui  des  quatre 
droites  ft,  c,  rf,  et  a  celui  des  quatre  droites  a\  b\  c', 
d^  (13).  Done  ceux-ci  sont  ^gaux  entrc  eux. 

Supposons  que  le  deuxieme  plan  transversal  soit  per- 
pendiculaire  a  la  droite  d' intersection  des  quatre  plans, 
les  quatre  droites  a',  ft',  c',  d^  feront  entre  dies  des  angles 
egaux  precisernent  aux  angles  des  quatre  plans  ^  done  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  droites ,  et  consequem- 
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ment  celui  des  quatre  premieres  droites  a^b^c^  sera 
egal  a  celai  des  quatre  plans.  Le  theor^me  est  done  d^ 
montre. 

18.  Quand  quatre  plans  passent  par  une  mSme  droite, 
line  trawersale  quelconque  les  rencontre  en  quatre  points 
dont  le  rapport  anharmonique  est  egal  a  celui  des  quatre 
plans. 

En  effet ,  si  par  la  transversale  on  mene  un  plan ,  il  cou- 
pera  les  quatre  plans  suivaut  quatre  droites  dont  le  rapport 
anharmonique  sera  egal,  d'une  part  a  celui  des  quatre 
points  (13),  et  de  I'aulre  a  celui  des  quatre  plans  (17); 
done  celui-ci  est  egal  a  celui  des  quatre  points.  Done ,  etc. 

19.  On  conclut  du  theoreme  (17)  que  :  Quand  quatre 
droites  siluees  dans  un  plan  coficourent  en  un  niSme 
pointy  si  Von  en  fait  la  ptirspectit^e  sur  un  plan,  on  a  quatre 
autres  droites  dont  le  rapport  anharmonique  est  egal  a 
celui  des  quatre  premieres. 

20.  Usage  des  points  situ£s  a  l'infiwi,  pour  former 
DES  rapports  A^HARMONIQUES.  —  Quaud  dcs  segments  pris 
sur  une  naeme  droite  out  entre  eux  une  relation  telle ,  qu'en 
y  introduisant  des  rapports  de  segments  comptes  a  parti  r 
du  point  de.cette  droite  situ^  a  Tinfini,  on  puisse  fairc  en 
sorte  que  tons  les  termes  ne  presentent  que  des  rapports 
anharmoniques  et  des  coeflScients  constants ,  la  m^me  rela- 
tion aura  lieu  entre  Ics  sinus  des  angles  formes  par  des 
droites  menees  d'un  m^me  point  quelconque  a  tons  les 
points  de  la  figure,  y  compris  le  point  a  Tinfini. 

Et  la  meme  relation  aura  lieu  aussi  entre  les  points  pro* 
venant  des  intersections  de  ces  droites  par  une  m^me  trans- 
versale quelconque  :  au  nombre  de  ces  points  se  trouvera , 
a  distance  finie,  celui  qui  correspondra  au  point  situe  a 
1  infini  sur  la  premiere  droite. 
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Cette  proposiliou  generale  est  une  consequence  eviilenu* 
du  theorime  (13)  sur  le  faisceau  de quatre  droites  (*) . 

Par  exemple,  considerons  trois  points  en  ligne  droite  a'y 
b\  c\  entre  lesquels  a  lieu  la  relation  identique 

On  amenera  cette  equation  a  ne  contenir  que  des  rapports 
anharmoniques ,  en  ecrivant 

a'b''^  a'b''^'' 
et  en  y  introduisant  le  point  df  situ^  a  Finfini ;  car  les  deux 
rapports       et       sont  egaux  a  1  unite,  et  1  on  peut  ecrire 

a'c'    d'd      a'd'   c'd'  _ 

Cette  equation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmo- 
niques et  des  coefficients  constants  (qui  sont  egaux  ici  a 
Tunite) ,  elle  aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  des  quatre 
droites  A ,  B,  C ,  D  menees  d^un  m^me  point  aux  quatre 
a\  ft',  c',  d\  et  entre  les  segments  compris  entre  les  quatre 
points  dHntersection.  a,  ft,  c,  ^  dc  ces  quatre  droites  par 
une  trans versale  quelconque. 

Les  deux  theor^mes  qui  resultent  de  la  devant  ^tre  d'un 
usage  frequent  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous  allons 
en  faire  Fobjet  d'un  paragraphe  particulier,  et  en  donner 

(*)  M.  Poncelet  so  tert  aussi  des  poinis  ftilu^s  h  Tiofini  pour  rendre 
projectiles  des  relations  de  segments ,  mais  par  des  coribid^rations  g^ne- 
rales  independanles  de  la  notion  dii  rapport  anbarraonique.  (Foir  le  Me' 
moire  sur  Irs  centres  des  mqx^nnes  harmoniques ,  Note  a";  tome  III  da  Journal 
de  Math^matiques  de  M.  Crelle;  aniiee  18^8.)  —  Nous  n^avons  pas  k  trailer 
Ici  cette  question  des  relations  projeclives;  elle  se  prcsentera  plus  tftrd 
avec  les  methodes  de  (ransformation  des  figures.  La  fonction  anharmo- 
nique,  soil  de  quatre  points^  suit  do  quatre  droites,  nous  sera  alors  d^an 
Trequont  usa{70,  commc  ctant  la  base  ou  Vet^mcnt  de  ces  transformations. 
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une  demonstration  plus  imm&liate,  quoique  fondle  sur  les 
m^es  considerations  qui  pr^edent. 

§  ni.  —  Proprietes  de  quatre  points  situes  en  Ugne  tlroite, 
et  JCun  faisceau  de  quatre  droites, 

21.  £tant  donnes  quatre  points  a,  b,  c,  d  en  Ugne 
droite,  on  a  toujours  entre  les  six  segments  que  ces  points 
determinent  deux  h  deuXy  la  relation 

(a)  ab.cd -i- acdh ad.b€=z  Of 

dans  laquelle  on  obsen^e,  relatii^ement  aux  segments,  la 
rhgle  generale  des  signes. 
En  efTet ,  divisant  par  €ib.cd^  il  vient 

.  ac   dc      ad  cd  

'^'db'^'^'Tb'^^' 

Que  par  un  point  0  on  mene  les  quatre  droites  Oa,  0&, 
OcyOd^  et  qu'on  les  coupe  par  une  transyersale  parall^le 
a  la  quatri^me  Od'^  soient  a\  b\  o'  les  points  dHntersec- 
tioD  des  trois  premieres,  on  aura  (15) 

ac   dc     a!  if      ad  cd  d  h' 

L'^quation  a  d^montrer  devient  done 

tfV     f/b'  _ 
a'b'^^W^^' 

ou 

aV-hc'y  =  ou    a'b'^b'c'  ^c'a'=zo, 

Equation  identique  (2).  Done,  etc. 

22.  Pour  former  F^quation  (a) ,  on  peut  consid^rer  k 
part  les  trois  points  b^c^  d^  entre  lesquels  a  lieu  Tidentit^ 
bc'hcd-^db  =  o  dont  on  multiplie  les  termes  respective- 
ment  par  les  segments  ad^  aby  ac, 

2 
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Nous  verrons  plus  urd  qu'on  peut  considerer  I'cTpres- 
sion  sous  un  autre  point  de  vue  et  comme  sc  rj^tachant  a 
une  propriety  generale  d'un  systeme  de  points  en  nombre 
quelconque. 

23.  Si  de  la  forme  abstraite  du  theorime  on  passe  a  son 
expression  concrete,  lesultante  de  la  position  reelle  des 
quatre  points  c  ^  on  voit  que,  des  trois  rectaogles 
qui  enirent  dans  Tequation,  Tun  est  form^  de  deux  seg- 
ments qui  empietent  Tun  sur  Tautre,  le  dcuxieme  de  deux 
segments  qui  n'ont  aucune  partie  commune,  et  le  troisiimc 
de  deux  segments  dont  Tun  est  entierement  compris  sur 
Tautre;  et  Tequation  signifie  que  le  premier  rectangle 
(forme  des  deux  segments  qui  empiitent  Tun  sur  I'autre) , 
est  egal,  numeriquement ,  a  la  somme  des  deux  aiitres. 

Ainsi ,  quand  les  trois  points  sont  dans  Fordre  a,  dj 
on  a 

-^acdb  zz:  ab.cd  ^  ad,  be. 

Cela  r^sulte,  en  eilet,  de  Tequation  generale  (a)]  car  le 
terme  ac.db  j  prend  le  signe  — ,  provenant  de  la  direction 
du  segment  db,  et  les  deux  autres  termes  sont  positifs. 

24.  Quand  quatre  droites  A ,  B,  C,  D  concourent  en  un 
m^me  point,  les  six  angles  quelles  forment  deux  a  deux 
ont  entrc  leurs  sinus  la  meme  relation  que  les  segments 
formes  par  quatre  points  en  ligne  droite,  savoir : 

{b)  sin (A^ Bjsin (C, D)-hsin (A, C) sin(D, B)+sin  (A, D)  sin (B, C)=o. 

En  cffet,  cette  equation  secrit 

sin(A,C)  ^sinfD,  C)     sin  (A ,  D)   sin  (C ,  D)  _ 
^   '     sin(A,B)  '  sin(D,  B)     sin  (A,  B)  •  sin(C,  Bj  "~ 

Et  si  Ton  m^e  une  transversale  qui  rencontre  les  quatre 
droites  en  quatre  points  a,  b^  c,  d^  on  aura  entre  ces 
points  la  relation  (a')  ci-dessus.  Mais  les  deux  premiers 
termes  de  cette  equation  sont  egaux  respectivement  aux 
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deux  premiers  termes  de  I'^quation  {V) ,  comme  ^tant  des 
rapports  anharmoniques  (13).  Done  Fequation  (ft')  est  une 
consequence  du  th^r^me  pr^c^ent.  Done,  etc. 

U  est  clair  que  les  signes  des  sinus  se  determinent  dans 
I'equation  {b)  d'apres  le  sens  de  rotation  des  angles  a  partir 
de  leurs  origines  respectives. 

§  IV.  —  Formules  pour  le  chatigenient     origines  de 
segments  rectilignes  ou  angles. 

25.  Un  point  m  d'une  droite  etant  determine  par  le 
rapport  de  ses  distances  a  deux  points  fixes  Si\h'  de  cette 
droite,  on  demande  d^exprimer  le  rapport  de  ses  dis- 
tances a  deux  autres  points  a ,  b,  e/i  fonction  du  premier 
rapport. 

Exprimons  d'abord  le  rapport  ^  en  fonction  de  • 

n  suffit  de  prendre  la  relation  qui  a  lieu  entre  les  quatre 
points  a^      a\  m^  savoir  : 

4ib.a' m      aa' . mb  -\-  am .  ba'  =z  o \ 

d'ou 

am  aa!      ab  m 

bi^i'^b?'^Vb'~bifi' 

,         ,  a' m        a  m 

Maintenant  on  remplacera  le  rapport       par        en  con- 

sid^rant  les  quatre  points  a\  ft,  ft',  m  qtu  donnent 
a'b.b'm  -h  a'b'.mb     a'm.bb'  =  o; 

d'ou 

bm__bb^      oTb^  b^ 

et,  par  suite, 


(3) 


ab^ 

am     aa'  a!  b 


bm"^  ba!      bb^     a' b  b'm 
a'b''^  a'b''  a'm 


Cette  expression  satisfait  a  la  question. 

2. 
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Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  plusieurs  questlcms, 
surtout  les  deux  (i)  et  (2). 

26.  Si  d'un  point  O  on  m^ne  des  droites  A ,  B,  A',  B',  M 
aux  cinq  points  a,  a\  b\  m^-on  pourra  suLstituer  aux 
segments  qui  entrent  dans  les  equations  (i ,  2  et  3) ,  les  sinus 
des  angles  des  droites  qui  comprennent  ces  segments,  de 
sorte  qu'on  aura  les  formules 

sin  (A,M)     sin  (A,  V)     sin  (A,  B)    sin  (A%M) 
sin(B,M)  ~sin(B,  A')'^8in(A',  B)  *  sin(B,M)' 
sin(B,M)  _sin(B,B^)     sin(AS  B)    sin(B^  M) 
\       sin  (A',  Mj~sin  (A',  B')     sin  (A',  B')  '  sin  (A',  M) ' 
el%^ 

n  sin  (A,  B) 

8in(A,M)  _sin(A,  A^)   sin  (A%  B)  

8in(B,M)  "~  sin(B,  k')     sin(B,  B^)      sin  (A%B)    sin  (B%  m)' 
sin  (A',  B' )     sin  (A',  B' ) '  sin  (A',  M) 

§  V.  —  Proprietes  dc  quatre  points  situes  sur  urie  cir^ 
conference  de  cercle.  —  Formules  fondamentales  de  la 
trigonomeliie.  —  Propriete  du  quadrilatere  inscripuble 
au  cercle, 

27.  Quand  quatre  points  sont  pris  sur  une  circonje- 
rence  de  cercle,  il  existe  entre  les  sinus  des  six  arcs  quils 
comprennent  deux  a  deux,  ou  bien  entre  les  sinus  des 
demi-^rcs,  des  relations  semblables  a  celle  qui  a  lieu 
entre  les  segments  formes  par  quatre  points  situes  en  ligne 
droite. 

C'est-a-dire  que  a^b^  c^  d  etant  les  quatre  points  de  la 
circonference  de  cercle ,  on  a  les  deux  relations 

( 1 )  sin     .  sin  cd  -h  sin  ac . sin  db     sin a^^.  sin  he  =  o, 
et 

(2)  sin  J ab .singed  4-  sin- ar. sin  7  //^  -i-  s\n\ ad, sin  -  be  =  o. 
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En  elFct,  si  Fon  regarde  les  quatrc  points  a^  'h^  d 
comme  appartenant ,  respectivement ,  a  quatre  droites  issues 
du  centre  du  cercle,  les  arcs  ab^  cd^  etc.,  mesureront  les 
angles  de  ces  droites,  et  par  consequent  I'^quation  (i)  ne 
sera  pas  autre  chose  que  Tequation  [b)  qui  a  lieu  entre  ces 
angles  (24) ;  et  si  Ton  regarde  les  points  a,  etc.,  comme 
appartenant  a  quatre  droites  issues  d'un  cinquiime  point 
quelconque  de  la  circonference,  les  demi-arcs  ac,  ic,  etc., 
mesureront  les  angles  compris  entre  ces  droites,  par  con- 
sequent I'equation  (2)  resultera  encore  de  T^quation 
Ainsi  le  theoreme  est  d^montre. 

On  determincra  les  signes  dans  les  deux  equations  pre- 
cedentes  par  la  regie  generate,  c^est-a-dire  en  regardant 
comme  positifs  les  arcs  comptes  dans  un  m^me  sens  a  partir 
de  leurs  origines  respectives ,  et  comme  negatifs  les  arcs 
comptes  dans  le  sens  contraire ,  ou  bien  par  une  conside- 
ration semblable  a  celle  que  nous  avons  indiquec  pour 
determiner  les  signes  de  Tequation  relative  a  un  systime 
de  quatre  points  (23),  c'est-a-dire  que  le  produit  relatif 
aux  deux  arcs  qui  empietent  Vun  sur  V autre  est  egal  h  la 
somme  des  deux  autres  produits, 

28.  C0ROLLAIRES.  —  L'^quation  (i)  donne  immediate- 
ment  les  expressions  des  sinus  et  cosinus  de  la  somme  et 
de  la  difllSrence  de  deux  arcs,  et  T^uation  (2)  la  propriete 
connuc  du  quadrilatere  inscrit  au  cercle. 

En  eiTet,  supposons  dans  T^quation  (1)  que  Tare  bd  soit 
positif  et  egal  a  po  degres ,  on  aura 

sin  db  =z  —  I ,    sin  ad  =  cos  ab ,    sincd  =  cos cb ; 

et  Fequation  devient 

sin  ac  =z  sin  ab .  cos  cb  +  sin  6c .  cos  ab. 

Relation  entre  trois  points  quelconques  a,  c. 
Si  le  point  b  est  situ^  sur  Tare  ac ,  on  a  ac  =  ab  bc^ 


j 
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et ,  en  observant  que  cos  cb  =  cos  be , 

sin  (ab  -+-  be)  =  sin  ab .  cos  be     sin  be .  cos  aby 

ou 

sin(a  +  6)  =  sin  a  cos6  +  sin6  oosa. 

Si  le  point  b  est  au  dela  de  ac ,  on  a  ac=ab  —  cb^  et , 
en  observant  que  sin  be  =  —  sin  eft, 

sin  {ab  —  cb)  =  sin  ab  cos  eb  —  sin  cb  cos  abj 

ou 

sin  (a  —  6)  =  sin  a  cos6  —  sin 6  cosa. 

Maintenant,  que  Ton  substitue  au  point  a,  dans  Fequa- 
tion  (i) ,  un  autre  point  a  situe  a  90  degres  de  distance  du 
premier,  les  sinus  des  arcs  aft,  ae^  ad  deviendront  des 
cosinus ,  et  I'on  aura  cette  autre  relation  generate  entre 
quatre  points  d*une  circonference  de  cercle , 

cos  ab .  sin  cd  +  cos  ac .  sin  db  +  cos  ac/.  sin  ft^  =  o. 

Soit  bd=:-h  90*^,  et,  par  suite, 

%\ndb  =  — 1,    sin  cd  =  cos  cby    co% ad  z= sin  a b;  ^ 

il  vient 

cos  ac  =  cos  ab .  cos  cb  —  sin  ab .  sin  be. 

Relation  generale  entre  trois  points  quelconques  a^b^c. 
Si  le  point  ft  est  situe  sur  Fare  ac,  on  a 

flc  =  flft  -h  Ac  =  a  -t-  6 , 

et 

cos  (a     6)  =  cos  a  cos  S  —  sin  a .  sin  6. 
Si  le  point  ft  est  au  dela  du  point  c ,  on  a 

ac-=.ab  —  cb  z=z  a.  —  6 , 

et 

cos  (a  —  6)  =  cosa  cos6  -h  sin  a. sin  €. 

Ainsi ,  ces  formules  fondamentales  dc  la  trigonometric  st* 
dcduisent  naturellement  de  ridenlitc 

ab  -f-  be  -T-  ea  =1  o. 


I 
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qui  a  lieu  eutre  trois  points  eu  ligne  droite ,  par  la  proprieie 
du  rapport  anharmonique. 

29.  Soil  un  quadrilalire  abed  (fig-  3 )  inscrit  au  cercle^ 
on  a  entrc  les  sinus  des  demi-arcs  sous-tcndus  par  les  cotes 
ct  les  diagonales  Tequation  (2)  qui ,  appliquee  a  la  figure  ^ 
dans  laquelle  les  deux  arcs  ac ,  bd  empi^ent  Fun  sur  Tautre, 
devient 

h\n\aam\db  =  sin  j  a6 .  sin  7  c^/  +  sinyar/.ain  |6c; 

mais  ces  sinus  sont  les  demi-cordes  ah ,  erf,  etc.  \  Tequa- 
lion  n'est  done  aUtre  chose  que  celle-ci  : 

ac.db  =  ab  .cd  -f-  ad.  bc\ 

c'esl-a-dire  que  dans  tout  quadrilatere  inscnt  au  cerclcy  l& 
produit  des  deux  diagonales  est  egal  a  la  somme  des  pro- 
didts  des  cotes  opposes, 

30.  Consid^rons  un  quadrilatere  quelconquc  ABCD 
[fig.  4)?  et  menons  d'un  point  O  quatre  droites  a  se* 
sommets^  on  aura  entre  les  sinus  des  angles  de  ces  droites 
prises  deux  a  deux,  la  relation  (24) 

sin  AOB .  sin  COD     sin  AOC . sin  DOB  +  sin  40D  .sin  BOC  =  o. 

Qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit  des 
quatre  lignes  OA,  OB,  OC,  OD  divis^  par  4,  et  qu'on 
observe  que  I'aire  d'un  triangle  est  egale  au  demi- produit 
de  deux  c6tes  multiplie  par  le  sinus  de  Tangle  compris ; 
on  aura 

tr  AOB .  ir COD  -h  tr  AOC .  tr  BOD  -f-  tr  AOD .  tr  BOC  =  o- 

En  determinant  les  signes  d'apres  le  sens  de  rotation  des 
angles  AOB,  etc.,  comme  il  a  ^t^ dit  (27),  on  reconnait  que 
quand  le  quadrilatere  est  conrexe,  T^quation  exprime  que, 
5/  un  point  pris  dans  le  plan  du  qiuidrilatere  est  regarde 
comme  le  sommet  commun  de  six  triangles  ay  ant  pour 


24  TRAIlt  D£  GfiOMl^TRIE  SUPMlRIEURE. 

hoses  les  quatre  cdtes  et  les  deux  diagonales  du  quadri- 
latere,  le  produit  des  aires  des  triangles  qui  auront  pour 
bases  les  deux  diagonales,  sera  egal  h  la  somme  ou  a  la 
difference  des  produits  des  aires  des  triangles  qui  auront 
pour  bases  les  cdtes  opposes,  selon  que  le  point  sera  pris 
au  dehors  ou  dans  Vinterieur  du  quadrilatkre  (*). 

§  VI.  —  Relations  entre  les  trois  rapports  anharmoniques 
d'un  ^Sterne  de  quatre  points  ou  d*un  faisceau  de 
quatre  droites. 

3i .  Les  trois  rapports  anhannoniques  d'un  systime  de 
quatre  points  en  ligne  droite  a,  b^  c^d^  sont 

ac  be  ad  cd  ab  db 
ad  '  bd^    ab  '  cb^     ac  '  de 

Leur  produit  est  egal  a  —  i  5  ce  qui  se  v^rifie  de  soi-m^me  5 
et  ils  ont,  deux  a  deux,  des  relations  tres-simples,  qu'on 
lire  de  Fequation 

ab,cd     acdb  -h  ad, be  =.  o, 

qui  a  lieu  entre  les  quatre  points.  U  suffit  de  diviser  cette 
Equation  successivement  par  ses  trois  termes.  Divisant  par 
ad.bc^  on  a 

ab    cb     ac  be 

ou 

I 

 rapport  4-1=0. 

2*  rapp.  "^"^ 


{*)  Ce  theoreine  a  ete  demonire  par  Monge  dans  )e  Journal  de  r£cole 
Poljrtechnique ,  XV«  cabter,  page  86.  L^auleur  le  conclut  d'une  ideoiite 
entre  huil  quantiles  qui  soot  les  coordoiinees  det  quatre  sommets  du  qua* 
drilaterc  ol  cn  fonction  dcsquclles  s^exprimcnt  les  aires  des  triangles.  Cette 
ideniile  uvait  dej«  ole  doiinoe  pur  Foniaiue  dans  uu  Mcmoiro  d'aualyso  de 
•748. 
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On  trouve  ainsi  les  trois  relations 


 =  1  —  i""  rapport, 

2*  rapp. 

 =  I  — 2«  rapport, 

3*  rapp. 

—  =1  —  3*  rapport. 

!«'  rapp.  '^'^ 

Ainsi  un  des  trois  rapports  etant  donne,  ces  equations 
font  connaitre  Ics  valeurs  des  deux  autres.  Les  expressions 
du  deuxi^me  et  du  troisieme  rapport  en  fonctiou  du  pre- 
mier, sent 

2«  rapport  =  1-  , 

'^■^         1  —  I"  rapp. 

^  1"  rapp.  —  I 

3*  rapport  =  — -r-^-  

I  rapp. 

32.  Ce  qui  precMe  s'entend  ^videmment  des  rapports 
anharmoniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites,  puisque 
ces  rapports  sont  egaux  a  ceux  des  quatre  points  qu'une 
transversale  quelconque  determine  sur  ces  droites  (13). 

expression  du  rapport  anhamionique 
de  quatre  points,  ou  d'un  faisceau  de  quatre  droites. 

33.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  pent  se 
mettre  sous  une  expression  ou  entre  un  cinqui^me  point  pris 
arbitral rement  sur  la  m^me  droite  que  les  premiers.  Soient 
a,     c,  d\t%  quatre  points,  et  m  le  cinquieme,  on  aura 

mb  md 

,  .  ac    be      ab  ad 

(i)  — : — =  . 

ad    bd     mb  mc 

ab  ac 

En  eflet ,  ou  peut  ecrire 


ac 


be   db    cb  (^^  ,  'W^X   feb  mb\ 

bd      da  '  ea      \da  *  ma )  '  \ca  '  ma  I 
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Or,  Oil  a  entrc  les  quatre  points  a,  6,      m ,  la  relation 

ab . dm  -f-  ad. mh  -f-  am ,bd  =  o; 

ou 

db .  ma  ab .  md 


da,mb  cpd.mb 
Et  pareillement,  cntre  les  quatre  points  a^h^ 

cb,ma   ab.mc 

ca.mb  ac.mb 

II  vient  done 

ab.md  mb  md 
ac    be  ad,mb      ab  ad 

ad'  bd  ab.mc      mb  mc 

acmb      ab  ac 

c.  Q.  r.  D. 

34.  Si  dans  cette  expression  du  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  a^b^      d  on  suppose  que  le  einquieme 

point  m  soit  a  Tinfini,  les  rapports  ^  et  ^  seront  egaux 
a  Tunite,  et  il  viendra 

I  I 

,  .  ac    be      ab  ad 

(2)  —  :  -T—  i=  

^  ^  ad  bd 

ab  ac 

Ce  qui  est  une  nouvelle  maniere  d^exprimer  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  en  fonction  seuleinent  des 
distances  de  Tun  d'eux  aux  trois  autres. 

35.  Aux  segments  mc,  md  on  pent  suhstituer  les 
perpend iculaires  abaissees  des  trois  points  d  sur  une 
droite  quelconque.  Car  si  Ton  suppose  que  le  point  m  soit 
a  Tintcrsection  de  cette  droite  el  de  la  droite  ai,  les  irois 
perpendiculaires  que  je  designe  par  S,  y,  0  sout  propor- 
lionnelles  aux  trois  segments        mc,  mdy  et  Texpression 
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du  rapport  anharmonique  peut  s'ecrire 

A  — 1. 

ac    be   ab  ad 

ab  ac 

36.  L'^uation  (i)  se  met  sous  la  forme 

ab  mb 
ac    be  ad'  md  ^ 

ad'  bd  ab  mb^ 

ac  '  me 

et ,  puisqu'il  n'y  cntre  plus  que  des  rapports  anharmo- 
nlques,  on  en  conclut  qu'elle  s'applique  aux  sinus  des 
angles  d'un  faisceau  de  cinq  droites  A,  B,  C,  I),  de 
sorte  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  A , 
B,  C ,  D  s'exprime  ainsi : 

sin(M,  B)  ^  sin(M,D) 
,        sin  (A,  C)  ^  sin(B,  C)     8in(A,  B)      8in(A,Dj  ^ 
sin  (A,  D)  •  sin  ( B,  D)     8in(M,  B)     8in(M,C) ' 
sin(A,  B)  sin(A,G) 

la  droite  M  etant  tout  a  fait  arbitraire. 

Si  cette  droite  est  perpendiculaire  a  la  droite  A ,  on  a 

.  /m-  sin(M,B)     cos(A,  B)  ,^ 

sin(M,B)  =  cos(A,  B),     ■  \'J.=  .  )/ J  =  cot(A,  B); 
^    '   '         V  >   /'    sid(A,  B)     sin(A,  B)  v  ' 

et  de  meme  des  autres  termes  \  de  sorte  que  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  droites  prend  cette  expression 

^         sin  (A,  C)  ^  sin(B,  C)  _  cot  (A,  B)  —  cot  (A,  D) 
^  ^         sin(A,  D}  ■  sin(B,  D)  "  cot(A,  B)  —  cot  (A,  C)' 

dans  laquelle  n^entrent  que  les  angles  que  Tune  des  droites 
fait  avec  les  trois  autres. 
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GHAPITRE  III. 

PROPRI^T^S  RELATIVES  A  DEUX  SYSTEMES  DE  QUATRE  POINTS, 
OU  A  DEUX    FAISCEAUX   DE    QUATRE    DROITES ,  DO»T 
RAPPORTS  ANHARMONTQUES  SOKT  ^GAUX. 


§  I.  —  Proprietes  relatives  a  deux  sys  femes  de  qua  ire 

points, 

37.  Quaud  dciix  sj'Sthmes  de  quatre  points  situes  sur 
deux  droites  et  qui  se  correspondent  un  a  un,  sont  Te/s, 
quun  rnppon  anhajmonique  du  premier  systemc  sdil  ^gal 
au  rapport  anhannonique  du  second  systeme,  les  deux 
autres  rapports  anharmoniques  du  premier  systeme  sont 
egauXy  respectii^ement f  aux  deux  autres  rapports  anhar- 
moniques  du  second  systeme. 

Cette  egalite  resulte  de  I'expression  des  deuxieme  et  troi- 
sieme  rapports  anharmoniques  en  fonction  du  premier  (31 ) . 

Ainsi,  soient  a,  A,  c,  //eta',  b\  c\  d' les  deux  sys- 
temes  de  quatre  points^  chacune  des  trois  equations 

ac    be  a'c'  b'c 

ad  cd  _a'd\c'd' 

ab  db^ajjy  d'  b' 
ac  '  dc      a'  c'  ' d'  c' 

qui  exprimeiit  Tegalite  des  rapports  anharmoniques  cor- 
respondants  des  deux  systemes^  comporte  les  deux  autres. 

D'apres  cela,  nous  pourrons  dire  indiiGSremment  que  les 
deux  systemes  de  quatre  points  onl  les  memes  rapports 
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anhaimonufuesy  ou  simplement  ^  Ic  m€me  rapport  anhar-- 
monique. 

38.  Quand  deux  systemes  de  quatre  points  pris  sur 
deux  droiteSy  et  se  correspondant  un  a  un,  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  egaux,  si  Von  place  les  deux 
droites  de  manikre  que  deux  points  homologues  coin- 
cident ensemble  y  les  trot's  droites  qui  joindront  les  trois 
autres  points  du  premier  sysfeme,  h  leurs  homologues^ 
respectivement ,  concourront  en  un  m^me  point. 

Soient  a^b^c^deX  a\  i',  c',  d'  {fig*  5)  les  deux  sys- 
temes de  quatre  points  dont  les  deux  homologues  a,  a' 
oo'mcident ,  je  dis  que  si  leurs  rapports  anharmoniques  sont 
egaux ,  de  sorte  que 

ac    be  fl'c'  b'c' 

les  trois  droites  ife',  cc',  dd*  concourent  en  un  m^me  point. 

En  effet ,  soit  S  le  point  de  concours  des  deux  premi^res^ 
ct  soit  d"  le  point  ou  la  droite  Sd  rencontre  la  droite  ab', 
Les  quatre  points  «,  i',  c',  d"  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  egal  a  celui  des  quatre  points  a,  b^  c.^  J  (14), 
et  consequemment,  d'apres  Thypothfee,  a  celui  des  quatre 
points  a,  b\  c',  d\  Done  les  points  r/'  et  d"  se  confondent* 
Done,  etc. 

39.  Observation .  —  Celte  proposition  si  simple  est  nean- 
moins  une  de  celles  dont  nous  aurons  a  faire  le  plus  fre- 
quent usage  dans  la  suite. 

EUe  foumit  ici  une  demonstration  directe  du  theor^me 
precedent.  En  effet,  puisque  les  trois  droites  bb\  cc\  dd' 
concourent  en  un  m^me  point  S,  on  pent  consid^rer  les 
deux  droites  abcd^  ab' c* d' ^  comme  deux  transversales 
qui  coupent  un  m^me  faisceau  de  quatre  droites  Sa, 
Sc,  S^.  Conscquemment  le  rapport  anharmonique  des 


32  TRAITig  DE  Gl^OM^TRIE  SUP£RIEURE. 

que  deux  droites  correspondantes  coincident  en  direction, 
les  trois  autres  droites  da  premier  faisceau  rencontreront 
respectiuement  les  trois  droites  correspondantes  du  second 
faisceau,  en  trois  points  situes  en  ligne  droite, 

Soient  Oa,  Oi,  Oc,  Od  [fig.  6)  les  quatre  droites  da 
premier  faisceau ,  et  O'a,  O'i,  O'c,  O'd  les  quatre  droites 
correspondantes  du  second.  Nous  supposons  que  les  deux 
droites  Oa,  O'a  coincident  en  direction;  je  dis  que  les 
trois  points  b^c,  d  dans  lesquels  se  coupent,  deux  a  deux, 
respectivement,  les  autres  droites  des  deux  faisceaux,  sent 
en  ligne  droite. 

En  elFet,  menons  la  droite  be  qui  rencontre  la  droite 
OO'  en  a]  et  soient  les  points  ou  elle  rencontre  les 
deux  droites  Od^O'd.  Puisque  les  deux  faisceaux  ont  leius 
rapports  anharmoniques  egaux,  les  quatre  points  a^b^c^ 
d  ont  leur  rapport  anharmonique  ^gal  a  celui  des  quatre 
points  b^  c^  d'.  Done  les  deux  points  3^  3'  se  confondent. 
Les  deux  droites  Orf,  O'd  se  coupent  done  sur  la  droite  be, 

G.   Q.   F.  D. 

44.  Obsenfation.  —  Cette  proposition  nous  sera  d'un 
usage  tres-utile. 

Elle  foumit  ici  une  demonstration  directe  du  th^reme 
pr^edent;  car  les  quatre  points  a^b^  c^  d  etant  en  ligne 
droite,  leur  rapport  anharmonique,  de  quelque  maniere 
qu'on  le  prenne ,  est  ^al  aux  rapports  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  faisceaux  de  droites;  par  consequent  ceux-ci 
sont  ^gaux  entre  eux. 

45.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  h  une,  respectiuement ,  ont  leurs  rap- 
ports  anharmoniques  egaux,  on  peut  etablir  de  trois 
autres  manieres  la  correspondance  entre  les  droites  des 
deux  faisceaux,  en  conservant  VegaUte  des  rapports  an- 
harmoniques. 

I 

i 

I 


I 
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n  suffira  de  faire  permuter  entre  elles  deux  droites  quel- 
conques  du  second  faisceau,  et,  en  m^e  temps,  les  deux 
autres  droites  du  rn^me  faisceau*  Ainsi  soient  A,  B,C, 
D  les  quatre  droites  du  premier  faisceau,  et  A\  B',  C\ 
D'  les  droites  correspondantes  du  second  faisceau,  les- 
quelles  ont  leur  rapport  anharmonique  ^al  a  celui  des 
quatre  premieres.  On  pourra  prendre  les  quatre  droites  du 
second  faisceau  dans  Tordre  B',  A',  D',  qui  r^sulte  de 
la  permutation  des  deux  droites  A',  B'  entre  elles ,  et  des 
deux  D'  entre  elles  ^  et  dans  cet  ordre  le  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  droites  est  egal  a  celui  des  quatre 
droites  du  premier  systeme  A ,  B,  C ,  D. 

La  demonstration  est  evidemment  la  m^me  que  pour 
deux  systimes  de  quatre  points  (40) . 

Observation.  —  Cette  proposition,  de  m^me  que  celle 
relative  a  deux  syst&mes  de  quatre  points ,  sera  susceptible 
de  nombreuses  applications  qui  procureront  souvent  des 
demonstrations  imm^diates. 


§111.  —  Mmieres   d'exprimer  fegalite  des  rapports 
anharmoniques  de  deux  systemes  de  quatre  points. 

I.  —  Equations  a  deux  termes. 

46.  Soient  a,  i,  c,  ^t  a',  i',  c',  d'  les  deux  systemes 
de  quatre  points ,  Tegalite  de  leurs  rapports  anharmoniques 
s'exprimera  par  Tune  des  Equations  a  deux  termes 

f  ac    be      i/c'  h'd 

\ad  cd      a'd'  c'd' 
''^  Uh  '  cb      a'b'  '  c'b'' 

\ab  db  _n'b'  d'b' 
\ac    dr       a'  c'  '  d' r' 
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II.  —  Equations  a  trois  termes. 

47.  Les  seconds  membres  des  equations  (i)  sont  les  rap- 
ports auharmoniques  du  second  systeme;  or  chacun  d'eux 
est  egal  a  Tuuite  moins  la  valeur  inverse  du  rapport  sui- 

vant :  par  exemple,  i*'  rapport  =\  —     ^    (31 ).  D'apres 

cela,  nos  equations  se  transforment  en  equations  a  trois 
termes ,  que  voici  : 

ac^   bc^     a'h'    &  b' 

ad  cd      a' c'    d^ c' 

ab^   db^     a'd'    b^  _ 
\  ar  '  dc      a'  c'  '  b'  c' 

Ces  equations  nous  seront  d'un  grand  usage. 

III.  —  Autrcs  equations  k  trois  termes. 

48.  En  prenant  sur  la  droite  a'  b*  un  point  arbitraire  m', 
on  peutexprimer  Tegalitedes  doux  rapports  anharmoniques 
par  r equation 

I         1       /;/'//      m' d' 
fib  ~~  Vd  ^ 

1         1  U      m'  c'  ' 

ab      ar      a' b'       a*  c' 

car  le  premier  membre  expriine  le  rapport  anharmonique 
des  quatrc  points  a,  c,  (l\  ct  le  second  membre,  le  rap- 
port anharmonique  des  quatrc  points  a',  //,  c\  d'  (33). 
Cette  equation  prend  unc  forme  plus  simple ,  savoir : 

m'b'    cd_      m'c'    db         m'd'     be  _ 
a' b'  ac.ad       a' c'  ad  ab       a'd'  ab.ar  ' 
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ou 

yo  3     ,  m'b'  m' c'        ,  ,    m!  d' 

(3)       ab.c(i,-rjj      ac.db,—r-T  ''^•-7-77=0. 
ab  a!  (/  a' d' 

On  aura  de  m^me,  en  prenant  un  point  m  sur  la  droite  ah^ 

fl^  ac  ad 

49.  Les  points  m ,  sont  arbitraires  \  si  on  les  suppose 
a  rinfini  et  qu'on  divise  la  premiere  Equation  par  m' et 

secondepar  ma ,  les  rapports  ^r^?  '  ^^^lennent 

^aiix  a  Tunite,  et  Ton  a 

ab.cd     ac.db      ad, be 
a'b'.c'd'      a'c\d'b'  a'd'.b'c' 

(4')  — 7  1  \  —  =  0. 

^  ab  ac  ad 

Chacune  de  ces  quatre  equations  ( 3 ,  3',  4  40  cxprime 
r^alit^  des  rapports  anharmoniques  dcs  deux  systemcs  de 
quatre  points. 

50.  Remarquons  que  Tequation  (3)  s'^rit  de  mani^re  a 
ne  contenir  que  des  rapports  anharmoniques ,  savoir  : 


o. 


fab  ^  cb\  fm'b'  ^  a'b'\       lac^  .  ^\  .  «V\  _ 

\ad'  cd)  \m'd' '  a'd'j       \ad''  bdj  \m' d'   a' d'j 

II  en  est  de  m^me  de  Tequation  (3'). 

§  IV.  —  Manieres  d'expritjier  Vegalite  des  rapports 
anharmonigues  dc  deiix  Jaisccaux  de  quatre  droitcs. 

54.  L'egalitedes  rapports  anharmoniques  de  deux  fais- 
ceaux  de  quatre  droites  s'exprime,  evidemment,  par  des 

3. 


I 
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equations  semblables  aux  pr^c^entes ,  telles  que 


(5) 


sin  (A,  C)  ^  sip(B,C)  _  sin  (K'yC)  ,  8in(B^  C^) 
sin(A,  D)  '  sin  (B,  D)     $in(A',D' j '  sin(B',  D')' 


sin(A,  C)  ^  sin(B,  C)     sin  (AS  B^)  sin(CS  B')  _ 
^  ^       sin  (A,  D)  *  sin(B,  D)"^  sin(A',  D')'  sin(C',  D')~" 

.  /.  «x    .    ^  «^  8in(M',  B') 
sin  (A,  B).sin^C,  D).^     —  ^ 


(7)  ^sin(A,C).«n(D,B)..^^J^ 


sin  (A',  B') 
sin  (MS  C) 
sin  (A',  C) 
sin  (MS  D^) 


.sin{A.D).sin(B,C,.^.^^^,-^_„. 

Cette  derniire  derive  de  I'^quation  (3)  dans  laquelle  on  pcut 
remplacer  les  segments  par  des  sinus ,  parce  que  Tequatiou 
s'ecrit  de  mani^re  a  ne  presenter  que  des  rapports  anhar- 
moniques  (50). 

§  V.  —  Manihres  tVexprimer  qu  iui  faisceau  de  quatrc 
droites  a  son  rapport  anharmonique  egal  a  celui  de 
quatre  points, 

52.  Solent  A ,  B,  C ,  D  les  quatre  droites ,  et  a',  b\  c\  d' 
les  quatre  points  qui  leur  correspondent,  un  a  une,  res- 
pect! vement,  comme  s'ils  provenaient  de  Tintersection  de 
ces  droites  par  une  transversale. 

L'^galite  des  deux  rapports  anharmoniques  s'exprime 
evidemmenl  par  les  equations  (i  et  2),  dans  lesquelles  on 
remplacc  le  rapport  anharinonique  des  quatre  points  a, 
d  par  celui  des  quatre  droites  A,  H,  C,  D,  ce  qui 
donne  des  equations ,  telles  que 

g  sinjAj::)    sin  (B,C)  _  a'c'  by 

^  '  sin  (A,  D)  •  (sinB,  D)      a'd'  '  Vd'' 

.  ^         sin  (A,  C)     sin(B,C)      a' b'  ^  b'  _ 
sin  (A,  1^  '  sm(B,l>)      V7F  '  77'  ~ 
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(lO) 


sin  (A ,  B) .  sin  (C,  D) .  j,-^,  -+-  sin  (A,  C)  sin  (D,  B) . 


srn  (A,  D) .  sin  (B,  C)  ^>  =  o. 
On  a  encore  Tequadou 

8in(A,  B)  sin(A,C) 
Sin  (A,  D) 

qui  resulte  de  I'^quation  (3')  dans  laqucUe  on  remplaco  les 
points  a,  i,  c,  el  le  point  m  par  les  qnatre  droites 
A,  B,  C ,  D  et  une  cinquieme  M. 

On  pent  prendre  dans  T^quation  ( lo)  le  point  m'  a  Tin- 

fini;  alors  les  rapports  ^7^,  et  sont  %aux  a  Tunite, 
et  il  yient 

sin  (A,  B).sin  (C,  D)      sin  (A,  C) . sin  (D,  B) 

(*2)  { 

^    '       *     sin(A,  D).sin(B,C) 


53.  Nous  avons  dit  (7)  que  quand  un  faisceau  est  forme 
de  quatre  droites  paralleles  A',  B',  C,  D',  on  exprime  leur 
rapport  anharmonique  par  celui  de  quatre  points  a',  i', 
c',  d\  intersections  de  ces  droites  par  une  transversale.  II 
s^ensuit  que  Tegalite  des  rapports  anharmoniques  de  deux 
faisceaux  de  quatre  droites  s'exprimera  par  les  Equations 
precedentes,  quand  Tun  des  faisceaux  sera  form^  de  droites 
paralleles . 
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CHAPITRE  IV. 

RAPPORT    HARMONIQ13E   DE   QUATRE    POINTS,    OU  d'l'IT 
FAISCEAU  DE  QUATRE  DROITES. 


§  I.  — Rapport  harmonufue  de  quatre  points. 

54.  Quand  deux  points  a ,  a'  {fig.  7)  divisent  un  s^- 
ment  ef  en  parties  proportionnelles ,  c'cst-a-dire  telles, 
cpe  Ton  ait  ( abstraction  faite  des  signes  des  segments ) 

ae       a'  e 

on  dit  que  les  deux  points  a,  a  divisent  harmoniquement 
le  segment  e/,  ou  bien,  qu'ils  sont  conjugues  harmo- 
niqites  par  I'apport  aux  deux  points  e,  f,  Reciproquement , 
ceux-ci  sont  conjugues  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a',  et  divisent  haimoniqiicment  le  segment  aa\  On  dit 
encore  que  les  qualre  points  sont  en  rapport  harmonique, 
II  nous  sera  quelquefois  utile,  pour  faciliter  le  langage, 
de  dire  que  les  deux  segments  aa\  ef  sont  conjugues  har- 
moniques. 

55.  L'expression  rapport  harmonique,  appliquee  au  sys- 
temedes  quatre  points,  vient  de  ce  que  les  trois  segments 
comptes  de  I'un  de  ces  points  et  termiues  aux  trois  autres 
sont  en  proportion  harmonique. 

On  appelle  ainsi  une  proportion  geometrique  formee 
avec  trois  nombres  tels,  que  le  i^^  est  au  3®,  comme  le 
i"*^  moins  le  2*  est  au  2"  moins  le  'i^ .  Par  exemple,  les 
trois  nombres  6,  3  et  2  sqnt  en  proportion  harmonique , 
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parce  que  -  =  ^ — -  (*).  Cette  relation  de  trois  nombres, 

doQt  deux  sont  arbitraires,  a  re^u  des  Grecs  le  uom  de 

proportion  harmonique  y  parce  qu'elle  se  presentait  dans 

leur  theorie  des  tons  musicaux. 

Nos  quatre  points,  entre  lesquels  a  lieu  la  relation 

ae     a!  e  ,  t-  1  • 

—  =  -—i  sont  tels,  avons-nous  dit,  que  les  trois  segments, 

af  a!f 

comptes  de  Fun  d'eux ,  sont  en  proportion  harmonique.  En 
elTet,  considerons  les  trois  segments  comptes  du  point  a, 
af^  aa'  et  ae ,  et  rempla9ons ,  dans  I'equation ,  a'f  par 
[af — aa')  Ql  a' e  par  [ua' — ae)^  en  ne  consid^rant  que 
les  valeurs  absolues  des  segments ;  on  a 

af  af  —  ad 
ae      an'  —  ae 

Ou 

I  "segment      1" — 2« 


2*  —  3- 


ce  qui  est  la  proportion  hannonique. 

Dans  I'enum^ration  des  trois  segments,  il  faut  regarder 
comme  le  deuxieme  celui  qui  joint  deux  points  conjugues. 

S6.  On  a  coutume  d'exprimer  la  relation  harmonique 


(*)  On  dit  encore  que  le  nombre  du  milieu  surpasse  un  des  extremes  et 
est  surpasse  par  Vautre .  de  quantites  qui  sont  une  m^e  fraction  des  deux 
extremes,  respectivement.  Aiusi  3  surpasse  2,  de  i  qui  est  moitiS  de  el 
3  est  surpasse  par  6,  de  3  qui  est  moitiS  de6. 

Ces  definitions  sont  rapporlees  par  Pappus,  au  commencement  du 
liTre  III  de  ses  Collections  mntMmatiques.  Apris  avoir  dii.tini  les  propor- 
tions arithmStique  et  g^omStrique ,  il  ajoute  :  «  Harmonica  autcm  medietas 
«  est,  quando  roedius  terminus  eadom  parte  et  superai  unum  cxiremoruro  . 
«  eta  reliquo  snperatur ;  ut  habet  Sad  a  et  ad  6,  vel  quando  sit  ut  primus 
«  terminus  ad  tertium,  ita  primus  excessusad  socundnm,  ut  habeni  6,  3,  a.  » 
Pappus  construit  I«s  trois  proportions  dans  le  cercle,  par  une  ini^uw 
figure,  ft  resout  diverges  questions  donl  plusicurs  conccrncnl  la  prupoMion 
harmonique.  * 
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de  qualre  points  par  1  equation  ^=  ^  ou  1  on  ne  consi- 

dere  que  la  valeur  absolue  des  segments  sans  y  faire  entrer 
les  signes  relatifs  a  leurs  directions ,  parce  qu^en  operant 
sur  cette  equation ,  soit  pour  la  transformer,  soil  pour  la 
combiner  avec  d'autres,  on  a  la  figure  sous  les  yeux,  et 
que  I'on  opere  d'une  maniere  concrete,  en  tenant  compte 
de  la  position  relative  des  points.  Nous  devons,  pour  donner 
a  Tequation  sa  signification  g^nerale,  ainsi  qu'&  toutes 
celles  que  nous  allons  en  deduire,  lui  restituer  le  signe  qui 
lui  convienl.  Nous  ecrirons  done  d^sormais 

ac   a!  e 

ou 

at:     a  r 

Le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  a^a\e^  f.  On  pent  done  dire  que  : 

Quatre  points  sont  en  proportion  harmonique  qiiand 
leur  rapport  anharmonique  est  egal  a  —  i . 

Nous  avons  vu  (12)  que  le  rapport  anbarmonique  de 
quatre  points  ne  pent  pas  otre  egal  a  +  i . 

57.  Le  point  a'  ^tant  sur  le  segment  cj\  et  le  point  a 
du  dela,  dans  le  sens  /e,  comme  I'indique  la  figure,  le 
point  a'  est  plus  pres  du  point  e  que  du  point  J\  car  on  a 

eiiire  les  valeurs  numeriques  des  segments  Or 

ac  <^  af  '^  done  a^e<^  a'j\ 

Quand  le  point  a  s'eloigiic  du  point  e,  le  point  a'  s'en 
^loigne  aussi,  mais  beaucoup  plus  lentement,  telleraent 
que  quand  le  point  a  est  a  Tinfini ,  auquel  cas  le  rapport 

•.  est  ecal  a  1  unite,  on  a  aussi  -7-;.=  i  ;  re  qui  niontre 
aj      '    ^  •  a  J  * 
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que  le  point  a'  se  trouve  au  milieu  de  ef.  De  la  r^sultent  ces 
deux  propositions  : 

I®.  Quand  quatre  points  sont  en  rapport  harmoniqiie , 
le  point  milieu  de  deux  points  conjugues  est  toujours  situe 
au  dela  du  segment  compris  entre  les  deux  autres  points 
conjugues. 

a**.  Si  Vun  des  quatre  points  est  a  Vinjini,  son  conjugue 
est  le  point  milieu  des  deux  autres, 

58.  Soient  A,  ft'  (fig.  8)  deux  points  conjugues,  de 
m^me  que  a  et  a\  par  rapport  aux  deux  e^f.  Si  le  point  b\ 
siUii  sur  le  segment  ef^  est  plus  pres  de  e  que  a'^  le  point  h 
sera  aussi  plus  pr^s  de  e  cpe  le  point  a;  de  sorte  que  Ic 
segment  bb'  sera  compris  tout  entier  sur  le  segment  aa\ 
Si  un  point  c'  est  pris  vers  le  point son  conjugue  c  sera 
aa  dela  de  ce  point,  et  les  deux  segments  aa',  ec'  n^auront 
aucune  partie  commune.  Ainsi  : 

Quand  deux  segments  sont  conjugues  harmoniques  par 
rapport  h  un  troisieme,  il  ne  peut  arri^er  que  deux  cas  : 
ou  quils  naient  aucune  partie  commune,  ou  que  Fun 
d'eux  soit  compris  entierement  sur  V autre. 

59.  II  suit  de  la  que  :  Quand  deux  segments  empietent 
en  partie  V un  sur  V autre ,  on  ne  peut  pas  determiner  deux 
points  qui  les  divisent  harmoniquenient  Vun  et  1' autre. 

Nous  dirons  que  les  deux  points  qui  les  divisent  harmo- 
niquement  sont  imaginaircs^  parce  que  Tequation  qui  scrt 
a  determiner,  en  general ,  ccs  deux  points  a ,  dans  ce  cas, 
ses  racines  imaginaires^  commc  nous  le  verrons  plus  tard. 

§  II.  — Manieres  disperses  d' ex  primer  que  quatre  points 
sont  en  rapport  harnionique, 

tK).  \ous  avons  vii  que  (|uaire  points  out  irois  rapports 
anharmoniques  difleients,  donl  un  suflit  pour  delormincr  les 
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deux  autres  (31 ).  Que  celui-la  soit  ^ :  ^7^= —  ^^^^ 
autres  seront 

of    ef      I  aa!  fa! 

ea'      2  ae  fe 

Ecrivons 

lfla'.c/=2fl/.  tfa', 
J  aa' .ye=  2ac  .  yii'. 

Chacune  de  ces  ^uations  exprime  done  que  les  quatre 
points  sont  en  rapport  harmonique. 

61.  L'expression  du  rapport  anharmonlque  de  quatre 
points,  ou  entrent  les  distances  d*un  point  aux  trois  au- 
tres (34) ,  donne  Tequation 

1  I 

aa*  of 

aa*  ae 

OU 

(3)  ^  =  --+--/ 

^  '  aa      ae  aj 

On  a  pareillement 

2  _    I  I 

ef     ea  ca' 

Ces  relations  expriment  que  la  valeur  inverse  de  la  dis" 
tance  d'un  point  a  son  conjugue  est  la  moyenne  arithme- 
tique  des  valeurs  immerses  des  distances  du  nieme  point  auX 
deux  autres, 

62.  Quand  on  a  plusieurs  points  a,  A,  c,  sur  une 
ligne  droite ,  si  Ton  prend  un  point  m  tel ,  que  la  valeur 
inverse  de  sa  distance  a  un  point  determine  O  de  la  droite 
soit  moyenne  arithmetique  entre  les  valeurs  inverses  des 
distances  des  points  «  ,  ft,  r;       au  m^me  point O,  c'est-a- 
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dire,  de  maniere  que  Ton  ait 


_      I  I  t 

n  etant  le  nombre  de  points ,  ct  chaque  distance  devant  etre 
prise  avec  son  signe  -h  ou  — ,  Maclaurin  a  appele  la  dis- 
tance Om  la  moyenne  harmonique  des  distances  Oa, 
06,  etc.  {*)  5  et  M.  Poncelet  a  appele  le  point  m  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  i, . . .  (**). 

D'apris  cela,  nous  dirons  que  :  Qiiand  quatre  points 
sonl  en  propottion  harmoniqiie,  la  distance  de  Fun  d'eux 
h  son  conjugue  est  la  moyenne  harmonique  des  distances 
da  meme  point  aux  deux  autres. 

On  bien  encore  i^Un  point  est,  par  rapport  a  son  con- 
jugue,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux 
atitres  points. 

§  m.  —  Relations  ou  entre  un  point  arbilraire. 
I. 

63.  L^expression  generale  du  rapport  anharmonique  de 
qnatre  points,  dans  laquelle  entre  un  cinqui^me  point  arbi- 
traire  (33),  devient,  quand  ce  rapport  est  egal  a  —  i, 

ma       me  mf 


On  a  de  m^me 


mf  ma  ma* 
ef      ea  ca' 


(*)  De  linearum  g^ometricarum  proprietatibus  generalihus  Tractatus,  §  iS. 
Ceteicellent  oavrage  setrouvo,  sousle  litre  iVApptmdix,  ^  la  suite  dii  Traite 
d^Alg^bre  de  Taiiteur,  traite  postbume  qui  a  par u  vers  i^So  et  n  eu  de 
nombreuses  editions  en  Angieterre. 

(**)  MAnoire  sur  Us  centres  des  moyennes  harmoniques.  (Voir  Journal  de 
Uathematiques  de  M.  Crelle,  tome  I U.) 
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Chacunc  de  ces  equations  ex  prime  done  que  les  deux 
couples  de  points  conjugues  a ,  a'  et  e  ^  f  sont  en  rapport 
harmonique. 

04.  Aux  trois  segments  ma\  me ,  rnf  on  peut  substituer 
les  perpendiculaires  abaissees  des  trois  points  a',  f  sur 
une  droite  men^  par  le  point  m,  lesquelles  sont  propor- 
tionnelles  aux  trois  segments;  et,  puisque  le  point  m  est 
arbitraire,  il  s'ensuit  qu'en  designant  par  a',  e  el(f  les  per- 
pendicidaires  abaissees  des  trois  points  a',  e  et  f  sur  une 
droite  quelconque,  on  a  la  relation 

a'        e  o 

2  .  —  =  -  -h 
aa       ae  aj 

u. 

65.  Rapportons  les  quatre  points  a,  a',  e ,  /  a  une  ori- 

1,,       .      ae  o!  €  ^ 

gine  commune  //i,  1  equation  —  donne 

me  —  ma          me  —  ma' 

mf  —  ma  mf —  ma' ' 

ou 

(5)  ( ma  -h  ma')  {me  -h  mf)  =  2  ma .  ma'  4-  2  me .  mf. 

On  peut  ecrire 

ma  ( me  —  ma' )     ma'  ( mf  —  ma )  -h  —  mf) 

-h  /w/"  (/Tftf  —  me)  =  o; 

ou 

(6)  ma  .a'e     ma' .  o/'-h  me.fa'     mf.  ea  =  o. 
Fa  pareillement 

wrt ,  a'f  -h       .  ae  -f-  me.  fa  ^-  /ri/.  tfrt'  r=  o. 

111. 

(>6.  Soil  a  le  milieu  dfs  deux  point!)  a,    ,  el  O  le  milit'U 
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desdeux  e,/ (/tgr-  9),  Fequaiion  (5)  devient 
(^)  ma ,ma!     mcmfzn  imoL,mO, 

Cette  relation  nous  sera  iris-utile.  Nous  en  conclurons 
tout  a  Fheure ,  en  donnant  au  point  m  des  positions  parti- 
culiei-es  ,  di verses  relations  tres-simples. 

IV. 

67.  Le  rapport  harmonique  s'exprime  encore  par  Tequa- 
tion 

(8)  ma.ma! ,  ef      me  ,f  a.  -h  mf  .  ae  =0, 

ou 

(8')  me  .  mf.  aa'     ma,a'0'+-  ma'  ,0  a  =:o. 

On  pent  d^montrer  ces  equations,  la  premiere ,  par  exem- 
ple ,  par  Ic  raisonnement  suivant.  Si  Tequation  n'est  pas 
identique  quel  que  soit  le  point  m ,  elle  servira  k  determi- 
ner les  positions  de  ce  point  qui  y  satisfont,  et  il  u'y  aura 
que  deux  positions,  car  en  rapportant  tons  les  points 
a,  etc.,  a  une  origine  commune  A,  le  segment  Am 
entrera  dans  I'equation  au  second  degr^.  Or  Fequation  est 
satisfaite  pour  plus  de  deux  positions  du  point  m  :  car  si 
Ton  fait  coincider  ce  point  successivement  avec  les  points 
a,  a\  e,  jf,  on  trouve  des  relations  d^ja  demontr^es^  et 
si  on  le  suppose  a  Finfini ,  on  a  I'identit^  ef  -hfcc  -\-  ae=o. 
L*equation  du  deuxiime  degre,  d'oii  dependraient  les  posi- 
tions du  point  m ,  aurait  done  plus  de  deux  racines  ^  ce  qui 
prouve  qu'elle  est  identique ,  c'est-a-dire  que  Fequation  (8) 
a  lieu  pour  toutes  les  positions  du  point  m.      c.  q.  f  d. 
Autrement.  On  a  la  relation  (7) 

ma. ma*  -4-  me,mf-=.  2  wa./wO, 

et  les  deux  identites 

—.2 

^   me  -f-  me .  mf=  'ime  ,m  O, 
mf  -H  me .  mf  =z  2  m/  .mO. 
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Multipliant  ces  trois  Equations ,  respectivement ,  par  ef^ 
jot,  et  ae,  et  les  ajoutant  membre  a  membre,  il  vient 

_l   a 

ma.ma' .ef  -f-  me ,foL  -\-  mf^oLe  '\' me ,mf{ef  -hfaL  -4-ae) 
=  :LmO(maL.ef'\- me.fdL  -^m/.ae). 

Or  on  a  entre  les  trois  points  a ,  « , 

ef-h/oL-hoLCzzzo  (4), 
et  entre  les  quatre  e^f^ 

moL.ef-^- me,f  a-{- mf,e.!i  =  o  (21); 
il  reste  done 

 S   1 

imi . ma'  .ef-^me.fa.^  mf. a ^  =  o. 

C.  Q.  F.  D.  (*). 

\. 

68.  Remplacons/*a  dans  cette  equation  par  (^e  —  ae) , 
il  vient 

ma.ma' .rf-^  me,fe  —  \me  —  mf  )  ae=  o; 
ou,parce  que  me — mf=  [me-^mf)  [me — mf)  =  2mO,Je^ 
(g)  ma, ma'  —  /wtf -f- 2a<?./w0  =  o. 

§  IV.  —  Corollaires  de  V equation  (7).  —  Relations  oil 
entrent  les  points  milieux  des  deux  segments  aa',  ef. 

69.  Supposons ,  dans  Tequation  ( 7) ,  que  le  point  m  coin- 
cide avec  a  ,  il  vient 

an  .  a «'  -h      .  a/r=  o , 


( * )  Nous  donnerons ,  dans  la  tbtorie  do  rinvolution ,  une  autre  demons- 
iratioo,  appliquee  a  uu  thcor^me  plus  general  relatir  six  points  on  im'o- 
lution,  donl  IVqualiou  actnclle  oV&t  qu^un  cas  pariiculier. 
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ou,  parce  que  aa  =  —  aa, 

•» 

(10)  aa  =  OLCdf. 

Pareillement 

(10')  0'e=0a.0a'. 
Cetle  Equation  donne 

Oe  =r  Oa  —  afl  , 

ou 

— -2   a   a 

(I  i)  art  -f-       =  Oa  ; 

OU  bien ,  entre  les  quatre  points  « ,  a',  e,  y, 

(12)  V  -h  a7)>. 

70.  Si  le  point  m  coincide  avec  le  point  e,  on  a 

ea.ea!  =  a^a.^jO; 

or  2 . eO  =  ef^  done 

( 1 3 )  ca^ca!  eoi^ef. 

ef  est  la  moyenne  harmonique  des  distances  des  deux 
points  a ,  a'  au  point  e  (63)  ^  et  ea  est  ce  qu'on  appelle  la 
moyenne  distance  de  ces  deux  points  au  m^me  point  e  \ 
Tequation  exprime  done  que  : 

Le  produk  des  distances  de  deux  points  a  une  origine 
communey  prise  sur  la  nieme  droite,  est  egal  au  produit  de 
la  moyenne  harmonique  et  de  la  moyenne  distance  de  ces 
deux  points  relatit^es  h  Vorigine. 

Cette  relation  nous  sera  souvent  utile. 

71.  L'equation  (i3),  divis^e,  membre  a  membre,  par 
fa. fa*  =  JoL.fe^  qui  exprime  le  m^me  theoreme,  donne 
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Et,  a  cause  de  Fequation  (i), 

 a 

af 

Pareillement 

 2 

>    Kl\    Off  ' 

ea' 


72.  L'^uadon  (io)s'ecrit^,  =  ^;  done,  d'apres  I'e- 


1         OLQ  fa 
quation  (i5) ,  — ,  =       ^  ou 

(iG) 


of ar? 


On  pent  encore  ^crire,  a  cause  de  Tequation  (lo), 

§  V,  —  Relations  oii  entrent  deux  points  arbitraires. 

I. 

73.  L'equation  (6)  s'ecrit 

iwii   ea'      ma'   af     me  a'f 

 7  7-  -H  ^4-  1=  o, 

mj    ea       mf   ac      ae  mf 

ou ,  en  designant  par  n  le  point  a  Tinfini , 

I  ma  na\  /ea'  na'\  /ma'  na'\  (af  nf\ 
\mf  '  nfj  \ea  '  na  )      \  mf  '  nf  )  \ae'  ne  ) 

(me    mn\     /a'f  a'n\ 
— :  —   •    -4::  —  -f-i=o. 
ae    an  j    \mf  mnj 

II  n'entre  dans  cette  equation  que  des  rapports  anhar- 
moniqucs,  par  consequent  elle  a  lieu  quel  que  soit  le 
point  n  (20). 
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Multiplions  par  mf.  ea .  na'^  il  vicnt 

{18)  ma . nf. a!e  -f-  ma! , ne . af->r  me . /ifl 4- m/. wa' .ea  =z  o. 

Dans  cctte  relation  entre  quatre  points  en  rapport  har^ 
monique,  a,  a',  e,/,  et  deux  points  arbitraires  m,  ces 
deux  points  entrent  de  la  m^me  maniere. 

II. 

74.  ^^crivons  Tequation  (7)  ainsi  : 

ma   ma!       me  mf 

ma.   mO      mx   mO  ' 

oui)  en  appelant  n  le  point  situe  a  Tinfini , 

(ma     na\  / ma'     na'\       f me    ne\  fmf  «/\ 
moL  '  noL  I  \mO  '  nO)       \/wa'rta/  \mO  '  nO  )  ^" 

II  n'entre  dans  cette  equation  que  des  rapports  anliarmo^ 
niqnes;  con^^quemment  elle  a  lieu  quand  le  point  ii  est 
pris  arbitrairement ,  mais  a  la  condition  que  a  et  O  ne 
seront  plus  les  milieux  des  deux  segments  aa',  ej\  mais  bien 
les  conjugu^s  harmoniques  du  point  n  par  rapport  aux 
deux  segments  aa\  ef.  L'equation  prend  la  forme 

ma.  ma'      me.mf   ma.mO 

^  na.na'        ne,nf        '  noL.nO 

Le  point  m  etant  arbitraire,  supposons^le  a  Tinfini ,  et  di  vi- 

ma  ma' 

moL  mO 


^   ,  ma  ma 

sons  par  ma  .mU;  les  rapports  —    — . .  . ,  sont  egaux 


a  Tunite ,  et  il  viept 


I 


na . na'      ne.nf  noL.nO 

Mais  il  faut  remarquer  que  cette  equation  ,  ou  n'entre  qu'un 
point  arbitraire,  n'est  pas  diiTi^rente,  au  fond,  de  Tequa- 

4 
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tion  (7).  En  effet,  ecrivons-Ia  ainsi, 

r  ,  ,         ne.nf  na,na' 

ne,nj  -\-  na  .na  =z  2.  —  .  • 

nO  no. 

cL  etant  le  conjugu^  barmonique  du  point  n  par  rapport 
aux  deux  a,  a',  on  a ,  en  appelant  a,  le  milieu  de  ceux-ci , 
na.na'  =  na.na^  ('0).  On  a  pareillement ,  en  appelant 
Oj  le  milieu  du  segment  ef^  ne.nf  =  nO.nO^,  L'equation 
devient  done 

na.na'  -H  ne.nf  =  2/ia,./i0,; 
ce  qui  est  precisement  T^quation  (7). 

m. 

75.  L^equation  (8)  prend  la  forme 

— 2 

ma,  ma'     ef      me  fa. 

—      a   •  f-  zzz,  '  I  =  o ; 

eoL  r  eoL 

ou ,  en  designant  par  n  le  point  situe  a  Tinfini , 

(ma     na\  /ma'    na'\  lef  nf\ 
'  nf)  \mf  '  TTf)  \^'lir^l 

.( me    ,  ne  \  If  7.  fn\ 

L^equation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmoni- 
ques ,  on  y  peut  supposer  le  point  n  quelconque ,  pourvu 
que  a  n'y  represente  plus  le  point  milieu  du  segment  aa\ 
mais  bien  le  conjugue  barmonique  du  point  n  par  rapport 
aux  deux  a,  a'.  L'equation  devient 

.    .     ma,  ma'   ^  me    .  mf  ^  ^ 

(20)   r-ef.na  +  — ,  /a./i<?  4- 1=  *  cLe.nf  =  o 

^    '     na.na'  *^  —7' 

ne  nf 

51  le  point  m  est  a  Finfini ,  il  vient 

,    ,  ef^ncL      foL  ae 

na,na'      ne  nf 
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On  simplifiera  ces  deux  ecpiations  en  y  rempla9ant 

par  _L- ,     d^signant  le  point  milieu  du  segment  aa'  (70) . 

*  noLx 

76.  Observation.  — On  peut  introduire  un  point  arbi- 
traire  n  dans  les  equations  (lo,...  i5),  par  des  considera- 
tions semblables  a  cellos  dont  nous  venons  de  faire  usage. 
On  aura  ainsi  de  nouvelles  relations  k  deux  termes ,  pour 
exprimer  que  deux  couples  de  points  a ,  a  ele^  f  sont  en 
rapport  harmonique.  Les  points  milieux  a  et  O  des  deux 
segments  aa\  ef  deviennent  dans  ces  relations,  de  m^me 
que  dans  Tequation  (19),  les  conjugues  harmoniques  du 
point  n  par  rapport  aux  deux  segments.  Nous  n'entrerons 
pas  dans  ces  details ,  parce  que  les  formules  que  Ton  ob- 
tient  ainsi  expriment  des  propriet^s  relatives  aux  deux 
points  qui  divisent  harmoniquement  deux  segments  a  la 
fois.  Ces  proprietes  reviendront  plus  tard  comme  conse- 
quences naturelles  de  la  ih^orie  de  Tinvolution  de  six 
points. 

§  VI.  —  Connaissant  y  dans  unc  proportion  harmonirjue, 
deux  points  conjugues  et  le  milieu  des  deux  autres^ 
trower  ceux-ci, 

77.  Les  deux  points  conjugues  a,  sont  connus,  ainsi 
que  le  milieu  O  des  deux  e ,  f.  Ceux-ci  se  d^terminent 
par  la  relation 

Oe  =  -^  0/=±v/0/i.Oft'  (10'). 

D  faut,  pour  que  cette  expression  soit  reelle,  que  le  milieu  O 
des  deux  points  cherch^s  soit  au  dehors  du  segment  aa^]  s'il 
etait  sur  le  segment  lui-m6me,  le  produit  Oa.Oa'  serai t 
negatif ,  et  I'expression  de  Oe  imaginaire.  On  dit  alors  que 
les  deux  points  conjugues  cherches  sont  imaginaires. 
Nous  reviendrons ,  dans  le  cbapitre  suivant,  sur  cello 

4- 
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notion  de  poinU  imaginaii'es,  qui  demandc  quelques  d^ve^ 
loppements.  Toutefois,  il  faut  ajoutcr  ici  que  si  les  deux 
points  donnes  a,  etaient  eux-m^mes  imaginaires ,  les 
deux  points  cherches  e,  y  seraient  necessairement  reels, 
parce  que  dans  ce  cas  le  produit  Oa.Oa' serait  positif, 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin  (89). 
L'cxpression  de  Oe  se  change  en  celle-ci , 

a  etant  Ic  milieu  du  segment  aa'  (4). 

78.  Expressions  de  ae  et  aj\  —  On  a  ae  =  aO  —  eO; 

aO  =  ?    Oe=±  s^Oa.Oa'. 

1 

Done 

ou,  cn  multipliant  et  divisant  par  (\/aO=p  v'^'  O)-, 
xe  ~.  -  . 

§  VII.  —  Faisceau  dc  quatre  droites  en  rapport 
harmoniqiie . 

79.  Quand  quatre  droites  A ,  A',  E,  F,  concourantes  en 
un  meme  point,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  —  i , 
de  sortp  que  I'on  ait 

sin  (A,  E  ;    sin  (A',  E) 
*.sin(A,  F)  '  sin  (A',  F)~"  ~" 

on  dit  que  ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique.  On  dit  aussi  qur  les  deux  droites  E,  F  sont  conju- 
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guees  harmoniques  pa^  rapport  aux  deux  A ,  A',  ou  bien 
qxielfes  dwisent  harmoniquement  F angle  des  deux  droites 
A,  A';  et,  reciproqucment,  que  ces  deux-ci  sont  conjuguees 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres ,  ou  bien  qu^elles 
divisent  harmoniquement  Tangle  de  ces  deux-la. 

Ces  quatre  droites  rencontrent  une  transversale  quel- 
conque  en  quatre  points  a,  a',  e,/'qui  sont  en  rapport 
harmonique  car  on  a 

ae  a'e 

80.  Si  la  transversale  est  parallele  a  Tune  des  droites,  a  la 
droite  A',  par  exemple ,  le  point  «'  sera  a  Tinfini ,  et  Ton 
aura  simplemcnt 

ae 
of 

par  consequent  le  point  a  est  le  milieu  du  segment  ej, 
Cela  prouve  que  si  les  deux  droites  A ,  A'  sont  rcctangu- 

laii*es,lesdeuxE,  F  font  des  angles  egaux  avec  Tune  d'elles^ 

c*est-a-dire  que  : 

Quand  deux  droites  conjuguees  harmoniques  par  rap- 

pott  a  deux  autres  sont  rectangulaireSy  Vune  d*eUes  est 

la  bissectrice  de  fangle  forme  par  ces  deux-ci. 

Et  reciproqucment :  La  bissectrice  d'un  angle  et  sa  per^ 

pendiculaire  div^isent  harmoniquement  cet  angle. 

81 .  On  conclut  de  la  cette  propriete  du  cercle  : 
Quand  deux  points  diuisent  harmoniquement  un  dia- 

metre  y  les  droites  menees  d^uti  point  de  la  circonference 
a  ces  deux  points  sont  egalement  inclinees  sur  la  droite 
menee  du  m^me  point  a  I'une  des  extremiles  du  diametre. 

Car  les  deux  droites  Se,  Sf  [Jig,  lo)  sont  conjuguees 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  S/j  ,  Sa' :  raais  celles-ci 
sont  rectangulaires ;  par  consequent  Tune  d'elles  est  la  bis- 
sectrice de  Tangle  des  deux  droites  S  c ,  S/. 
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§  VIII.  —  Relations  entre  quatfe  droites  en  rapport 
harmonique, 

82.  Toules  les  relations  entre  quatre  points  en  rapport 
harmonique  qui  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  telle , 
qu'elles  ne  contiennent  que  des  rapports  anharmoniques , 
s'appliqueront ,  par  le  simple  changement  des  segments  en 
sinus  d' angles ,  a  quatre  droites  en  rapport  harmonique. 

Ainsi ,  la  premiire  des  equations  (2)  s'ecrit 

aa'  af  

ea!  "  e/  "~ 

On  a  done 

sin  (A,  A^)  sip(A,F) 
sin(E,  A'j'sin(E,F)"~^' 

ou 

sin  (A,  A' ) .  sin  (E,  F)  =  2 sin  (A,  F) .  sin  (E,  A'). 

83.  De  m^me ,  F^uation  (4),  qui  contient  un  point  arbi- 
traire ,  donne  la  suivante ,  qui  contient  une  droite  arbi- 
tral re 

sin(M,A^)      sin  (M,  E)  sin(M,F) 
^  sin  (A,  A')  ~  sin  (A,  E)      sin  (A,  F)' 

Et  pareillement 

sin(M,  F)  _  sin(M,A)      sin(M,  A^) 
^sin(E,  F)  ■~sin(E,  A)      sin(E,  A')' 

Si  Ton  prend  la  droite  M  perpendiculaire  a  la  droite  E,  il 
vient 


tang(E,  F)     tang(E,  A)     tang(E,  A') 
ou 

1  cot(E,  F)  =  cot(E,  A)  -t-  cot(E,  A'). 

84.  La  formule  (19)  donne  celle-ci : 

sin(M^  A)sin(M,  A^)  .  8in(M,  E)sin(M,  F) 
sin(N,  A)sin(N,  A')      sin(N,  E)sin(N,F) 
sin  (M,  a)  sin(M,  O) 
^'  sin{N,  a)sin(N,  O)' 
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dans  laquelle  M  el  N  sont  deux  droiles  arbitraires,  el  a, 
0  les  droites  conjuguees  harmoniques  de  la  droite  ]N  par 
rapport  aux  deux  couples  de  droites  A ,  A',  et  E ,  F. 
Si  les  deux  droites  M,  N  sont  rectangulaires ,  il  vieut 

cot  ( N,  A)  cot  (N,  A' )  -h  cot  ( N,  E )  cot  ( N,  F )  =  2  cot  (N,  a)  cot  (N,  O). 

85.  Enfin,  la  formule  {20)  donne  celle-ci  : 

sin  (M,  A)  sin (M,  A')  .  .  , 

^-Tai  A  \  •  W-^M  E,  F  sin  ( N,  a} 
sin(N,  A)  sin(N,  A')      ^  '    ^      v   >  . 

M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  el  a  est  la  droite 
conjuguee  harmonique  de  la  droite  N  par  rapport  aux  deux 
A  et  A'. 

Si  les  deux  droites       jN  sont  rectangulaires,  il  vieiit 

cot(N,  A)  cot  ( N,  A' )  sin  (E,  F)  sin  (N,  a) 
-f-  cot'  ( N,  E)  sin  (F,  a)  sin  (N,  E) 
-+-cot=(N,F)sin  (a,E)sin(N,  F)  —  o. 
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CHAPITRE  V. 

DU  SYSTEME  DE  DEUX  POINTS  OU  DE  DEUX  DROITES 
IMAGINAIKES. 


§  L  —  Manihre  de  determiner  simultanement  deux  points 
sur  line  droite.  —  Points  imaginaires. 

86.  Deux  points  sont  determines  simultanement,  sur 
une  droite,  quand  on  connait  leur  point  milieu  et  le  pro- 
duit,  OU  rectangle,  de  leurs  distances  a  une  origine  com- 
mune prise  sur  la  m^me  droite. 

Soient  a'  les  deux  points  {fig»  i*)?  «  leur  point 
milieu,  et  le  produit  de  leurs  distances  au  point  fixe  M; 
on  a 

t/=:Mfl.]Vlfl'r:r  M^'— (4), 

d'ou 

— a   a  /  1 

a^i=Ma  —       afl  =  ±yMa  —  v. 

Ainsi ,  la  determination  des  deux  points  depend  de  la  con- 
struction de  Texpression  ^;  et  les  distances  des 
deux  points  a  Torigine  M  sont 

M«  =  Ma  -h  V^Ma  — 
et   

On  pent  done  dire  que  deux  points  sont  exprim^s  ou 
repr^sentes  par  un  pointy  qui  sera  leur  milieu,  et  un  rec- 
tangle, qui  sera  le  produit  de  leurs  distances  a  une  origine 
commune . 
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Qnand  le  rectangle    est  negatif ,  I'expression  y/Ma  — 
est  toujours  reelle,  et  la  determination  des  deux  points 
s'efiFectue  toujours.  Mais  quand  le  rectangle    est  positif ,  il 

faut,  pour  que  Fexpression  v/xMa  —   soit  reelle ,  que  Ma 
soil  plus  grand  que      s'il  est  plus  petit,  I'expression  est 
imaginaire,  et  les  deux  points  cherch^s  n'existent  plus.  On 
dit  alors  qu'ils  isont  imaginaires , 

Nous  appellerons  points  conjugues  ce  systeme  de  deux 
points  determines  simultanement  par  deux  donnees,  savoir, 
leur  point  milieu,  et  le  produit  ou  rectangle  dc  leurs  dis- 
tances a  une  originc  commune. 

87.  On  peut,  en  impliquant  ces  deux  donnees  dans  une 
equation  du  second  degr^  a  une  seule  inconnue ,  represen- 
ter  les  deux  points  par  cette  seule  equation.  Car  on  a 

Mfl-f-Mfl'  =  2Ma    et    Ma.Ma'  =  v; 

d'ou 

Ma  (2  Ma  —  M«)  =  c, 
Ma  —  aMa.Mfl-hP^o, 
ou,  en  representant  Ma  par  x, 

—  aMa.xH-t'rrO. 

Les  racines  de  cette  equation  sont  done  les  distances  des 
deux  points  a ,  a'  a  Forigine  M.  Quand  ces  racines  seront 
imaginaires  y  on  dira  que  les  deux  points  sont  imagi- 
naires. 

88.  Ainsi  Ton  concoit  bien  ce  que  nous  entendrons  par 
deux  points  imaginaires  sur  une  droite;  cela  signifiera 
que  les  deux  donnees  ou  elements  qui  servent  a  la  deter- 
mination des  deux  points ,  savoir,  leur  point  milieu  et  le 
rectangle  de  leurs  distances  a  une  origine  commune, 
donneut  lieu  a  une  expression  imaginaire  des  distances  de 
ces  points  a  I'origine,  ou  bien  que  Tequation  du  second 
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degre,  qui  suffit  pour  representer  les deux  points,  a  ses  ra- 

cines  imagi'n aires, 

Quand  nous  parlerons  de  deux  points  imaginaires,  il 
sera  question  de  deux  points  conj agues  determines  conunc 
il  vient  d'etre  dit,  lesquels  pourront  avoir,  avec  une  figure 
donn^e,  certaines  relations  au  moyen  de  leurs  deux  e/e- 
mentSy  et  il  ne  s'agira  pas  de  deux  points  quelconques  inde- 
pendants  I'un  de  Fautre ,  tels  que  deux  points  qui  appar- 
tiendraient  a  deux  systemes  diiferents  de  points  conjugues. 

89.  Le  produit  de.s  distances  de  deux  points  iniagi- 
naires  a  un  point  reel,  pris  sur  la  m€me  droit e,  est  reel 
ct  toujours  positif. 

Les  deux  points  imaginaircs  sont  determines  par  leur 
point  milieu  a  et  le  produit  de  leurs  distances  a  une  ori- 
gine  m  :  ce  produit  etant     les  distances  sont  (86) 

ma  z=z  moL      y/w  a  — 
ma'  =z  mcf.  —  ^ m  cl  —  v. 
Si  Ton  change  d'origine  et  qu'on  prenne  le  point  M ,  on  a 
ma  =  Ma  —  M  /w , 
ma'  =  M  a'  —  M  /n  ; 
ma, ma'  =  Ma.Ma^  —  {Ma      Ma')Mm  Mw/ 
Or,  ma. ma'  =  m  el  Ma      Ma'  =  2 Ma  ^  il  s  ensuil  que 
M  fl  .  M     =  2 .  M  a .  M  w  4-  ('  —  M  w. 

Ainsi  le  produit  Ma. Ma'  est  toujours  reel. 
II  est  toujours  positif.  En  eflet ,  on  pent  ecriro 

M    .  M  rt'  =        —  (  M  a  —  M  my  -f-  i-. 
Or,  Ma  —  Mm  =  ma]  done 
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^jfia  —  m)  est  negatif  par  hypothese, puisque  les  deux  points 

sont  imaginaires^  done  Ma  — (wa  — p')  est  une  quantite 
positive;  done  Ma. Ma'  est  positif. 

Autrement.  On  simplifie  la  demonstration  en  represen- 
tant  les  deux  points  imaginaires  par  Tequation  du  second 
degre 

JT^  -h  «x  -h  ^  =  o , 

dont  les  racines  sont  les  distances  des  deux  points  a  une 
origine  commune  m, 
Rempla9ant  x  par  x'  -j-  A,  on  a  T equation 

-4-  (2  A  -+-  «)  JP'      A'  -h  «  A       6  =  o  , 

dont  les  racines  expriment  les  distances  des  deux  points  a 
une  autre  origine  M ,  determinee  par  la  valeur  attribuee  a 
A.  Le  produit  de  ces  distances  est  egal  a  (A*-f-  aA  -h  b) ; 
quantite  r^elle  et  toujours  positive,  car  elle  se  met  sous  la 
forme 

(-r-('-r)' 

et  chacun  des  deux  termes  est  positif  \  le  premier,  comme 
Aant  un  carr^ ,  et  le  second  —  ?  parce  que  les  racines 
de  Tequation  proposee ,  savoir, 

sont  imaginaires,  par  hypothese.  Done,  etc. 

§  II.  —  Belations  entre  des  points  reels  et  des  points 
imaginaires. 

90.  Deux  points  imaginaires  peuveni  avoir  des  relations 
reelles  avec  diflerentes  parties  d'une  figure ,  par  exemplc , 
avec  des  points  reels.  Ce  seront  des  relations  dans  les- 
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quelles  les  deux  points  imaginaires  seront  representes  im- 
plicitement  par  leurs  deux  elements y  c'est-a-dire ,  dans  les- 
quelles  entreront  ces  deux  elements. 

Ainsi ,  supposons  que  dans  une  figure  on  ait  trouv^  entre 
trois  points  en  Hgne  droite ,  e,/*,  a ,  le point  milieu  O  des 
deux  premiers,  et  un  autre  point  m  de  la  m6me  droite^ 
cette  relation 

me.mf  ^  if  zzz  2 17/  a . m O, 

\f  etant  un  rectangle  ou  produit  de  deux  lignes,  dependant 
de  la  figure.  On  pent  regarder  ce  rectangle  et  le  point  a 
comme  les  elements  de  deux  points  a,  a'  (reels  ou  imagi- 
naires), le  point  a  etant  leur  point  milieu,  et  le  rectangle  \^ 
le  produit  de  leurs  distances  au  point  m  \  Pequation  pourra 
done  s'ecrire 

me .mf  -4-  ma . ma'  =  2 /w a . /w O, 

et  elle  exprimera  une  propridt6  de  la  figure,  relative  aux 
deux  points  determines  par  les  deux  elements  a  et  v. 

Si  les  deux  points  sont  reels,  on  pourra  les  substituer, 
dans  1  enonce  du  theoreme  exprime  par  Teqiiation ,  au 
rectangle  et  s'ils  sont  imaginaires,  on  pourra,  soit  con- 
server  ce  rectangle  dans  Tenonce  du  theoreme,  soit  y 
introduire  la  notion  des  deux  points  imaginaires  ,  mais  en 
sous-en tendant  la  definition  que  nous  avons  donnee  (88) 
de  ces  points  fictifs. 

91 .  La  propri^te  qu'exprime  I'equation  que  nous  venons 
de  prendre  pour  exemple,  c'est  que  les  deux  points  a,  a',  qui 
ont  pour  milieu  le  point  a ,  sont  conjugues  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  (66). 

Ainsi  Ton  pent  concevoir  deux  points  imaginaires ,  con^ 
j agues  harmoniques  par  rapport  a  deux  points  reels ^  cela 
veut  dire  que  les  deux  points  reels  ont ,  avcc  les  elements 
qui  represontenl  le  sysleme  des  deux  poinis  imaginaires , 
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les  relations  qui  expriment  d'une  mani^re  generate  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  reels ,  conjugues  deux 
a  deux. 

92.  Nous  avons  vu  que  quand  les  deux  points  imagi- 
naires  sont  donnas,  ainsi  que  Ic  milieu  des  deux  autres 
points,  ceux-ci  sont  toujours  constructibles ,  et  par  conse- 
quent toujours  reels  (77).  D  s^ensuit  que  quand  deux  cou- 
ples de  points  a!  et  f  sont  en  rapport  harmonique , 
Tun  des  deux  couples  seulement  peut  etre  imaginaire ,  et 
que  Tautre  est  toujours  r^el . 

Si  Ton  donne  le  systime  des  deux  points  imaginaires 
a,  et  Tun  e  des  deax  points  reels ,  le  second  f  se  deter- 
minera  par  la  relation 

ea ,  ea' =z  ea .  ef  (70), 

dans  laquelle  les  deux  points  imaginaires  entrent  par  leurs 
deux  elements y  savoir,  leur  point  milieu  a  et  le  rectangle 
ea,ea'  de  leurs  distances  au  point  e. 

93.  Quand  deux  systemes  de  points  sont  represeutes, 
respectivement ,  par  deux  equations  du  S€Xond  degre, 

-H  rtx  -4-  ^  =0, 
.r»  -ha'^-h^'=  o, 

les  relations  que  ces  points  doivent  avoir  entre  eux  s'ex- 
primeront  au  moyen  des  coefficients  a,  i,  a\  h\  qui  equi- 
valent aux  deux  elements  dc  chaque  couple  de  points.  S'il 
sagit  de  la  relation  harmonique,  die  s^exprimera  par 
Tequation 

,  aa' 

h  -^h'  =  0, 

qui  equivaut  a 

(>  -f-     =  %maL,ma! ^ 

a,  a!  etant  les  milieux  des  deux  couples  de  points,  et  f^,  v' 
les  produits  de  leurs  distances  a  Torigine  m  (66) . 
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94.  Observation,  —  Bien  que  nous  exprimions  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  par  une  equation  de 
condition  entre  les  elements  des  deux  couples  de  points,  il 
ne  faut  pas  songer  a  exprimer  de  m^me  le  rapport  anhar^ 
monique  de  quatre  points.  La  chose  n'est  possible  dans  le 
premier  cas,  que  parcc  que  les  deux  points  de  chaque 
couple  entrent  d'une  mani^re  sym^trique  dans  la  relation 
harmonique,  de  m^me  que  dans  chacun  de  leurs  deux  e/e- 
ments,  de  sorte  que  Ton  pent  changer  un  point  en  son  con- 
jugu^,  et  vice  versd. 

Si  Ton  pouvait  exprimer  que  le  rapport  anharmonique 

^  :       des  deux  couples  de  points  a,  a'  et  e  ,/*e8t  egal  a  A 

par  une  relation  entre  1  et  les  quatre  elements  des  deux 

couples  de  points,  cette  relation  nHndiquerait  pas  dans  quel 

ordre  on  devrait  prendre  les  deux  points  a,  a',  non  plus 

que  les  deux  e,  J\  de  sorte  qu'on  ne  saurait  pas  si  le  rap- 

,  .  ae     a!  e         af  a'f 

port  anharmonique  est  —  :         ou  —  : 

^  ^  af    a'f         ae     a' c 

§  111.  —  Autres  elements  par  lesquels  on  pent  determiner 
deux  points  imaginaSres. 

95.  On  sait  construire  le  point  conjugue  harmonique  J 
d'un  point  donne  e ,  par  rapport  a  deux  points  r^els  ou 
imaginaires  a,  a'  (92).  Ce  point,  qu'on  appelle  aussi  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux  a ,  a'  par  rap- 
port au  point  donn^  (62) ,  est  toujours  r^el ,  de  m^me  que 
le  point  milieu  des  deux  points  a ,  a'  et  le  produit  de  leurs 
distances  a  une  origine  commune.  De  ces  trois  choses ,  le 
point  milieu  des  deux  points,  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques  par  rapport  au  point  donne,  et  le  rectangle 
de  leurs  distances  a  une  origine  commune ,  deux  suffisent 
pour  determiner  la  troisiime ,  et  par  cons^uent  pour  de- 
finir  les  deux  points. 
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En  effet,  qu'on  represente  le  produit  ma.tna!  par 
l  eqaation  (66)  s'^rit 

f  -f-      . 3nf  =z  ma  (^e  -j-  mf) ; 

relation  entre  les  deux  elements  \^  el  ol  des  deux  points 
a,  a\  reels  ou  imaginaires,  et  leur  centre  des  moyennes 
harmoniquesy* relatif  au  point  e. 

96.  On  pourrait  done  prendre ,  pour  determiner  le  sys- 
teme  de  deux  points  conjugues  susceptibles  de  devenir  ima- 
ginaires, d^autres  elements  que  le  point  milieu  et  le  rec- 
tangle que  nous  avons  choisis  parce  que  ce  sont  les  deux 
elements  qui  se  presentent  le  plus  souvent  dans  les  specu- 
lations geometriques ,  et  qui  entrent  explicitement  dans 
Tequation  du  second  degre  qui  suffit  pour  representer  les 
deux  points. 

En  general ,  on  pent  prendre  toute  relation  geometrique 
qui  conduit  h  une  equation  du  second  degre.  Par  exemple, 
ayant  sur  une  droite  quatre  points  fixes  A ,  A',  B ,  B',  on 
deteiminera  la  position  de  deux  points  a ,  a',  si  Ton  ex- 
prime  que  le  rapport  des  produits  des  distances  de  chacun 
d'eux  aux  deux  couples  de  points  A ,  A'  et  B,  B',  rcspecti- 
vement,  a  une  valeur  donn^e,  c'est-a-dire  que  Ton  a 

Ka.k'  a  _^Aa\A'  a 

Une  maniere  de  determiner  deux  points ,  qui  se  present 
tera  tres-souvent  dans  la  theorie  des  sections  coniqnes, 
sera  de  les  consid^rer  comme  divisant  harmoniquement 
deux  segments  a  la  fois;  ces  segments  pouvant  6tre  reels 
ou  imaginaires. 

On  determine  encoi  e  deux  points  conjugues  par  le  sys* 
teme  d'une  droite  et  d'un  cercle ,  ou  d'une  droite  et  d'une 
section  conique,  et  de  diverses  autres  manieres,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  suite. 
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^  IV.  —  Du  sy Sterne  de  deux  points  imaginaires  en  rapport 
harmonique  ai>ec  deux  points  reels. 

Wl.  La  plupart  des  relations  entre  deux  couples  de  points 
en  rapport  harmonique ,  que  nous  avons  demontr^es  dans 
Fhypothise  de  quatre  points  r^els ,  ne  sont  plus  applicables 
dans  le  cas  ou  deux  de  ces  points  sont  imaginaires ,  comme 
il  peut  arriver  (91 )  c'est-a-dire  que  ces  relations  peuvent 
ne  plus  avoir  de  sens  explicite-,  les  segments  qui  y  entrent 
sont  en  quelque  sorte  desagr^g^ ,  et  ne  representent  que  des 
quantites  imaginaires,  lesquelles  ne  sont  rien  par  felles- 
mc^mes ,  considerees  isolement ;  par  exemple ,  la  relation 

ae  a!  c 

n'a  pas  de  sens  explicite ,  si  a  et  a'  sont  imaginaires.  Celle- 
ci  non  plus 

2    1  1 

ef      en  ea!^ 

et  beaucoup  d'autres. 

Mais  si  Ton  admet  que  Ton  puisse  faire  sur  les  quantites 
imaginaires  les  m^mes  operations  d'addition,  multiplica- 
tion, etc.,  que  sur  les  quantites  reelles,  principe  pratique 
en  algebre ,  alors  on  deduira  de  chacune  de  ces  equations 
une  relation  ou  les  deux  points  a,  ^i' n'entreront  que  par 
leurs  deux  elements,  et  cette  relation  sera  une  expression 
explicite  et  intelligible  du  rapport  harmonique  des  deux 
points  imaginaires  a,  a'  avec  les  deux  point  reels  c^f.  Par 
exemple ,  la  seconde  equation  ci-dessus  donnera 

2        ea      ea!    2.ea 

ef        ea.ea'  ea.ea' 

ou 

ef.etx.  =  ea.ea!  \ 
equation  on  n 'entrent  que  les  deux  elements  des  deux 
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points  imaginaires^  savoir,  leur  point  milieu  a,  et  Ic  rec- 
tangle ea,ea*  de  leurs  distances  au  point  e. 

On  pourra  done  exprimer  les  d^pendances  existantes  entre 
deux  points  imaginaires  et  des  parties  reelles  d'une  figure^ 
dependances  qui ,  au  fond,  ne  peuvent  contenir  que  les  ele^ 
ments  des  deux  points,  par  les  relations  generates  qui 
conviennent  au  cas  de  points  reels  et  dans  lesquelles  ces  ele- 
ments n'apparaissent  pas  explicitcment.  Mais  alors  les  seg- 
ments qui  entrent  dans  ces  relations ,  comme  dans 

doivent  6ire  consider^s  comme  des  symboles,  au  moyen  des- 
quels  on  fait  allusion  au  cas  ou  les  points  seraicnt  reels ,  et 
qui ,  ^mbin^s  entre  eux ,  comme  dans  ce  cas  special ,  con- 
duisent  a  des  relations  ou  n'entrent  que  les  elements  des 
deux  points.  De  sorte  que  la  relation  symbolique  primitive 
nest,  au  fond,  quune  expression  de  cette  relation  entre 
des  elements  toujours  r^els. 

II  sera  done  permis  d'employer  ces  relations  symboliques, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  raisonner  sur  des  points  ima- 
ginaires, comme  on  le  ferait  dans  Ic  cas  analogue  ou  ces 
points  seraient  reels. 

§  V.  —  Maniere  de  determiner  simultanement  deux  droites 
conjuguees  passant  par  un  point  donne,  —  Droites 
imaginaires. 

98.  On  pent  determiner  la  position  de  deux  droites  issues 
d'un  point  donne ,  par  celle  des  deux  points  ou  ces  droites 
rencontrcnt  une  droite  fixe.  Et  quand  ces  deux  points  seront 
imaginaires,  on  dira  que  les  deux  droites  sont  elles-m^mes 
imaginaires. 

On  pent  aussi  determiner  les  deux  droites  directement , 
par  les  angles  qu'elles  font  avec  un  axe  fixe  mene  par  leui- 
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point  concours«  Ces  angles  seront  repr^sentes  par  leurs 
tangentes  ou  cotangentes ;  et  la  position  des  deux  droites 
sera  determinee  quand  on  connaitra  le  produit  et  la  somme 
des  cotangentes.  Soicntco,  cd'  les  deux  angles,  S  et  P  la 
somme  et  le  produit  des  deux  cotangentes-,  celles-ci  seront 
les  racines  dc  Fequation  du  second  degrc 

col'x  —  S  cot x  -4-  P  =  o , 

ou 

cot '  X  —  (cot  w  -4-  cot  w')  cot X  -h  cot » .  cot «'  =  o. 

La  somme  des  deux  cotangentes  fixe  la  position  d'une 
droile,  qui  est  la  conjugu^e  harmonique  de  Taxe  fixe,  par 
rapport  aux  deux  droites  cherch^es  A  ?  A'.  Car,  appelant  F 
cetic  droite  conjuguee,  et  E  I'axe  fixe,  on  aura 

2cot(E,  F)  =  cot(E,  A)  4-  cot(E,  V)  (85), 

ou 

2  cot  (E,  F )  =  cot  w  -f-  cotw'. 

On  peul  done  dire  que  deux  droites  sont  determinees 
simultanement,  quand  on  connait  le  produit  des  cotan- 
gentes de  leurs  inclinaisons  sur  un  axe  fixe  et  la  droite  con- 
juguee harmonique  de  cet  axe  par  rapport  aux  deux  droites 
cherchees.  Cctte  droite  et  le  produit  des  cotangentes  des 
inclinaisons  peuvent  etrc  consideres  comme  les  elements 
propres  a  la  determination  des  deux  droites. 

Les  deux  droites,  nonobstant  la  realitc  de  ces  deux  ele- 
ments, peuvent  6tre  imaginaires ,  Ainsi  Ton  voit  ce  que 
nous  entendrons  par  droites  imagmairss  representees  par 
deux  elements  reels,  comme  Ic  sont  deux  droites  r^elles. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  systcmes  de  points  imagi- 
naires  et  de  leurs  relations  avec  d'autres  parlies  reelles 
d'une  figure,  s'appliquera  naturellement  aux  systcmes  de 
droites  imagin aires.  U  est  inutile  dVntrer  a  ce  sujet  dans 
aucun  nouveau  developpement. 
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CHAPITRE  VI. 

TH£0RIE  DE  LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQUE. 


§  I.  —  Divisions  homograpkiques  de  deux  droit es. — 
Faisceaux  homographiques, 

99.  DEFINITIONS.  —  Quand  deux  droites  sont  divisees 
en  des  points  qui  se  correspondent  un  a  un  et  tellement, 
que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
de  Tune  soit  egal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  correspondants  de  Fautre ,  nous  dirons  que  ces  deux 
droites  sont  divisees  homographiquement ,  ou  bien  que 
leurs  points  de  division  forment  deux  dwisions  homogra^ 
pkiques. 

Nous  verrons  qu'il  y  a  beaucoup  de  mani&res  de  former 
des  divfisions  homographiques , 

Quand  deux  faisceaux  dont  les  droites  se  correspondent 
une  a  une  sont  tels,  que  quatre  droites  quelconques  du 
premier  aient  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des 
quatre  droites  correspondantes  du  second,  nous  dirons  que 
les  deux  faisceaux  sont  homographiques. 

Nous  verrons  plus  tard ,  en  traitant  de  la  theorie  gene- 
rale  des  figures  homographiques  y  la  raison  et  le  sens 
propre  de  cette  expression.  Bomons-nous  a  dire,  pour  le 
moment,  que  cette  notion  des  divisions  et  des  faisceaux 
homographiques  nous  sera  d'un  tres-utile  et  tris-frequent 
usage  dans  la  geometric  des  figures  reclilignes  et  dans  celle 
des  sections  coniques. 

100.  (construction  de  deux  divisions  ou  de  deux  fais- 
ceaux HOMOGRAPHIQUES.  — Unc  droitc  L  ^lant  divisee  en  des 
points  a,  A,  c,         i  yvMi  diviser  homographiques 

5. 


68  TRAITS.  DE  G^OMETRIE  SUPERIEURE. 

ment  une  seconde  droite  L',  on  pourra  prendre  arbitraire- 
ment  sar  celle-ci  trois  points  a',  i',  c'  pour  correspondre , 
un  a  un,  aux  trois  points  a,  J,  c\  puis  determiner  les 
points  d'^  ^'v5  qui  correspondront  aux  autres  points 
e,...  de  la  premiere  droite,  par  la  condition  que  le  rap- 
port anharmoniquedes points  a',  i',  c^et  un  quatriime^t'soit 
egal  a  celui  des  quatre  points  a,  i,  c,  rf;  c'est-a-dire  par 
une  equation  telle  que 

ab  db  _  a'b'  d'b' 
ac  '  dc      aV  '  d'c' 

Je  dis  que  les  points  d'^  determines  ainsi,  diviserout 

la  seconde  droite  honiographiquement  pAr  rapport  a  la  pre- 
miere, c'est-a-dire  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  quelconques  d\  e',...,  sera  egal  a  celui  des  quatre 
points  flf,  e,...  de  la  premiere  droite. 

En  effet,  qu'on  transporte  la  droite  a'i',  de  maniere  a 
faire  coincider  le  points'  avec  le  point  a,  la  droite  a'fc'  fai- 
sant  avec  ab  un  angle  quelconque;  les  deux  droites  bb\ 
cc'  concourront  en  un  point  S,  ct  chacune  des  droites  dd^^ 
ee',...  passera  par  ce  point  (38),  II  s^ensuit  que  quatre 
points  quelconques  d\  e',...  out  leur  rapport  anharmo- 
nique egal  a  celui  des  quatre  points  correspondants 
d^  e,...  (ii)*,  et  par  consequent  les  deux  droites  sont  di- 
vis^es  homographiquement. 

Autrement.  On  determine,  par  hypotliese,  les  points 
d\  e',/',.  •  paries  Equations 

ab  db_a^  d^ 

ac  '  dc       a'd  '  d' r'^ 

ab  eb__  a'b'  ejy_ 

ac  '  cc      a'c^  '  e^c' 


Divisant  merabre  a  membie  les  deux  premieres,  pour  eli- 
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miner  les  points  a  ct  a',  on  a 

db    eb  _  d'b' 

dc  '  ec      d' c'  '  e'c' 

Celte  equation  prouve  que  les  quatre  points  b^c  ^  e  out 
leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  points 
b',  c\  d\  e'. 

Pareillement,  les  deux  systemes  de  quatre  points  b^c^d^f 
et  fc',  c',  d'^f  ont  leurs  rapports  anharmoniques  egaux. 

Ainsi  f  et  torment  une  egalite  de  rapports  anharmo- 
niques avec  d  ei  b\  c\  d\  de  m^me  que  e  et  e'. 
Done,  par  ce  qui  vient  d'etre  demontre  a  I'^gard  des  points 

e  et  ri',  e',  on  conelut  que  c,  d^  f  ont  leur  rapport 
anharmonique  egal  k  celui  de  c',  d* ^    •>  f  - 

II  en  est  de  menie  des  dcJix  systemes  c,  d^  e,  et 
c',  ri',  e',  g^'.  Done,  les  deux  systimes d ,  e, getd%e\J  \  g' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  ^gaux. 

Pareillement,  les  deux  systemes  d^  e^f^  h  et  e',  y /i' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  egaux  5  et  Ton  en  con- 
elut que  les  deux  systemes  e^J\  g^  h  et  e', g'^  h'  ont 
aussi  leurs  rapports  anharmoniques  egaux. 

II  est  done  prouve  que  quatre  points  quelconques  de  la 
premiere  droite  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  ce- 
lui des  quatre  points  correspondants  sur  la  seconde  droite. 

101.  Etant  donne  un  faisceau  de  droites  A,  B,  C, 
si  Ton  veut  former  un  second  faisceau  homographique,  on 
pourra  prendre  arbitrairement  trois  droites  A',  B',  C  de 
ce  faisceau ,  pour  correspondre  respectivement  aux  trois 
A,  B,  C  ^  puis  on  determinera  une  quatri^;me  droite  D'  cor- 
respondante  a  une  droite  quelconque  D  du  premier  fais- 
ceau ,  par  la  condition  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  droites  A',  B',  C,  D'  soit  egal  a  celui  des  quatre 
A,B,  C,  D. 

On  demontrera  directement,  par  les  memcs  raisonne- 
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ments  que  pour  la  division  homographique  de  deux  droites,  , 
que  les  deux  faisceaux  sont  homographiques.  On  peut  aussi 
dire  que,  si  Ton  coupe  les  deux  faisceaux  par  deux  trans- 
versales,  les  points  d'intersection  formeront  sur  ces  deux 
droites  deux  divisions  qui,  d'apris  ce  qui  vient  d'etre  de- 
montr^,  seront  homographiques;  d  oii  il  suit  que  les  deux 
/aisceaux  eux-m^mes  soni  homographiques. 

S  —  Proprietes  geometriques  de  deux  dmites  diUsees 
honiographiquement ,  et  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques, 

102.  Quand  des  droites  issues  d'un  nidme  point  ren- 
contrent  deux  autres  droites,  elles  forment  sur  celles-ci 
deux  divisions  homographiques , 

Soient  des  droites  issues  d'un  point  p  {fig*  la),  el  ren- 
contrant  deux  droites  fixes  SL,  SL'  en  des  points  a,  a' 5 
5  c,  c'j . , .  J  ces  points  divisent  les  deux  droites  SL, 
SL'  homographiquement.  Car  quatre  points  quelconques 
c,  de  la  premiere  droite  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  egal  k  celui  des  quatre  points  correspondants  de  la 
seconde  (14). 

II  est  clair  que  le  point  d 'intersection  des  deux  droites 
SL,  SL'  represente  deux  points  de  division  homologues 
coincidents.  Nousdirons  que  ce  point  est  un  point  commun 
aux  deux  divisions. 

103.  R^ciproquement ,  quand  deux  droites  sont  divfisees 
homographiquement ,  si  hur  point  de  concours,  considere 
comme  apparienant  a  la  premiere  division y  est  lui-meme 
son  homologue  dans  la  seconde  division ,  les  droites  qui 
joindront,  unaun  respectivement ,  tons  les  points  de  divi- 
sion homologues,  concourront  en  un  meme  point, 

Cela  est  evident  d'apres  le  iheoremc  (38). 
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104.  Quand  des  rayons  issus  de  deux  points  fixes  se 
coupent  deux  h  deux  en  des  points  situes  en  ligne  droite, 
ces  rajons  forment  deux  faisceaux  homographiques. 

En  effet,  soient  a,  i,  c,  d  (Jig.  i3)  les  points  d'inter- 
section  de  quatre  rayons  du  premier  faisceau,  par  les 
rayons  correspondauts ,  un  a  un  respectivemcnt ,  du  second 
faisceau  :  ces  quatre  points  etant  en  ligne  droite,  leur  rap- 
port anharmonique  est  ^gal  a  celui  des  quatre  droitesiissues 
du  point  O,  et  a  celui  des  quatre  droites  correspondantes 
issues  du  point  O'  (13).  Done,  les  deux  series  de  quatre 
droites  ont  leurs  rapports  anharmoniques  egaux ;  ce  qui  est 
le  caractere  de  deux  faisceaux  homographiques.  Done,  etc. 

n  est  clair  que  la  droite  OO',  qui  joint  les  centres  des 
deux  faisceaux ,  represente  deux  droites  homologues  des 
deux  faisceaux ,  lesquelles  sont  coincidcntes.  Nous  dirons 
que  cette  droite  est  \m  rayon  commun  aux  deux  faisceaux. 

105.  R^ciproquement,  quand  deux  faisceaux  homo- 
graphiques sont  tellement  places,  que  la  droite  qui  joint 
leurs  centres,  etant  consideree  coinme  appartenant  au 
premier  faisceau ,  soit  elle-mdme  son  homologue  dans  le 
second y  les  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontre- 
ront,  respectivemcnt ,  leurs  homologues  en  des  points 
situes  en  ligne  droite. 

Cela  resulte  immediatentent  du  theor^me 

106.  Quand  deux  droites  sont  divisees  homographique- 
ment  aux  points  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...,  qui  se  corres- 
pondent un  a  un  respectiuement,  si  Von  prend  sur  une 
droite  aa',  qui  joint  deux  points  correspondants ,  deux 
points  fixes  quelconques  P,  P',  les  droites  Pb,  Pc,...,  ren- 
contreront  respectii^ement  les  droites  P'b',  P'c',.. . ,  en  des 
points  o,  y,...  qui seront  en  ligne  droite. 

Eneflfet,  ces  droites  forment  deux  faisceaux  homogra- 


72  TRAIT6  DE  GfeOMETRIE  SUPERIEURE. 

pluques,  parce  que  quatre  rayons  du  premier  faisceau  ont 
leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  rayons 
correspondauts  du  second.  Mais  deux  rayons  correspon- 
dants,  savoir,  Pa  et  P'a',  coincident  en  direction.  Done 
les  autres  rayons  du  premier  faisceau  rencontrent ,  respec- 
tivement ,  les  rayons  correspondauts  du  second  en  des  points 
situes  en  ligne  droite  (103). 

Cette  proposition,  qui  constitue  un  mode  general  de 
description  d'une  ligne  droite  par  points ,  donne  lieu  a  de 
nombreux  corollaires,  taut  a  raison  de  Tind^termination  de 
position  des  deux  p6les  fixes  P,  P',  que  parce  qu'il  y  abien 
des  manieres  difii^rentes  de  faire  des  divisions  homogra- 
phiques  sur  deux  droites ,  comme  nous  le  verrons  dans  la 
suite. 

107.  tltant  donnes  deux  faisceaux  homographiques  y 
si,  par  le  point  d' intersection  de  deux  rayons  homo- 
loguesy  on  mene  detix  droites  transversales  fixes ,  qui 
rencontrent y  respectii^ement ,  les  deux  faisceaux  en  deux 
series  de  points,  les  droites  qui  joindront  les  points  de  ren^ 
contre  de  la  premiere  transi^ersale  aux  points  de  rencontre 
de  la  seconde,  un  a  un  respectivement ,  concourront  en 
un  metne  point. 

En  etlet,  ces  points  formeront  deux  divisions  homogra> 
phiques  dans  lesquelles  le  point  de  rencontre  des  deux 
transversales  representera  deux  points  homologues,  c'est- 
a-dire  que  ce  point,  consid^re  comme  appartenant  a  la 
premiere  transvcrsale ,  sera  lui-m^me  son  homologue  dans 
la  seconde. 

Done,  d'apres  le  theor^me  (103),  les  droites  qui  join- 
dront, un  a  un  respectivement,  les  autres  points  bomo- 
logues  concourront  en  un  memc  point.  c.  q.  f.  d. 

Cette  proposition ,  de  meme  que  la  precedente,  donnera 
lieu  h  beaucoup  de  coroUaires,  a  cause  de  I'indetermi nation 
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de  position  des  deux  transversales ,  el  des  diflerentes  ma- 
nitres  dc  former  les  faisceaux  homographiques. 

408.  Quand  deux  droites  sont  dwisees  homographique- 
meat  aux  points  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...,  qui  se  corres^ 
pondenty  un  a  un  respectwement ,  deux  droites  telles 
que  ab'  et  ba\  qui  vont  de  deux  points  quelconques  de  la 
premiere  aux  deux  points  correspondants  de  la  seconde, 
pris  uwersementy  se  rencontrent  toujours  sur  une  m^rne 
droite  fixe. 

Desigiions  par  la  double  lettre  A^'  le  point  d' intersec- 
tion des  deux  droites  L,  L'  {fig*  i4)  9  1^  lettre  A  appar- 
tiendra  a  la  premiere  droite,  et  la  lettre  B'  a  la  seconde. 
Soil  A',  sur  celle-ci ,  le  point  correspondant  au  point  A  de 
]a  premiere,  et  B,  sur  cette  premiere ,  le  point  correspon- 
dant au  point  B'  de  la  seconde.  Cela  pose ,  nous  allons  d^ 
montrer  que  le  point  d'intersection  de  deux  droites  telles 
que  ah*  et  a'i,  se  trouvera  sur  la  droite  fixe  A'B. 

En  effet,  les  quatre  points  a\  h\  A',  B'  de  la  seconde 
droite  correspondeat ,  dans  les  deux  divisions  homogra- 
phiques, aux  quatre  points  a,  A,  B  de  la  premiere 
droite^  c'est-a-dire  que  les  quatre  premiers  points  ont  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  autres  \  done 
les  quatre  droites  aa\  ah\  aA',  aB'  issues  du  point  a  ont 
leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  droites 
a'a,  a'i,  a'A,  a'B  issues  du  point  a'.  Ces  deux  faisceaux 
de  quatre  droites  ont  deux  rayons  homologues  coiucidents 
suivant  aa* .  Done  les  tro'is  autres  rayons  du  premier  fais- 
ceau  rencontrent,  un  a  un  respectivement ,  les  trois  autres 
rayons  du  second  faisceau  en  trois  points  situes  en  ligne 
droite  (105)  :  ces  trois  points  sont  m ,  point  d'intersection 
des  deux  droites  aV  et  a'i,  A'  et  B.  Ainsi ,  le  point  m 
est  situe  sur  la  droite  fixe  A'B.  Ce  qu  il  fallait  prouver. 
Done,  etc. 
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109.  CoROLLAiRE  I. — Lc  poiiit  d'intersectioii  p  des  deux 
droites  ac',  a'c ,  et  le  point  d'intersection  n  des  deux  droiles 
ic',  b'c  se  irouvent  done  sur  la  m^me  droiie.  Or  les  irois 
points  a\  i',  c\  qui  correspondent,  un  a  un,  aux  trois 

ft,  c,  peuvent  ^tre  pris  tout  a  fait  arbitrairement.  De  la 
resul  te  done  ee  theoreme  : 

tltant  pris  sur  deux  lignes  droites  deux  series  de  trois 
points  quelconques  a,  b,  c  a',  b',  e'  qui  se  correspondent 
un  a  un,  les  trois  points  de  croisement  des  diagonales 
ab'  et  a'b,  ac'  et  a'c,  be'  et  b'e  sont  en  ligne  droite. 

Voiei  une  demonstration  directe ,  fort  simple,  de  ce  theo- 
rime  particulicr. 

Les  quatre  droites  issues  du  point  aa',  ab\  ac'  et  ac 
(Jig-  i5) ,  out  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des 
quatre  droites  issues  du  point  c,  ca',  cb\  cc'  et  cfl,  parce 
que  ces  droites  se  rencontrent  deux  a  deux  en  quatre  points 
situes  en  ligne  droite.  U  s'ensuit  que  les  intersections  des 
quatre  premieres  droiles  par  la  transversale  &a',  et  les  in- 
tersections des  quatre  autres  par  la  transversale  be'  ferment 
deux  series  de  quatre  points  a\  b  el       n,  c',  b 

ayant  le  meme  rapport  anharmonique.  Or  b  est  commitn 
aux  deux  series  -,  done  les  trois  droites  a'y,  mn  et  xc',  ou 
a'c^  mn^  c' a  concourent  en  un  m&me  point  (38).  C'est-a- 
dire  que  le  point  de  concours  p  des  deux  droites  ac'  et  a'c 
se  trouve  sur  la  droite  mn,  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  — La  figure  represente  un  hexagone  ab'  ccl  be' 
inscrit  aux  deux  droites  L,  L',  et  le  th^reme  exprime  que 
les  trois  points  de  concours  des  cotes  opposes  de  Vhexa- 
gone  sont  en  ligne  droite. 

110.  CoROLLAiRE  II.  —  Quand  les  points  de  division 
«,  A,  b\  c'y,,,^  sur  les  deux  p  droites  L,  L' 
(fig-  1 6),  sont  determines  par  des  transversales  issues  d'un 
m(!ime  point  p,  il  est  evident  que  la  droite  mn ,  lieu  de* 
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points  de  rencontre  des  diagonales  des  quadrilatires  tels 
que  aa'h*h^  Wc'c ,  etc.,  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  droites. 

Ajoutons  que  la  droite  mn  coupe  les  transuersales  paa', 
jsbb',...,  en  des  points  a,  6,.  . qui  sont  les  conjugues 
harmoniques  du  point  p  sur  les  segments  aa', 
c  esl-a-dire  que  Ton  a 

pa    aa 

En  eiTet,  les  quatre  points  p,  i,  6,  ont  leur  rapport 
anharmonique  ^gal,  d'une  part,  a  celui  des  quatre  a,  a,  a\ 
parce  que  les  trois  droites  &a ,  Sa  ,  &  V  concourent  en  un 
meme  point,  et  d' autre  part,  a  celui  des  quatre  points 
p^a\  a ,  a,  parce  que  les  trois  droites  ba\  Goc ,  b^a  passent 
par  le  m^me  point  m.  Done  les  quatre  points  a,  a,  a 
ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
p,  a',  a ,  a ,  et  Ton  a 

pa     a  a        f^'  , 

pa  '  fl'a       pa  act. 

ou ,  parce  que  a  a=  —  aa\ 

pa  9.a 
pa'  '  o.a' 

Done  les  deux  points  |0,  a  sont  conjugues  harmoniques  par 
rapport  auxdcux  a,  a'.  c.  q.  f.  d. 

m.  iltant  donnes  deux  faisceaux  homographiques,  si 
Von  prend  dans  le  premier  deux  rayons  quelconques  A ,  B, 
et  dans  le  second y  les  deux  rayons  homologues  A',  B',  /a 
droite  qui  joindra  le  point  d' intersection  des  deux  rayons 
nan  homologues  A ,  B'  point  d' intersection  des  deux 
(iiilres  B,  A'  passera  toujours  par  un  mdme  point  fixe. 

Soil  x  le  point  d'interscclion  des  deux  rayons  A,  B' 
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(Jig-  17),  ety  le  point  d^intersection  desdeux  B,  A'.  11  s'agii 
de  prouver  que  la  droile  xj  passe  toujours  par  un  m^me 
point.  Prenons  le  rayon  Oil  qui ,  dans  le  premier  faisceau^ 
correspond  a  la  droile  O'O  du  second  faisceau ,  et  le  rayon 
O'il  qui  correspond,  dans  le  second  faisceau,  a  la  droite 
00'  du  premier.  Le  point  de  concours  de  ces  deux  droilcs 
est  le  point  fixe  par  lequel  passe  la  droite  xj. 

En  effet,  les  quatre  rayons  du  premier  faisceau  OA, 
OB,  00',  Oil,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui 
de  leurs  homologues  O'A',  O'B',  O'il,  O'O.  Coupons  les 
quatre  premiers  par  le  rayon  O'A'  et  les  quatre  autres  par  le 
rayon  OA ,  on  aura  deux  series  de  quatre  points  a,  j^,  O',  w, 
et  a,  j:,  &>',  O,  dont  les  rapports  anharmoniques  seront 
^gaux.  Or,  dans  ces  deux  series,  le  point  a  est  commun. 
Done  les  trois  droites  yx^  O'oj',  o)0,  qui  joignent  les  trois 
autres  points  de  la  premiere  serie  a  leurs  homologues,  con- 
courent  en  un  meme  point.  Or  le  point  d 'intersection  des 
deux  droites  Ow,  O'w  est  le  point  il.  Done  la  droite  j:) 
passe  par  ce  point  5  done ,  etc. 

H2.  CoROLLAiRE.  — Dans  les  deux  faisceaux,  trois  droites 
du  second  peuvent  ^tre  prises  arbilrairement  pour  corrcs- 
pondre  a  trois  droites  du  premier  de  sorte  que  Ton  a ,  commc 
coroUaire  du  theoreme  general ,  celui-ci  : 

Quand  trois  angles  A,  B,C  [fig-  18)  souS'-tendent  ime 
mdme  corde  00',  pm  deux  a  deux,  Us  en  sous-tendent 
une  seconde ,  et  les  trois  cordes  ainsi  detcrminees  con- 
courent  en  un  meme  point. 

Cette  proposition ,  independante  de  la  notion  des  fais- 
ceaux homographiques ,  se  pent  demontrer  directement 
d'une  maniere  fort  simple. 

Soient  mm',  nn'  et  pp^  les  trois  cordes  sous-tendues  par 
les  trois  angles  pris  deux  a  deux.  Les  quatre  droites  issues 
du  point  O',  O'A,  O'H,  O'C  et  O'O,  sont  coupees  par  les 
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ileux  droites  OA,  OC  en  deux  series  de  quatre  points  A, 
ml  J  n\  O  et  /I ,  p',  C ,  O  qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  egaux  (I'l) ,  et  les  droites  menses  des  deux  points 
m,  p  (intersections  de  OB  par  O'A  et  O'C)  k  ces  deux 
series  de  points,  respectivement,  forment  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  ^gaux  (13).  Les 
rajons  de  ces  deux  faisceaux  sont  m  A ,  mm',  mn\  mO  et 
pn^  pp\  pC^pO.  Or  les  deux  rayons  mO  et  pO  sont  coin- 
cidents ;  done  les  trois  premiers  du  premier  faisceau  ren- 
contrent,  respectivement,  leurs  homologues  du  second 
faisceau  en  trois  points  situ^s  en  ligne  droite  (105).  C'est- 
a-dire  que  la  droite  nn^  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  mm',  pp^,  c.  q.  r.  d. 

§111.  —  Construction  d'un  quatrieme  point  ou  (fun  qua- 
trieme  rayon,  dans  deux  systemes  de  quatre  points  ou 
deux  faisceaux  de  quatre  droites  y  dont  les  rapports 
anharmoniques  sont  egaux, 

113.  Trower,  dans  deux  series  de  quatre  points  qui  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  egaux ,  Vun  de  ces  points, 
quand  tons  les  autres  sont  donnes, 

Soient  a^  c^  d  (fig.  19)  les  quatre  premiers  points, 
et  sur  une  seconde  droite,  a',  6',  c'  les  trois  points  qui 
correspondent,  un  a  un,  aux  trois  a,  c.  On  veut  deter- 
miner le  quatriime  point  d^  correspondant  au  quatrieme 
^,  c'est-a-dire  le  point  satisfaisant  a  une  relation  telle  que 

Wb'  '  7b' lib  '  7b' 

Premiere  maniere.  On  mteera  par  le  point  a  une  droite 
indefinie,  dans  une  direction  quelconque,  et  Ton  pren- 
dra  sur  cette  droite  les  segments  ay,  egaux  resper- 
livement  a  a^b\  a'c' ,  On  niencra  les  deux  droites  i 6, 
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puis,  par  leur  point  de  concours  O,  la  droite  Od  qui  ren- 
contrera  la  droite  auxiliaire  a6  en  un  point  3.  Enfin,  on 
prendra  sur  la  droite  a^b\  le  segment  a'rf'  =  et  le  point 
clierche  d'  sera  determine. 

Cette  construction  s'applique  au  cas  ou  les  points  a', &\  d 
sont  donnds  sur  la  mc^me  droite  que  a^b^  d. 

Deuxieme  maniere.  On  menera  (Jig,  20)  les  droites 
ab\  ac\  Icsquelles  rencontreront ,  respectivement ,  les  deux 
a'i,  a'c  en  deux  points  m,  /i.  Les  deux  droites  a'd  el 
ad'  se  croiseront  sur  la  droite  mn  (108).  Par  consequent, 
la  droite  ad'  se  irouve  d^terminee  et  fait  connaitre'Ie 
point  d\ 

Troisieme  maniere.  On  prendra  sur  la  droite  aa*  (fig' 
deux  points  quelconques  P,  P',  et  Ton  menera  les  droites 
Pi,  Pc,  et  P'i',  P'c'  les  deux  premieres  rencontreront  res- 
pectivement  les  deux  autres  en  deux  points  m ,  ni  et  les 
deux  droites  PtZ,  P'rf'  devront  se  croiser  sur  la  droite 
mn  (106).  La  droite  Arf'  sera  ainsi  determin^e. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  P  et  P' 
(fig.  22)  les  points  d'intersection  de  aa'  par  ii'  et  cc'; 
car  alors  c'est  sur  la  droite  cb^  que  se  coupent  deux  droites 
correspondantes  Prf,  P'tZ', 

Ces  di verses  constructions  permettent  de  supposer  que 
Tun  des  points  donnes  sur  chaque  droite  soit  situ^  a  Tin- 
fini. 

114.  Determiner  dans  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
correspondantes  une  a  une  respectiv^ement,  qui  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  egaux,  le  quatrieme  rayon  du 
second  faisceau^  quand  tons  les  autres  sont  connus, 

Soient  OA,  OB,  OC,  OD  (fig-  23)  les  quatre  rayons  du 
premier  faisceau,  et  O'A',  O'B',  O'C  les  trois  rayons  du 
second  faisceau,  correspondants  aux  trois  OA,  OB,  OC 
du  premier*,  il  faut  determiner  le  quatrieme  rayon  O'D'. 
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Premiere  maniere.  On  supposera  qu'on  ait  d^plac^  le 
second  faisceau  en  amenant  son  centre  O'  en  un  point  ft 
da  rayon  OA  du  premier  faisceau,  et  en  faisant  coi'ncider 
en  direction  son  rayon  O'A'  avec  OA ;  c'est-a-dire  que  par 
un  point  ft  du  rayon  OA  on  m^nera  deux  droites  ft  6,  ft y 
faisant  avec  ftO  des  angles  ^gaux,  respectivement ,  aux 
deux  angles  B'O'A',  C'O'A':  puis  on  joindra  par  unedroite 
L  les  points  ou  ces  deux  droites  rencontreront ,  respective- 
ment ,  les  deux  rayons  OB,  OC.  Par  le  point  d'intersec- 
tion  i  de  cette  droite  L  et  du  rayon  OD  on  m^nera  la  droite 
ftc?,  laquelle  fera  avec  ftO  un  angle  dgal  a  Tangle  que  le 
rayon  cherch^  O'D'  du  second  faisceau  fait  avec  O'A'.  Ce 
rayon  est  done  determine. 

Cette  construction  s^applique  au  cas  oii  les  deux  fais- 
ceaux  auraient  le  m^me  centre  O. 

Deuxleme  maniere.  Qu'on  prenne  les  points  d'intersec- 
lion  des  rayons  OA,  OB  [fig*  24)  paries  deux'O'B',  O'A', 
respectivement ,  et  qu'on  les  joigne  par  une  droite  L  5  puis , 
qu'on  determine  de  raeme  la  droite  L'  qui  joindra  les  points 
d'intersection  des  deux  rayons  OB,  OC  par  les  deux  O'C, 
O'B',  respectivement  *,  qu'on  prenne  le  point  de  concours 
des  deux  droites  L,  L',  et  qu'on  le  joigne  par  une  droite  au 
point  d'intersection  des  deux  rayons  OD,  O'A';  cette  droite 
passera  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  OA, 
CD'  (112)  :  cette  derni^re  O'D'  se  trouve  done  ainsi  d^- 
termin^e. 

Troisieme  maniere.  Par  le  point  a ,  intersection  des 
deux  rayons  homologues  OA,  O'A'  (fig-  aS),  on  m^nera 
deux  transversales  quelconques ,  dont  Tunc  rencontrera  les 
irois  rayons  OB,  OC,  OD  en  trois  points  c,  rf;  et  T autre 
les  trois  rayons  O'B',  O'C,  O'D'  en  trois  points  &',  c',  d\ 
Les  trois  droites  ii',  cc',  dd^  concourront  en  un  m^me 
point  (107).  Done,  par  le  point  dHnlersection  P  des  deux 
premieres  qui  sont  conuues,  011  menera  la  droite  Vd  qui 
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determine  le  point  d'^  et,  par  consequent,  le  rayon  cher- 
che  O'D'. 

Les  deux  transversales  menees  par  le  point  a  sont  arbi- 
traires. 

On  simplifie  la  construction  en  prcnant  pour  ces  deux 
droites  (fig*  2t6)  les  deux  a6  et  ay  issues  du  point  a  et  pas- 
sant ,  respectivement ,  par  le  point  de  concours  des  deux 
rayons  OB,  O'B'  et  le  point  de  concours  des  deux  rayons 
OC ,  O'C.  En  effet,  le  point  P  se  trouve  a  I'intersection  des 
deux  rayons  O'B'  et  OC.  On  joindra  done  ce  point  au  point 
d  ou  le  rayon  OD  rencontre  AB  \  la  droite  Vd  rencontrera  la 
droite  AC  en  un  point  d\  par  ou  passera  le  rayon  O'D'. 
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CHAPITRE  VII. 

SUITE  DC  PRtC^DENT.   DIFF^REKTES  MANIERES  d'exPRIMER 

LA  DIYISIOir  HOMOGRAPHIQUE  DE  DEUX  DROITES ,  OU  l'hO- 
MOGRAPHIE  DE  DEUX  FAISCEAUX. 


§  I.  —  Division  homographique  de  deux  droites, 

I.  liquations  k  deux  termes. 

Ho.  Solent  a,  6,  c  trois  points  de  la  premiere  droite, 
a\  b\  c'  les  trois  points  correspondants  de  la  seconde;  un 
quatri&me  point  m  de  la  premiere  droite  ^tant  pris  arbi- 
trairement,  on  d^terminera  son  homologue  m\  sur  la 
seconde  droite ,  par  la  relation 

am     ac      a'm'  a'd 

OU 

am   am'  lac  a'c'X 

ac     a'c'  .  ,  ^  , 

7—  :  TTi  est  une  quantite  constante  A  *,  on  a  done 
be     o  c  * 

,  ^  am      ^  aim' 

Ainsi ,  quand  deux  droites  sont  diy^isees  homograpJu- 
quementy  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  premiere  a  deux  points  fixes  de  cette  droite,  est  au 
rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde 
aux  deux  points  fixes  homologues,  dans  une  raison  con- 
stante. 

H6.  Reciproquement ;  Quand  deux  points  ^variables 
m,  m'  diuisent  deux  droites  ab,  a'b'  en  segments^  dont  les 

6 
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am    a'm'  , 
rapports  sont  enire  eux  dans  une  rcuson  con^ 

Stanley  ces  deux  points  forment  sur  les  deux  droites  deux 
diifisions  homograpkiques. 

En  effet,  que  c,  c'  soient  un  syst&me  particulier  des  deux 
pointe  m ,       on  aura  les  deux  Equations 

am         fl'iw'  ac        a  V 

D'ou 

am     ac  a'm'  a'c' 

equation  qui  prouve  que  les  deux  points  m ,  marquent 
deux  divisions  homographiques  (100). 

117.  On  pent  donner  a  la  constante  X  une  expression 
g^ometrique  tr&s-simple.  Supposons  que  le  point  m'  soit  a 
Tinfini ,  et  soit  I  la  position  correspondante  du  point  m 
sur  la  premiirc  droite  ]  on  aura 

Pareillcment ,  en  appelant  J'  le  point  de  la  seconde  divi- 
sion qui  correspond  au  point  de  la  premiere  situe  a  I'iii- 

nni ,  on  a  -ttt  =  ^  • 
a  J 

On  verific  aisement  Fegalite  de  ces  deux  expressions  de  X, 

savoir  : 

bl'^  a'y'" 

car,  en  designant  par  oo  et  oo '  les  points  situes  a  Tinfini  sur 
les  deux  droites ,  on  p«ut  ecrire 


al     a  CO      rt'oo'     a' J' 


bl  '  bcc  ~~  b'<x>'  '  b'V 
Equation  vraie,  car  die  exprime  que  les  deux  series  de 
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quatre  points  a,  6,  I  et  oo  sur  la  premiere  droite,  et 
a!^  b\  oo '  et  J'  sur  la  seconde ,  ont  leurs  rapports  anhar- 
moniqnes  egaux. 

Dans  I'expression  de  X ,  ^»  I  est  le  point  de  la  premiere 

division  qui  correspond  au  point  situe  a  I'infini  dans  la 
seconde  \  consequemment  c^est  un  point  fixe ,  independant 
des  deux  points  a ,  U  s'ensuit  que  Tun  de  ces  deux  points 
etant  pris  arbitrairement,  on  pent  choisir  le  second  de 
mani^re  que  la  constante  X  ait  telle  valeur  positive  ou  nega- 
tive que  Ton  voudra.  On  pent  m^me  demauder  que  A  soit 
egale  a  —  i  :  il  suffira  de  prendre  les  points  a  et  &  de  part 
et  d'autre  et  a  ^ale  distance  du  point  I. 

118.  Cos  particulier  de  la  dwision  homographique  de 
deux  droites,  —  II  est  une  valeur,  et  une  seule,  que  ne  peut 
avoir  la  constante  A,  ou  plut6t  qu'elle  n'a  que  dans  un  cas 
particulier  de  la  division  homographique,  c'est  +  i  •  Alors 

le  rapport  ^  =  -+-1  exige  que  le  point  I  soit  a  Tinfini. 

Ainsi,  Ic  point  situ^  a  Finfini  sur  la  premiere  droite  a 
poar  honaologue,  sur  la  seconde,  le  point  de  celle-ci  situ^  a 
Finfini. 

L'^quation  qui  exprime  ce  cas  de  la  division  homogra- 
phique de  deux  droites  est 

am  a' 

et  les  deux  droites  sont  divisees  en  parties  proportionnelles, 
ou  semblablement.  Car  cette  equation  donne 

am    a' m'  am      a' m' 

am  —  bm      a' m' —  b' m'^     ab      a'  b^^ 

ou 

am  ab 
am  no 
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re  qui  prouve  que  les  deux  droites  sont  divisees  en  parties 

proportionnelles . 

On  peut  done  dire  que  ;  Deux  droites  dii^isees  en  parties 
proportionnelles  sont  dit^isees  homographiguement ,  as^ec 
cette  circonstance  particuliere ,  que  les  points  h  Vinfini 
sur  les  deux  droites  sont  deux  points  de  division  homo- 
logues. 

II  suit  de  la  que  quand  on  a  deux  droites  divisees  homo- 
graphiquement  d'une  maniire  g^n^rale,  on  peut  en  faire 
la  perspective  de  maniere  k  avoir  deux  droites  divisees  en 
parties  proportionnelles.  11  suffit  que  deux  points  de  divi- 
sion homologues  sur  les  deux  droites  passent  ensemble  a 
Finfini  dans  la  perspective. 

H9.  Discussion  de  Fequation  (i).  —  Cette  ^juation  , 
qui  contient  quatre  segments ,  se  r^uira  a  trois  ou  a  deux , 
si  Ton  prend  un  ou  deux  des  points  fixes,  a  I'infini;  car^ 
pour  chaque  point  pris  a  Tinfini ,  le  segment  compt^  de  cc 
point  devient  infini  et  disparait  de  Fequation ,  parce  que 
la  constante  renferme  un  autre  facteur  infini  qui  forme 
avec  le  premier  un  rapport  egal  a  Tunite. 

Ainsi ,  supposons  que  le  point  b  soit  a  Finfini ,  je  dis  que 
Fequation  devient 

\7.)  am  =  \  ^ 

car  F^uation  primitive  est 

am    ac  a* 

a'm'    bm  I  a'c'\ 
bm 

le  point  h  etant  a  Finfini ,  le  rapport       est  ^gal  a  Funite , 


b' 


ou 


el  il  reste 

a  m 


—  X  const. 

o  m 
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Cette  ^uation  constitue  done  une  mani^re  d'exprimor  la 
division  hoiiiographique  des  deux  droites. 

120.  Pareillement ,  si  le  pomt  a'  de  la  seconde  droiie  est 
pris  a  rinfini,  le  segment  a'm'  disparait  comme  infini , 
parce  que  la  constante  contient ,  en  deiiominateur,  a'  c'  qui , 

etant  aussi  infini,  rend  le  rappori  —7-^  ^gal  a  Tunite;  I'tv 

(|uation  devient  done 

X 

hr  nr 

Designons  par  I  le  point  a  de  la  premiere  droite ,  qui 
correspond  a  Tinfini  de  la  seconde,  et  par  J'  le  point 
y  de  celle-ci  qui  correspond  a  I'infini  de  la  premiere  5  Te- 
quation  sera 

(3)  \m.ym':=z\, 

Ainsi ,  quand  cleux  droites  sont  divisees  homographi" 
quement y  si  Von  prcnd  sur  chacune  le  point  qiii  corres- 
pond it  Vinfini  de  V autre,  les  distances  de  deux  points 
homologues  quelconques,  aux  deux  points  ainsi  deter^ 
mines  y  auront  leur  produit  constant » 

121 .  R^iproquement :  Quand,  a  partir  de  deux  points 
fixes  sur  deux  droites,  on  prend  deux  points  tels,  que  Ic 
produit  de  leurs  distances  aux  deux  points  fixes,  respec- 
tiuenient,  soit  constant,  ces  deux  points  di^iseront  les  deux 
droites  homograpliiquement. 

En  effet ,  soient  I ,  J'  les  deux  points  fixes ,  et  m ,  m'  deux 
points  pris  sur  les  deux  droites ,  respectivement ,  de  mani^re 
que  l*on  ait  Im .  J'/?/' =  X.  Soient  a,  a'  deux  positions 
correspondanles  des  deux  points  m,  m',  de  sorte  que 
1  a .  J'rt'  ==  A  Ces  deux  equations  donncnt 
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D^igDons  par  u  et  les  points  situ^s  a  rinfini  sur  les 
deux  droites ;  on  peut  ecrire 

Im    urn  f/w'  J'/w' 

Done  les  deux  series  dequatre  points  a,  I,  m,  m  ei  a\  v^^ 
J\  m\  qui  se  correspondent  un  a  un,  ont  leurs  rapports 
anharmoniques  ^gaux.  Done  les  trois  premiers  a,  I,  u  et 
leurs correspondants  a\  J'  restant  fixes,  les  deux  autres 
m,     divisent  homographiquement  les  deux  droites  (100). 

C.   Q.   F.  D. 

122.  Observation  relativ^e  aux  signes  -h  et  — .  Quand 
on  exprime  la  division  homographique  de  deux  droites 
par  I'equation 

am   fl'/w' 

il  n'est  pas  absolument  necessaire  de  convenir  du  sens  dans 

lequel  les  segments  seront  regard^s  comme  positifs  ou 

^.r.  ,  am  a'm! 

negatijsy  parce  que  chaque  rapport  ^  et  -^^^  a  un  signe 

H-  ou  —  independant  de  cette  convention ,  comme  nous 
Tavons  dit  (8).  La  position  du  point  i*elativement  au 
segment  a  b ,  suffit  pour  determiner,  d'une  mani^re  absolue, 

le  signe  du  rapport        et  ce  signe  determine  celui  du 
a' 

rapport  ^7^»     i  par  suite,  la  position  du  point  m\  lequel 

se  trouve  sur  le  segment  a'  b'  ou  au  dehors ,  selon  que  le 

I  am  ,  ^ 

signe  du  rapport  -^^r      —  ou  -H.  De  sorte  qu  on  constniit 

la  division  de  la  seconde  droite  sans  aucune  ambigu'ite. 
Mais  il  n'en  sera  plus  de  m6me  si  Ton  prend  Tequatioii 

^   a' m' 
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II  faut  necessairement  alors  convenir  du  sens  dans  kquel 
le  segment  am  sera  regards  comme  positif  on  negatif. 

De  m^me,  si  Ton  exprime  les  divisions  homographiques 
par  Tequation 

il  faudra  convenir  aussi  du  sens  dans  lequcl  on  comptera 
les  segments  b'mf  positif s. 

II.  Equation  a  trois  termes. 

423.  On  pent  exprimer  T^galit^  des  rapports  anhar- 
moniques  dc  deux  systemes  des  quatrc  points  a ,  & ,  c ,  /r/ , 
et  a! ^  b\  c\  m  par  Tequation  a  trois  tennes 

am    ac      c'm'  ,  c'a'  _ 

^  .        be      ^  b*a' 
ou  ,  en  laisant  —  =  A ,  et  -r—  =  a , 
ac  c  a 

-  am        c' m' 

Ainsi ,  ^tant  pris  sur  une  premiere  droite  deux  points  fixes 
a ,  et  sur  une  seconde  droite  deux  points  fixes  c'  dont  le 
premier  est  arbitraire ,  mais  dont  le  second  est  Fhomologue 
du  point  b  de  la  premiire  droite ,  celte  equation  expri- 
mera  la  division  homographique  des  deux  droites. 

Cette  Equation  k  trois  termes  nous  sera  d'un  grand  usage. 

Les  trois  points  b^  etant  pris  arbitrairement,  on 
jieut  en  placer  un,  sur  chaque  droite,  a  I'infini-,  les  fac- 
teurs  qui  deviendront  infinis  disparaitront  de  I'equation, 
parce  qu'il  se  trouvera  dans  les  constantes  d'autres  facteurs 
infinis  qui  donneront  lieu  a  des  rapports  ^gaux  a  Tunite, 
comme  dans  Tequation  a  deux  termes.  D'apres  cela, 
quation  (4)  prend  les  trois  formes  suivantes  : 
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Quand  a  est  a  Tinfini, 

\  c'm' 

quand  a  et  b'  sont  a  I'infini , 

(6)  ^  +  f».cW=.; 

enfin ,  quand  a  et  c'  sont  a  Tinfini , 

Chacune  de  ces  equations  exprime  la  division  homogra- 
phique  generale  de  deux  droites. 

124.  Dans  la  derniere,  les  coefficients  X,  ^  ont  des  ex- 
pressions geom^triques  tr^s-simples.  En  efiet,  supposons 
que  le  point  m!  soit  a  Tinfini ,  et  soit  I  le  point  correspondant 

sur  la  premiere  droitcj  I'^quation  devient^  =  i.  Soit,  de 

m^me ,  J'  le  point  de  la  'seconde  droite  qui  correspond  a 

Tinfini  de  la  premiere;  on  a       =  i ,  et  Tequation  devient 

bm  "^"^W"" 

Cette  equation  exprime  done  la  division  homographique 
de  deux  droites ,  sur  lesquelles  I  est  le  point  de  la  premiere 
qui  correspond  a  Tinfini  de  la  seconde ,  et  V  le  point  de  la 
seconde  qui  correspond  a  Finiini  de  la  premiere ,  et  6 ,  i' 
deux  points  homologues  quelconques. 

Ainsi,  a  et  a'  etant  deux  autres  points  homologues,  on 
aura  les  deux  relations 

bl  b^y_  _ 
ba^  b^  ~ 

am      a' m* 
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De  sorte  cpe  deux  de  ces  trois  Equations  comportent 
l'autre(*). 

125.  Cos  particulier,  —  Dans  le  cas  particulier  ou  les 
deux  droites  sont  divis^es  semblablement  ou  en  parties 
proportionnelles,  les  deux  points  a  Tinfini  sont  deux  points 
correspondants  (H8).  On  pent  done  les  prendre  pour  les 
deux  points  b  et  et  alors  I'^quation  (4)  devient 
(8)  X.a/w -f- p.c'/n' =  1. 

Ainsi  cette  Equation  exprime  que  deux  droites  sonf  divisees 
en  parties  proportionnelles. 

Les  deux  constantes  X  et  fi  ont  des  expressions  geo- 
metriques  tris- simples.  Que  le  point  m  coincide  avec 
le  point  a ,  le  point  m'  deviendra  a' ;  de  sorte  qu'on  a 

li.c'a'  =  I ;  d'ou  \j.  =  -^*  Pareillement,  c  ^tant  dans  la 

premiAre  division  Thomologue  du  point  c'  de  la  seconde , 

on  a  X  =  — .  L'equation  devient 


am  dm'   

ac  c*  a* 

On  verifie  ais^ment  que  cette  equation  se  ram^ne  aux  deux 
formes 

am     a' m'  am  ac 

—  =  — 7>  et   -7— =-7-77 
cm     cm'  a'm'  ac 

trouvees  pr^^emment  (118).  En  effei,  qu'on y  fasse 
</m'  =za!m'  —a'c% 

(*)  En  alg^bre  on  pent  dire  que  les  deux  equations 

4— i     b'—i'  h~i       h'  —  i' 

h  —  m      h  —  m  h  —  a      b  —  a' 

comportent  celle-ci  -. 
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elle  devient 

am     a' m'  am      a*  m* 

ac      ca'  ac      a' c 

Que ,  dans  celle-ci ,  on  fasse 

ac  =  am  —  c/w,    a'd-riza^m*  —  c!m'\ 

elle  devieni 

am  a' m*  am      a' m' 

 =-7—;  ;>     011   =  -7—7-. 

am — cm      am — cm'  cm  cm 

126.  On  con9oit  bien  que  Fobservalion  pr^cedente  (1^) 
sur  la  necessity  d'indiquer  le  sens  dans  lequcl  ou  comptera 
les  segments  positifs  ou  negatifs,  s'applique  necessairement 
aux  &|uaUons  (5,  6,  7  et  8). 

127.  La  formule  (6)  conduit  naturellement  a  une  pro* 
pri^t^  interessante  de  deux  divisions  homographiques ,  sa- 
voir,  que  Von  peut  toujours  prendre,  a  partir  d'un  point 
donne  de  la  premiere  division  ^  deux  segments  qui  soient 
egaux  respectivement  h  lews  homologues  dans  la  seconde 
di\^ision,  mais  Vun  avec  le  mSme  signe,  et  V autre  ai^ec  un 
signe  contraire. 

En  eiTet ,  les  deux  divisions  s^expriment  par  T^quation 

 1--7--7  =  I. 

am      a  m 

Si  Ton  veut  que  le  segment  am  soil  egal  k  son  homologue 
a'm'  et  de  m^me  signe,  le  point  m  sera  determine  par  Te- 
quation 

am  =  X  -}-  |x. 

Et  si  Ton  demande  un  segment  aM  egal  a  son  homologue 
a'M'  et  de  signe  contraire,  on  aura 

Mettant  a  la  place  des  constanles  X  et  |ui  leurs  expressioiify 
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g^metriques  (1^)  9  on  a 

am  =  al  4-  a' J', 
aM=:aI— a'J'. 

128.  Application.  — Si  autour  d'un  point  p  (^fig-  27)  on 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  deux  droites 
fixes  SA ,  SA'  en  m  et  m!y  ces  deux  points  marqueront  deux 
divisions  homographicpes ;  les  paralliles  aux  deux  droites , 
mento  par  le  point  /9,  determinent  les  deux  points  I  et  J'; 
et  Ton  exprime  Thomographie  par  la  relation 

SupposoDs  que  les  segments  Sm,  Sni  soient  compt^s  posi- 
tisfenient  vers  A  et  A',  et  n^gativement  sur  le  prolongemeut 
des  deux  droites  an  dela  du  point  S. 
Si  Ton  demande  que  S/Hi  =  Sm\ ,  on  aura 

Sw,  =  SI-4-SJ'. 

Dans  la  figure  SI  est  positif ,  et  SJ'  n^gatif  ^  il  faudra  done 
prendre,  de  I  vers  S,  Imi  =  SJ',  et  le  point  /Hj  sera  d^ter- 
min^. 

Si  Ton  demande  que  SM  =  —  SM',  on  aura 
SM  =  SI  —  SJ'. 

SJ'  est  n^atif  par  lui-m^me  dans  la  figure,  done  la  valeur 
num^riquc  de  SM  est  (SI-4-SJ').  On  prendra  done,  a 
partir  de  I  dans  le  sens  positif ,  IM  =  SJ';  et  le  segment 
SM  sera  determine. 

129.  Si  Ton  demande  de  mener  par  un  point  p  pris  sur 
la  base  d'un  triangle  SAA'  (fig.  28)  la  droite  pmm\  qui 
retranche  deux  segments  am,  a!m'  egaux,  soil  avec  le  mi^me 
sigoe,  soit  avec  des  signos  difTerents,  la  solution  sera  la 
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m^me :  on  aura ,  pour  une  transversale  quelconque , 

AI      AT  _ 
A/»  Km 

et  pour  Am  =  dz  A'm', 

A/w  =  AI±:  A'J'. 

Pour  construire ces  expressions  de  Am,  il  faui  connaitre  le 
sens  dans  lequel  se  comptent  les  segments  positifs  sur  les 
deux  droites  SA ,  SA'. 

Si  Ton  demandait  que  les  deux  segments  Am,  A'm' 
fussent  entre  eux  dans  un  rapport  donne,  que  Ton  eiil 
Am  =  ±:  A.  A'm'-,  Am  se  determinerait  par  I'expression 

Am  =  AIzfcX.A'J'. 

Mais  ces  questions  ne  sont  que  des  cas  particuliers  du  pro- 
bleme  de  la  Section  de  raison  d'Apollonius ,  doni  nous 
donnerons  une  solution  generale  (chap.  XIV).  Nous  nous 
sommes  propose  seulement  ici  de  demon trer  la  proprieie 
de  deux  divisions  homographiques  exprimee  par  le  theo- 
rime  (127),  et  de  donner  un  exemple  de  I'usage  des 
signes  +  el  • —  dans  les  applications  de  cette  th^rie. 

III.  Autres  equations  ^  trois  termes. 

130.  On  pent  exprimer  deux  divisions  homographiques 
par  Tequation 

am  ,      .  ,      bm  ,      cm     .    ,  . 

am  o  m  m 

dans  laquelle  c  sont  trois  points  fixes  de  la  premiere 

division  \  a',  6',  c  les  trois  points  homplogues  et  rJ  un 
point  fixe  pris  arbitrairement  dans  la  seconde  division  (48) ; 
ou  bien ,  en  prenant  le  point  tt  a  Tinfini ,  par  rcquatioii 

am   .        bm  cm  «^  , 
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IV.  liquation  k  quatre  termes. 

131.  Soit  a  un  point  fixe  de  la  premiere  droite,  i'  un 
point  fixe  quelconque  de  la  seconde ,  et  m ,  m'  deux  points 
correspondants  quelconques  des  deux  droites;  on  aura 
entre  les  deux  segments  am,  b'm'  la  relation  constante 

fl/w .  y  17?' -f- > .  awi -h  ft .  ^' m' +  V  =  o, 

X ,  |!x,  V  ^tant  des  coefficients  constants. 

Pour  demontrer  I'^uation,  consid^rons  sur  la  seconde 
droite  le  point  a'  correspondant  au  point  a  de  la  pre- 
miere, et  sur  celle-ci,  le  point  b  correspondant  a  h'  de  la 
seconde ;  on  a 

w  S='lS  (•")• 

ou 

am  ,b'm!  —  k,bm.  a'm'  =  o. 

Nous  voulons  ne  conserver  que  les  segments  am , 
rempla9ons  done  bm  et  a'm'  par  leurs  expressions 

(6)  bm  =  am  —  ab  j    a!m!^b*m! — b*  a!  \ 

il  vient 

am.b'm'  —  k  {am  —     )  ( b'm'  —b'a'); 

ou 

am,b'm'{i—k)-^k.b'a\am-hA,ab,b'm'-^A,ab.b'a'  =  o  (*), 
ou 

am.  b' m'  -\'\.am  +  iL.b'm'  ^  V  =  o.       c,  q.  f.  d. 

II  est  clair  que  dans  cette  Equation ,  de  mSme  que  dans  plu- 
sieurs  des pr^Sc^dentes  (122, 126),  les  segments  am,  t'm' 
ont  n^cessairement  des  signes.  Cela  resulte  d'ailleurs  de  la 


(*)  On  p«ut,  h  la  place  de  la  constante  k ,  introduire  deux  points  homo« 
logaes  c,  c';  on  aura 
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demonstration  m^me.  Car  s41  n^est  pas  indispensable  de 
donner  des  signes  aux  segments  dans  relation  (^) ,  il  n'en 
est  pas  de  m^me  dans  les  relations  (S) :  les  segments  j  out 
neeessairement  des  signes  (2) ;  par  consequent  ils  en  ont 
aussi  neeessairement  dans  Tequation  que  nous  avons  de- 
duite  de  celles-la. 

13^.  Autrement,  Soient  sur  les  deux  droites  les  points 
I  et  J'  dont  le  premier  correspond  a  Tinfini  de  la  seconde, 
et  le  second  a  I'infini  de  la  premiere  \  on  aura 

I OT .  J'/w'  =  const.   ( lao). 

Or 

1/w  =  am  —  al,    et    V  m'  =  b' m'  —  ^'J'; 

done 

(am  —  al)  [b'm'-^         ==  const., 
am ,b' m'  —  am .  ^' J'  —  b'm' .  al  =  const. 

c.  Q.  F.  D. 

133.  Pour  determiner  Texpression  g^ometrique  dg  la 
constante,  supposons  que  le  point  m  coincide  aveca,  et 
soit  a'  la  position  correspondante  du  point  m';  on  aura 

—  b'a' .  al  =  const.; 
on  bien ,  en  supposant  que  m'  coincide  avec  i',  et  m  avec 

—  ab.b^y  =.  const. 
L'^quation  devient  done 

am.b'm^  —  am,b'V  —  b' m' .  al     nI.  ^'w'  =  o , 

on,  indilKremment, 

fl/n.A'w'  —  a/w.^'J'  —  a\-k-b'V.ab:=io, 

134.  R^ciproquement :  Si  Von  prend  sur  deux  droites ^ 
a  partir  de  deux  points  fixes  a ,  b'^  deux  segments  am , 
b'm'  ayant  entre  eux  la  relation  constante 

am  .b' m'        am  -f-  pi .  ^'         v  ==  o, 
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les  deux  points  m ,  m'  formeront  dei&c  divisions  homo^ 
grapkiques. 

En  eflet,  supposons  le  point  m  a  rinfini,  et  soil  la 
position  correspondante  du  point  m\  T^cpiation  divis^  par 
am  =  00  se  r^uit  a 

^'J'4->=  o; 

d'ou 

).  =  —  b'l\ 

Pareillement,  en  supposant  que  le  point  m'  soit  a  Tinfini, 
et  en  appelant  I  le  point  m  qui  lui  correspond  sur  la  pre- 
miere droite ,  on  trouve 

p.  =  —  al. 

L'^quation  proposee  dcvient  done 

am,b' m' —  b*J',am  —  al,b'm'  -f-  v  =  o, 

on 

(am  —  fli)  ( A'/w'—  ^'  J' )  —    I .  b^r  H-  V  =  o. 

Or 

am  —  alz=:lm,    et    b' m'  —  b' V  =z  V  m'\ 

(lone 

Im.J'/ii'  =  <iI.^'J'— ^ 

Le  second  membre  est  constant.  Done  les  deux  points  m , 
marquent  deux  divisions  homographiques  (1^). 

135.  Autrement.  Repr^sentons  par  r  et  p  les  deux  seg- 
ments a/n,  b'm^\  T^quation  devient 

rp-t->r-f-^p-|-v=:o, 

OU 

r{p  -+.^)-+-  ^p-h  v  =  0. 

Pour  que  les  deux  points  variables  m,  m'  marquent  deux 
divisions  homographiques,  il  faut  que  quatre  points  m 
aient  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
points  correspondants  m^  Soientr,  r^'^  r"'  les  s^ments 
relalifs  aux  quatre  points  et  p\  p"'  les  segments 
correspondants  fr'm';  Tegalite  des  deux  rapports  anharmo- 
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niques  s'exprimera*  par  Fequation 


Or  on  a,  par  la  relation  entre  ret 
et  pareillement 

p 


d'ou 
De  m^me 
Done 


.  ^>>^(V->P)(P-P") 

(p+x)  (p"+i) 

.  ,,_(*-V)(p-p"') 


^P  —  P    .  P 


On  a  semblablement 

^  —   p  —  p     p  -4-  A 


Par  cons^uent 

t      II  If    I  II 

_P-P    .P  -"P  c     O     F  P 

r  —      •  r'—  r'"  —  p  —  p'"  •  p'—  p«'  * 

Ainsi ,  il  est  demontr^  directement  que  Tdquation 

am.h' m' \  ,am  -4-  y..b' m'  -+-  v  =  o 

exprime  la  division  homographique  de  deux  droites. 

136.  Nous  avons  trouv^  les  expressions  geometriques 
des  trois  coefficients  X,  fx,  v,  en  partant  de  Tequation 
I  m .  J'm'  =  const.  ( 132) ,  mais  on  les  determine  aussi  direc- 
tement. Soit  I  le  point  de  la  premiere  droite  qui  correspond 


TRAITt  DE  GtOMltTRIE  SUPiMEURE.  97 
a  rinfini  de  la  seconde ;  on  aura ,  en  faisant ,  dans  I'equa- 
lion  ^Vwl  infini , 

aI-f-^=:o,    p  =  —  a\, 

Et  pareiUement  X  =  —  i' J',  V  ^lant  le  point  de  la  seconde 
droile  qui  correspond  a  Tinfini  de  la  premiire.  L'equa- 
tion  devient  done 

am.b' —  6' J',  am  —  al.b' m* -\'  v  =  o. 

Quant  a  la  constante  v,  nous  avons  vu  (133)  comment  on 
trouve  ses  deux  expressions  al.b^a!  et  b'V .  ab,  De  sorte 
que  rAjualion  devient 

am,b'm'—  b' y ,  am  —  al.b' m' ^  al.b'a'  (ou  b'V,ab)  =0. 

II  est  facile  de  verifier  Tegalile  des  deux  valeurs  de  v,  et 

d'en  voir  Torigine^^car  I'equation  a\,b' a'  =  b'V .ab^  s'e- 

.  al      b'r         '  r  11  •  1 

crit  ^  =       ;  et ,  sous  cette  torme ,  elle  exprime  que  le 

rapport  anharmonique  des  quatre  points  a ,  1 ,  00  est  egal 
a  celui  des  quatre  points  correspondants  a\  b\  oo  ,  J'. 

V.  Equation  homogene  ^  quatre  termes. 

137.  Quand  deux  droites  sont  dii^isees  homographi- 
(juementy  si  Ton  prend  sur  la  premiere  deux  points  fixes 
quelconques  a,  c,  et  sur  la  seconde  deux  points  fixes 
quelconques  b',  d',  la  div^ision  homographique  sera  expri- 
mee  par  la  relation  homogene 


am 


b' m'      ,  am        b' m' 


cm    d'm'        cm      ^  d' m' 


Premihre  demonstration.  —  Soient  p  q'  les  points 
situ^s  a  rinfini  sur  les  deux  droites  respectivement ;  Fe- 
quation  peut  s'ecrire 

(am    ap\(b^  ^\         I  am   ap\         /  b^   b' q' \ 
\cm  '  cp  )  \d'm''  d'q')'^    [cm  '  cp  j"^     \d' m' ' d' J'^ 
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Cette  equation  ^tant  form^e  de  rapports  anbarmomques , 
on  pent  dire  qu'elle  derive  de  Tequation  (i),  memo  quand 
les  points  p  et  q'  sont  pris  a  des  distances  finies  (20) ;  de 
sorte  que  si  Tequation  (i)  exprime  la  division  homogra- 
phique  de  deux  droites,  Inequation  (2) ,  danslaquelle  a,  c, 
p  sont  trois  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  une  pre- 
miere droite,  et  i',  d'^  q'  trois  points  fixes  pris  arbitrai- 
rement sur  une  seconde  droite,  exprimera  aussi  la  divi- 
sion bomograpbique  des  deux  droites.  Mais  dans  cell&-ci 
on  pent  supposer  que  les  deux  points  c  et  cV  soient  a  Tin- 
fini ,  et  alors  elle  devicnt 

am    b'w!       ^  am         b' m' 
^   '  ap     b^q  ap       ^  b  q' 

Done,  si  la  division  bomograpbique  de  deux  droites  est 
exprimee  par  Tequatioii  (i) ,  elle  le  sera  aussi  par  Inequa- 
tion (3). 

Et  reciproquement ,  on  remonte  de  celle-ci  a  Inequa- 
tion (i).  Mais  I'equation  (3)  exprime  la  division  bomogra- 
pbique de  deux  droites  (131 ).  Done  Tequation  (i)  Texprime 
aussi.  c.  Q.  F  D. 

138.  Les  trois  constantes  ^ ,  f^,  v  ont  des  expressions  geo- 
metriques  tris-simples ,  dependantes  des  quatre  points  don- 
nes  a,  c,  t',  et  des  quatre  a',  c',  i,  <:/qui  leur  corres- 
pondent dans  les  deux  divisions.  Supposant  que  le  point  m 
se  confonde  avec  c ,  et  par  consequent  m'  avec  c',  on  conclut 
de  I'equation  cetle  valeur  de  X , 

.  _  b'c' 

Et  pareillement ,  en  faisant  coincider  le  point  m'  avec  d\ 

ad 


Puis,  en  supposant  que  le  point  m  se  confonde  avec  a. 
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et  ensuite  avec  on  en  conclut  ces  deux  expressions 
difierentes  de  v, 


L  equation  (i)  devient 

,     am      m!      h* c'    am     ad   b' m'      ab   c' b'   

et  le  dernier  terme  peut  (ilre  remplace  par  • 

D'aprfe  les  expressions  des  trois  constantes  /x,  v,  on 
Yoit  que  quand  ces  coefficients  sont  donnas  num^rique- 
ment,  on  peut  en  conclure  imm^diatement  la  position  des 
quatre  points  a',  c',  i,  d  qui  correspondent  respective- 
ment  aux  quatre  points  donnas  a,  c,  i',  d' . 

139.  Remarquons  que  Fequation  (4)  peut  s'^crire  de 
mani^re  que  tons  ses  termes  soient  form^  de  rapports  an- 
harmoniques ,  ce  qui  nous  permettra  de  I'appliquer  a  deux 
faisceaux  homographiques  (148).  II  suffit  de  la  diviser  par 

~ .        elle  devient 
cd   d  c 


(5) 


(am   ad\  fb'm'    ^ V  \  (am  ad\ 

\cm  'cdl  \d'm'''d'c')  \cm  'cd) 
(b'm'    b'c'\      (ab   ad\  fb'a'    b' if  \ 

\d^'''dU')^\^''7d)  ''''  V^^rfvj"^^- 


On  peut  deduire  de  cette  equation  generale  toutes  celles 
a  deux ,  a  trois  et  a  quatre  termes  donnees  pr^cedemment 
mais  il  est  inutile  d'entrer  dans  ces  details. 

140.  Deuxihme  demonstraiion ,  —  L'equation  (4)  se 
peut  conclure  de  la  relation  fondamentale 

S=-"^  <"»). 

aa  moyen  des  formules  pour  le  changemcut  d'origines  (25). 

7- 
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Enellet,  qu'on  prenne  sur  les  deux  droites  respective- 
ment  deux  points  fixes  c  et  rf',  et  qu'on  remplace  les  deux 

am   a'm'        am      d' m'  tip 
rapports  — »  -^y— ^  par  —  et        »  au  moyen  des  deux  tor- 
mules 

bm      be     ab  cm 
am      ac     ac    am  , 
am'_^      bTa^    <Vn^  ^ 

Fequation  devient 

b'a'    d'm'\  I 


/  be  ab  cm  \  /  a' d' 
\  ac     ac    am )  \b' d' 


b'd''b'm'  I 


Qu'on  remplace  X  par  y  :  ^7-7?  en  vertudo  I'equation  d'ou 

Ton  part,  et  qu'on  observe  qu'il  existe  entre  les  quatrc 
points  a',      c\  (V  la  relation 

a^  _^a'j^_a^  c^ 

b'd'     ¥?^c'b''b'd'    ^  ^' 

I'equation  devient 

am  be  a^   cW     am  be  b^      b^   ab   a^     ab    b'a'  _ 

em'd'm''7c'7F  '  ^  *     '  6^' 5W  '  ^  '  Z^' ^  ' 

Divisant  par  le  coefficient  du  premier  terme,  et  ayant  egard 
a  Tegalite 

^.f^  — ab   a'd'.c'b'_  ad 
Tb'  ed'~  db'''dd''  7b'  a' b'.  c' d' Td' 

on  a  enfin 

am   V m*       b'c'    am     ad   b' m'      ab  c'T 


o; 


cm    d' m'      d' c*  'cm      ed    d' m'      cb    d d' 
ce  qui  est  Fequation  qu'il  s'agissait  de  demontrer. 

VI.  liquations  i  plusieurs  termes. 
141.  Soient  A,  C,  E,  (},...  des  points  fixes  sur  une 
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premiere  droite,  et  B',D',  F',  H',. .  .  rles  points  fixes  sur 
une  seconde  droite,  si  sur  ces  deux  droites  on  prend  deux 
points  variables  m,  m',  de  maniere  quon  ait  la  relation 
constante 

a.AOT.B'w'-+- e.Cw.D'/w'-l-. .  .-hs.E/7i  +(p.F'/»' 

ces  deux  points  m ,  m'  fornwront  deux  dii^isions  homo- 
grapliiques. 

En  effel,  cetie  equation  se  ram^ne  a  Tequation  k  quatre 
termes 

A/w.B'//?'-f-     A/w  4-  fx.B'/7i'-+-  5  =  0  (151). 

11  sufSt  d'exprimer  lous  les  segments  en  fonction  de  deux 
seuls,  comptes  a  partir  de  deux  origines,  telles  que  A  et  B', 
en  faisant 

Cm=Km  —  AC,  D' /w' =1  B' —  B'D', 

Ew  —  Km  —  AE,  F'/«'  =  B'/w'  -  B'F', 


La  proposition  est  done  demon  tree. 

142.  Ce  qui  distingue  la  forme  de  cetle  equation  a  plu- 
sieurs  termes,  de  meme  que  toutes  les  precedentes,  c'est 
qu'il  n'y  entre  pas  le  produit  de  deux  segments  relatifs  au 
meme  point  m  ou  m'5  d'ou  ii  resulte ,  qu'a  un  point  m  ne 
repond  qu'un  point  m',  et  reciproquement.  C'est  la  la  pro- 
priete  fondamentale  et  caracteristique  des  divisions  homo- 
graphiques. 

§  II.  —  Faisceaux  homo  graphiques. 

143.  On  pent  exprimer  Thomographie  de  deux  fais- 
ceaux, en  les  coupant  par  une  ou  deux  transversales ,  et  en 
exprimant  qu'ils  font  sur  ces  droites  deux  divisions  homo- 
graphiques.  Mais  on  peut  aussi  se  servir  de  relations  g^n^- 
rales  entre  les  sinus  des  angles  que  deux  rayons  homologues 
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font  avec  des  axes  fixes.  Ces  relations  seront  de  di verses 
formes,  de  m^ine  que  celles  relatives  aux  divisions  homo- 
graphiques  de  deux  droites. 

I.  ^I^quations  k  deux  termes. 

Soient  quatre  rayons  A,  B,  C,  M  du  premier  faisceau, 
et  les  quatre  rayons  correspondants  A',  B',  C,  M'  du 
second  faisceau;  on  aura  (51 ) 

sin  (A,  M)   sin(A,C)  __sin(A^M^)  sin(ASC) 
sin(B,  M) '  sin(B,  C)     sin(B',  M') '  sin(B',  C')' 

ou 

sin  (A,  M)_sin(ASM^)   fsin (A,  C)   sin  ( A%  C)l 
sin  (B,  M)  ~"  sin(B',  M')    L*in(B»  C)  '  sin(B',  C)  J' 

ou,  en  repr^sentant  par  i  le  facteur  constant  du  second 
membre , 

sin(A,  M)  _  sin(A^  M^) 

sin(B,  M;  ^  sin{B',  M')' 

Ainsi ,  cette  Equation  exprime  que  les  deux  rayons  M ,  M', 
qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes ,  forment  deux 
faisceaux  homographiques. 

144.  Si  les  deux  droites  fixes  A,  B  sont  rectangulaires , 

le  rapport  gl^jg '^^^  devient  tang  (A,  M)    et  semblable- 

ment,  si  les  deux  droites  A',  B'  sont  aussi  rectangulaires. 
De  sorte  que  T^uation 

(2)  tang(A,M)=r>.tang(A',  M') 

exprime  que  les  deux  droites  M,  M'  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques. 

Dans  cette  equation  ou  la  direction  de  chaque  rayon 
OM  ou  Cy  M'  se  determine  par  rapport  a  une  seule  droitc 
OA  ou  O' A',  il  faut  convenir  du  sens  dans  lequel  on  comp 
tera  les  angles  posilifs  autour  dos  deux  centres  O  et  O'. 
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145.  Cas  particulibr.  — Deux  faisceauXy  dans  lesquels 
les  angles  de  Vun  sont  egauXy  respectii^ement,  aux  angles 
de  V autre  y  sont  homographiques, 

Cela  est  evident,  car  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
rayons  du  premier  faiseeau  est  egal  a  oelui  des  quatre 
rayons  bomologues  du  second  faiseeau ,  puisque  les  angles 
du  premier  faiseeau  sont  egaux  a  ceux  du  second. 

Ainsi  Thomographie  s'exprimera  par  F equation 

(3)  angle  ( A,  M )  =  ±  angle  ( A',  M'  j , 

Les  deux  faisceaux  peuvent  presenter  deux  cas  dillerents , 
relativement  au  sens  dans  lequel  toument  leurs  rayons  res- 
pectifs.  Si  les  rayons  toument  dans  le  meme  sens,  les  deux 
faisceaux ,  que  nous  supposons  avoir  le  meme  centre ,  peu- 
vent ^tre  rendus  coincidents,  par  une  simple  rotation  de 
Tun  d'eux.  Et  si  les  rayons  tournent  en  sens  contraire ,  il 
existe  toujours  deux  rayons  dont  chacun ,  consid^re  comme 
appartenant  au  premier  faiseeau,  estlui-m^me  son  bomo- 
logue  dans  le  second  faiseeau :  ces  deux  rayons  sont  rec- 
tangulaires ,  et  les  deux  faisceaux  sont  places  symetnque- 
ment  de  part  et  d'autre  de  chacun  d'eux.  Nous  dirons , 
dans  le  premier  cas ,  que  les  deux  faisceaux  sont  sembla- 
bles,  et,  dans  le  second,  quHls  sont  sjmetn'ques. 

II.  Equations  a  trois  ternies, 

146.  On  a  entre  les  quatre  droites  A,  B,  C,  M  et  leurs 
bomologues  A',  B',  C,  M'  T^quation 


sin(A,M)   sin  (A,  C)  sin^C\_M^) ,  sin(C,  A^) 

sin  (B,  M ; '  sin  ( B,  C )  sin  ( B',  M' ) '  sin  ( B',  A')  ' 

p  .        sin(B,  C)      .  sin(B',  A')  . 

Faisons  .           =  l  et  -.  )J  ^r[  =  l^\  il  vient 

sin  (A,  C)  sin  (C,  A  )      ^  ' 

.  sin  (A,  M)  sin(CS  M^)  _ 

'■sin(B,  "^*''"sin(B',  M'  ~" 


io4         TRAITS  DE  GEOMltTRIE  SUPfiRIEURE. 

Ainsi ,  etant  donnees  deux  droites  fixes  A ,  B,  deux  autres 
droites  fixes  C\  B',  et  deux  constantes  X  et  fx,  cette  equa- 
tion exprime  que  les  deux  droiles  M ,  M'  formeni  deux 
faisceaux  homographiques.  Dans  ces  deux  faisceaux,  les 
droites  B,  B'  sont  deux  rayons  correspondants ;  mais  les 
rayons  A  et  C  ne  se  correspondent  pas  et  sont  pris  arbi- 
trairement. 

On  pent  prendre  A  perpendiculaire  a  B,  et  C  perpendi- 
culaire  k  B'^  Tequation  devient 

^  '  tang(B,M)"^t^BVMn"" 
On  peut  encore  ecrire 

(6)  l  tang  ( A,  M)  -^-  f*  tang  ( M')  =  1 . 

Mais  ici  il  faut  bien  observer  que  quand  les  deux  fais- 
ceaux sont  donnes ,  A  et  C  ne  sont  pas  deux  droites  quel- 
conques  5  car  il  faut  que  les  perpendiculaires  B  et  B'  a  ces 
deux  droites,  respcctivement,  soient  deux  rayons  corres- 
pondants  des  deux  faisceaux. 

147.  L'equation  (5)  donne  lieu  a  cette  propriete  de  deux 
faisceaux  homographiques  :  ^Itant  pris  un  rayon  du  pre- 
mier J'aisceaUy  on  peut  toujours  determiner  deux  autres 
rayons  faisant  a^ec  celui-la  deux  angles  egaux,  respecti- 
wementj  a  leurs  homologues  dans  le  second  J aisceau, 
mais  Vun  ai^ec  le  meme  signe,  et  V autre  auec  un  signc 
contraire. 

En  effet,  les  deux  angles  formes  a  partir  du  rayon  B  el 
satisfaisant  a  la  question,  seront  determines  parr^qualion 

tang(B,  M)  =  A  ±fx. 

III.  Equations  a  quatre  termes. 

148.  L'equation  homogene  a  quatre  termes  (138)  qui 
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exprime  la  division  homographique  de  deux  droites ,  donne 
lieu  a  unc  ^uation  semblable  entre  les  sinus  des  angles  de 
deux  faisceaux  homographiques  (139).  Ainsi,  A,  B,  C,  D 
elant  quatre  rayons  fixes  du  premier  faisceau,  A',  B',  C,  D' 
les  rayons  correspondants  du  second  faisceau,  et  M,  M' 
deux  rayons  correspondants  variables ,  on  aura  F^uation 

sin(A,M)   sin(B%  M^)  sin(A,M)  sin(B',C) 

sin  ( C,  M } '  sin  ( D',  M' )  sin  [  C,  M )  '  sin  ( D',  C ) 

sin(B^        sin(A,  D)  sin(A,D)   sinjBVA/)  _ 

sin(D',M'j  *  sin(C,  D)  sin(C,  D) '  sin(D',  A')  ^' 

donl  le  dernier  terme  pent  elre  remplace  par 

sin  (BSC)  sin(A,  B) 
sin(D',C')  'sin(C,  B)* 

On  pent  ecrire 

sin(A,  M)  sin(BSM^)       sin  (A,  M)        sin(BS  M^)  _ 
sin(C,M)*sin(D',lvr)"^    sin(C,  M)"*"^sin(D',M')  ' 

Ceite  equation  exprlme  done  que  les  deux  rayons  M ,  M' 
ferment  deux  faisceaux  homographiques. 

Les  deux  droites  A ,  C  du  premier  faisceau  sont  prises 
arbitrairemenl,  ainsi  que  les  deux  B'  et  D'  du  second  fais- 
ceau. 

Ii9.  Si  A  et  C  sont  rectangulaires ,  ainsi  que  B'  et  D', 
1  equation  devient 

8  Ung(A,  M)tang(B',  ML') -f- >.tang ( A,  M)  +  ix. tang(B',  Ivr)-+-v  =  o. 
IV.  Cas  ou  l^un  des  deux  faisceaux  a  son  centre  a  Tinfini. 

150.  Si  Tun  des  faisceaux  est  compost  de  droites  pa- 
ralleles,  on  remplacera  dans  les  formules  precedentes  les 
sinus  des  sTnglcs  relatifs  a  ces  droites  par  les  segments 
qu'elles  determinent  sur  une  transversale ,  comme  nous 
avons  fait  pour  exprimer  I'egalite  des  rapports  anharmo- 
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uiques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites ,  dont  Fun  est 

forme  de  quatre  droites  parall&les  (53). 

D'apris  cela,  rhomographie  des  deux  faisceaux  s'ex- 
primera  par  les  equations  suivantes  : 

Equations  a  deux  termes, 

sin  (A,  M)   a'/w' 

sin(B,  M)~"  Pw' 
«n(A,M)  _ 
sin(B,M)-^-^'"' 

sin  (A,  M)   X 

sin(B,  M)"~  F^'* 

Aquations  a  trots  termes, 

sin  (A,  M)         <f  m'   

sin  (B,  M}"^'*'6W'~" 
sin(A,  M)  ,  , 

sin(A,M)       II  _ 
sin(B,  M)"^i»'/w'  ' 

Aquations  a  quatre  termes, 

sin(A,  M)   b'm'       sin(A,  M)         b' m*  _ 
sin(C,  M)'£/'/n'"*"  sin(C,  M)*^  ^' rf'm' "  ~  ^' 
sin(A,  M)        ,     ^sin(A,  M)  ,  . 

sin(C,  M)  sin(C,  M)  ^ 

sinfA,  M)      I        ^sinfA,  M)  a 

 2 — !  L  .  L-  \   i — I  1  -J  L —    -4-  V  =  o- 

sin(C,  M)   rf'm'^   sin{C,  M)  ^rf'/w'  ^ 
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CHAPITRE  VIII. 

SUITE  DU  PR^C^DENT.  DIVISIONS  HOMOGRAPHIQCES  FORM^ES 

sea  UNE   MEME    DROITE.           FAISGEAUX  H0M0GRAPHIQUE8 

AYAliT  LE  JfiME  CENTRE. 


§  I.  —  Divisions  homographiques  formees  sur  une  m^me 
droite.  —  Points  doubles, 

151.  Quand  deux  droites  dii^/sees  homographiquement 
sent  superposees  Vune  sur  F autre,  il  exlste  deux  points 
(reels  ou  imaginaires)  dont  chacun,  considere  comme 
appartenant  a  la  premiere  dUv^ision,  coincide  av^ec  son 
homologue  dans  la  seconde  dii^ision. 

En  eiTet,  la  division  homographique  de  deux  droites 
s'exprime  par  I'i^quation 

am,b' m'  -^X.am  -f-  pt.^'/w'H- v  =  0, 

dans  laquelle  a  el  b'  sont  deux  points  fixes  quelconques 
pris  sur  les  deux  droites  respectiveraent  (131).  Quand  ces 
deux  droites  coincident  en  direction ,  on  pent  prendre  pour 
h'  le  point  a ,  et  Fequation  devient 

am  ,am'  -i-^.am  H-  ^.am'  -f-  v  =  o. 

Si  Ton  veut  que  les  deux  points  homologues  m'  coin- 
cident, on  determinera  leur  position  commune  par  Fequa- 
tion 

am  4- (X -h  +  V  =  o, 

laquelle  donne  deux  valeurs  de  am,  Cons^quemment  il 
existe  deux  points  qui  satisfont  a  la  question ;  et  il  ne  pent 
pas  y  en  avoir  plus  de  deux. 
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Nous  donnerons  a  ces  deux  points  remanjuables  le  nom 
de  points  doubles ,  pour  indiquer  que  cliacuii  d'eux  repre- 
sente  deux  points  homologues  coincidents.  Ces  points  peu- 
vent  6tre  Imaginaircs. 

152.  Le  milieu  des  deux  points  doubles  est  le  milieu 
des  deux  points  qui,  dans  les  deux  div^isions,  correspon- 
dent a  Vinjlni, 

En  effet,  soit  I  le  point  de  la  premiere  division  qui  cor- 
respond a  Finfini  de  la  seconde,  et  J'  le  point  de  celle-ci 
qui  correspond  a  Tinfini  de  la  premiere  \  I'equation  prend 
la  forme  (133) 

am .  am'  —  aV .  am  —  a  I .  am'     n  I .  aa'  =  o . 
Quand  les  deux  points  m ,  m'  se  confondent ,  on  a 
am  —  [a\-\-  aV)  am  +  a  I . aa'  =  o. 

La  somme  des  distances  du  point  a  aux  deux  points 
doubles,  est  done  [a  \  -\- aV)\  ce  qui  prouvc  que  le  point 
milieu  des  deux  points  doubles  coincide  avec  celui  des  deux 
points  I,  J'.  c.  Q.  F.  D. 

Designant  par  O  ce  point  milieu,  on  a 

aO  =  ; 

2 

et  I'equation  qui  determine  les  deux  points  doubles  devient 

 2 

am  —  2  a 0 .  am  -\-  al  aa'  =  o. 

153  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  premiere 
dii^ision,  ana:  deux  points  doubles y  est  aa  rappoit  des 
distances  du  point  correspondant  de  la  seconde  dwision 
aux  deux  monies  points,  dans  une  raison  constante. 

En  elFet,  soient  e,  /  deux  points  de  la  premiere  divi- 
sion, et  leurs  homologues  dans  la  seconde  division; 
riiomographie  des  deux  divisions  sera  exprimee  par  I'equa- 
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lion 

em       ^  e' m* 

T  =^77-7  • 
fm        f*m'  ' 

Et  si  Ton  prend  pour  les  deux  points  e ,  y  les  deux  points 
doubles ,  lesquels  coincident  avec  leurs  homologues ,  cette 
equation  devient 

em    em' 

Tin  fm^'^ 

ce  qui  demon tre  la  proposition  enoncee. 

On  verifie  ais^ment  que  dans  les  deux  divisions  homo- 
graphiques  determinees  par  cette  equation  les  deux  points 
e,  /  sont  dcs  points  doubles.  Car  si  Ton  suppose  que  le 
point  m  se  confonde  avec  le  point  e,  on  a  me  =  o ,  et  par 
consequent  aussi  m'e  =  o  5  c'est-a-dire  que  m'  se  confond 
aussi  avec  le  point  e  :  ce  qui  prouve  que  celui-ci  est  un 
point  double,  Et  pareillement  du  point  f. 

Observation,  —  Quand  la  constanle  /  est  egale  a  —  i, 
les  deux  points  m,  m'  divisent  harmoniquement  le  seg- 
ment ef  (56).  Ce  cas  particulier  se  rapporte  a  la  theorie  de 
Vinvolution  des  six  points,  que  nous  exposcrons  plus  loin. 

154.  Construction  des  deux  points  doubles. — Pre- 
nons  Tequation  qui  determine  ces  deux  points,  savoir, 

am  —  laO, am  -4-  « I . aa'  =  o. 

L'origine  a  est  arbitraire;  placons-la  an  point  O  :  il  suffit 
de  faire  aO  =  o  ;  I'^uation  devient 

OmV  01.00'=  o. 

0'  est  le  point  qui  correspond,  dans  la  seconde  division , 
au  point  O  de  la  premiere.  Ce  point  O  etant  le  milieu  du 
segment  I  J',  on  a  01  =  —  OJ'5  on  pent  done  ^crire 

0^'—  OJ'.  00'  =  o. 
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Dou   

Om=:dbv/OJ'.  00'. 

Ainsi  les  points  doubles  sont  de  part  et  d'autre  du  point  O, 
a  des  distances  egales  a  \/00'.  OJ'.  De  sorte  que  leur  re- 
cherche se  r^uit  a  construire  une  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  lignes. 

Quand  les  deux  points  O'  et  J'  ne  se  trouvent  pas  du 
m^me  cdt^  du  point  O,  les  deux  segments  00',  OJ'  sonl 
de  signes  contraires ;  leur  produit  est  ndgatif  j  el  les  deux 
points  doubles  sont  imaginaires, 

155.  Cette  construction  des  deux  points  doubles  est  fon- 
dee  sur  la  connaissance  des  deux  points  I  et  J',  dont  la 
determination  est  toujours  extr^mement  facile,  de  sorte 
que  la  construction  a  toute  la  simplicite  desirable.  Mais 
on  peut  demander  de  construire  les  deux  points  doubles 
immediatement ,  an  moyen  des  seules  donnees  qui  ser- 
vent  a  determiner  les  deux  divisions  homographiques ,  les- 
quelles  sont,  en  g^ndral ,  trois  systemes  quelconques  de  deux 
points  correspondants.  Nous  reviendrons  sur  cette  question 
(Chap.  Xni,263). 

156.  La  notion  des  points  doubles  de  deux  divisions  ho- 
mographiques est  tris-importante  elle  sera  fort  utile,  no- 
tamment  pour  la  resolution  des  problemes ,  ou  elle  procurers 
des  solutions  uniformes  et  tr6s-simples  de  beaucoup  de 
questions  qui  conduisent  a  des  ^nations  du  second  degre 
parfois  tres-compliquees.  Par  exemple,  les  trois  problemes 
de  la  section  de  Vespacey  de  la  section  de  reason  ^  et  de  la 
section  detemiinee,  qui  out  ^t^  le  sujet  de  troi3  traites  diffi^ 
rents  d' ApoUonius ,  se  r^soudront  immedialement  par  cette 
methode  ("voir  Chap.  XIV  et  XV). 

157.  CaS  ou  l'tJN  nES  points  doubles  est  a  L'lIfFIPII.  — 

Ce  cas  est  celui  de  deux  divisions  semblables;  car  si  Ic 
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point  double    est  a  Tinfini ,  T^quation  g^n^rale 


devient 


fm       fm    ^  ' 


em   


equation  qui  exprime  deux  divisions  semblables  (H8). 

158.  Construction  du  point  double  e.  — Quand  le  coef- 
ficient de  proportionnalit6  X  est  donne ,  un  seul  systime  de 
deux  points  homologues  a ,  a'  suffit  pour  determiner  le  point 

double  e par  le  rapport  ^  =  i. 

Quand  les  deux  divisions  sont  determine  par  deux 
couples  de  points  homologues  a,  a'  et  i,  i',  on  a  pour 
deux  autres  points  homologues  quelconques  m ,  m!  la  rela- 
tion 


am  ab 
—i — ,  =  const.  = 
am 


et,  pour  determiner  le  point  double,  T^uation 

ae    ab 

Ve'^Vb'^ 

On  portera  sur  deux  droites  paralleles  menees  par  les  points 
a  et  a',  deux  segments  aS,  a' 6'  egaux  a  ai,  a'ft',  et  diri- 
ges  dans  le  m^me  sens ,  ou  en  sens  contraires ,  suivant  que 
ah  et  aV  seront  de  m^me  signe  ou  de  signcs  diflerents;  la 
droite       determinera  le  point  e, 

Autrement.  Sur  les  deux  segmetits  ah\  a'h  on  d^rira 
deux  circonferences  de  cercles  passant  par  un  m^me  point 
J  quelconque^  elles  se  couperont  en  un  second  point  g^,  et 
leur  corde  commune  gg*  passera  par  le  point  double  e.  Car 
lequation 

ae    ab 

ITe"!^' 
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s'ecrit 


ae  at 


ae  —  be     a!  e  —  h'  e"* 

d'ou  Ton  tire 

ae     a'e  ,  , 

7-  =  7-7-  9    ou    ea,  eo  =  ea  .  eo  ; 
be  ae 

ce  qui  prouve  que  le  point  e  est  sur  la  corde  commune  aux 
deux  circonferences  d^crites  sur  les  segments  ab\  a!b. 

159.  Quand  dans  Tequation       =  X,  le  coefficient  X  est 

egal  a  —  i ,  le  point  double  se  trouve  au  milieu  de  chaque 
segment  mm'  forme  par  deux  points  homologues;  de  sorle 
que  les  deux  divisions  sont  egales  ou  les  m^mes,  mais 
formees  en  sens  contraires. 

Si  le  coefficient  X  est  eeal  a  -f-  i ,  T^uation  — ,  =  i 
^  *  em 

montre  que  le  point  e  est  a  I'infinij  de  sorte  que  les  deux 

points  doubles  coincident  a  Tinfini.  Alors  on  a 

ab 

ab  =  a'b'', 

ce  qui  montre  que  les  segments  homologues  sont  egaux  et 
dirig^s  dans  le  meme  sens.  On  pent  dire  que  les  deux  divi- 
sions sont  egales  et  dirigees  dans  le  m<^me  sens. 

§11.  —  Dii^erses  manieres  d'exprimev  deux  divisions  homo- 
graphiques  sur  une  mSnie  droite. 

I.  Equation  am .  b' m'  -h  a  [am  —  ^'//i')  -1-  v  =r  o 

160.  Quand  deux  div^isiom  homo  graphiques  sont  mar- 
quees sur  une  m^me  droite,  on  peut  les  exp rimer  par  une 
equation  telle  que 

(l)  am,b'm'  -^liam  —  b' m')  4- v  ==  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  segments  ametb'm' 
sont  egaux  et  de  signes  contraires. 
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Pour  obtenir  cette  equation ,  on  peut  prendre  a  volonte 
le  point      et  Ton  determine  le  point  b'  et  la  consiante  1^ 
ou  bien  on  peut  se  donner  la  constante  X  et  determiner  les 
deux  points  fixes  a  et  b' , 

En  effet,  I'equation  generale  est 

am.b'm'^b'y.am  —  al,b'm''^al     a' z=z  o  (tSS). 

Done  si  le  point  a  est  donne ,  il  suffit  de  prendre  le  point 
b'  de  maniere  que  J'  =  —  al,  Cette  relation  fait  voir  que 
les  deux  points  a  et  b^  sont  a  ^gale  distance  des  deux  points 
I ,  J'  respectivement ,  et  tons  deux  sur  le  segment  I  J'  ou 
tous  deux  au  dehors. 

Si  la  constante  X  est  donnee,  on  prendra  les  points  a  et 
b'  distauts  de  I  et  J',  respectivement,  d'une  longueur  egale 
a  A,  mais  demaniire  que  les  deux  segments  al^  b'V  soient 
de  signes  contraires. 

II.  Equation  am  .b* m' .mm' §  =  o. 

161.  Deux  dwisions  homographiques  sur  une  ni^me 
droite  s'expriment  par  V equation 

(2)  fl/w.^'w' -4- y./w/w' -h  ^  =  o. 

En  eflfet,  en  prenant  le  point  A'  comme  il  vient  d'etre 
dit,  on  a  T^quation 

am.b' m'     a  I.  am  —  aI.  ^'m'  -f-  al.b'  a'  =.  o. 

Qu'on  rempiace,  dans  le  troisieme  terme,  i'm'  par 
[am'  —  ai'),  il  vient 

am.b'm'-^al{am  —  am')  -f-  a\{ab'     b'  a')-=.  o, 

ou 

(2')  am.b'm'  —  al./w/w' -f- al.afl' =  q; 

cequi  d^montre  le  theorime. 

CoROLLAiRE  T.  —  Si  le  point  a  coincide  avec  I'un  des 
points  doubles  e ,  le  point  V  coincidera  avec  le  second  point 
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double  /^*,  le  segment  aa'  sera  nul,  et  Fequation  deviendra 

(3)  em,fm' — el,mn/=o. 

Corolla  IRE  II.  —  Si  le  point  a  est  le  milieu  O  des  deux 
points  I,  J',  le  point  fe'  coincide  avec  cc  mfeme  point  mi- 
lieu ,  puisque  ft' J'  =  —  al ,  et  Tequation  devient 

(4)  Om.Om'  —  01. mw'     01.00'  =  o, 

O'  etant  le  point  de  la  seconde  division  qui  correspond  au 
point  O  considere  comme  appartenant  a  la  premiere. 

III.  Equation  Om  -f-  Im .  mm'     v  =  o. 

162.  Deux  dii^isions  homograpkiques  sur  nne  meme 
droit  e  s'exprinient  par  r  equal  ion 

0//I  4- Iw./wm' -h  V  —  o, 

V  etant  une  constante. 

En  eiFet,  que  dans  Fequation  precedenle  on  remplace 
Om'  par  Om-h'ww',  il  vient 

Om'-h  {Om  —  01)  mm'     01.00'  =  o, 

ou 

0^'-4-Iw.w/w'-h  01.00' =  o. 

§  III.  —  Cos  oil  les  deux  points  doubles  coincident. 

163.  Troui^er  la  condition  pour  que  les  deux  points 
doubles y  dans  V equation 

am .  am'  -I-  a  .  am  -h  ^ .  am'     v  =  o, 

se  conjondent  en  un  seul. 

Les  deux  points  doubles  sont  determines  par  la  relation 

am  -H  (X  -H  |x)  am  -h  v  =  o. 
La  condition  d*egalite  des  deux  racincs  est 

(a  ~h  iiY—  4v=:  O. 
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RempIa9ons  les  constantes  par  leurs  expressions  geome- 
triques 

lz=  —  ar,    pL  =  — al  (155). 

On  a 

Oetant  le  point  milieu  du  segment  IJ'.  II  en  r^sulte  que 

v  =  aO^  et  Tequation  qui  determine  le  point  double  de- 
vienl 

am  —  %a0.am  -H  aO  =  o. 

D'ou 

am  =  flrO. 

Ainsi  le  point  de  coincidence  des  deux  points  doubles  est 
le  point  O,  c'est-a-dire  le  milieu  des  deux  points  I,  J'  qui 
ont  leurs  homologucs  a  Tinfini. 

L'equation  qui  exprime  I'homographie  des  deux  divisions 
devient 

(a)  am, am*  —  a}',  am — fli.a/w' aO  =  o. 

164.  Dans  cette  equation  le  point  a  est  pris  arbitraire- 
ment.  Supposons  quMl  coincide  avec  le  point  0^  1 'equation 
devient 

0/w.O/w'—  OJ'.  Om  —  OI.O/w'=  o, 

ou,  parce  que  OJ'  =  —  01, 

[h)  Ow.Om'  —  01. mw'  =  o. 

Cette  Equation  pent  encore  se  conclure  de  Tequation  (3) 
dans  laquelle  on  exprimera  que  les  deux  points  doubles  e^J 
coincident  en  O,  ou  bien  de  I'^uation  (4 )  dans  laquelle  on 
supposera  le  segment  00'  nul. 

CoROLLAiRE.  —  L'Ajuatiou  {h)  prouve  que  le  rapport 

  est  constant:  on  aura  done,  en  prenant  deux 

mm 

points  homologues  a  ^  a\ 

Om.Om'  Oa.Oa' 

[b  )   =   ;  
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165.  Cette  equation  donne 

Om'  —  Ow  _  Oa'  —  On 
0/w.O/w'        Ofl.Oa'  ' 

ou 

/V  _i  i_  _   1  i__ 

Om     Om''~'Oa  Oa'' 

Expression  la  plus  simple  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  dont  les  points  doubles  coincident.  On  peut  aussi 
tirer  cette  Equation  directenient  de  Fequation  generale  a 
trois  termes  (7,  123). 

166.  En  ecrivant  (c)  ainsi 

I        I           1  I 

on  en  conclut 

^   '  am  am 

CoROLLAiREs.  — Daus  ces  deux  equations  (c  et  d)  on  peut 
supposer  le  point  a'  a  Finfini ,  et  elles  deviennent 

.  M  «  1_— JL 

^""^  Om  Om'"~Ol' 

^     '  \m 

167.  Qu'on  remplace  Om'  par  (Om -h /ytm')  dans  le- 
quation  (6),  elle  devient 

O/w'-f-  (Om  —  01) /W  =  o, 

ou 

[e)  0/w  -h  Im .mm' =  o. 

Cette  equation  se  conclut  aussi  de  Fequation  pr^c^dente  (5') 
ou  Ton  suppose  le  segment  00'  nul. 

168.  On  peut  encore  exprimer  les  deux  divisions  par 
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I'equation 

^•^  O//1  7 — >  /n/w  .  — =  o. 

am'  aa' 

En  efl'et,  prenons  requation  [e]  ex.  ^crivons-la  ainsi : 

Om    Om  _^ 

Im    m!  m  ' 

ou,  en  designant  par  1'  le  point  de  la  seconde  division  situe 
a  I'infini , 

(Om  or \  /  o_w  .  or  \ 

Comme  le  premier  membre  est  forme  de  deux  rapports 
anharmoniques ,  cette  equation  a  lieu  quelle  que  soil  la  po- 
sition du  point  I'  a  distance  finie,  le  point  I  etant  son 
homologuc  dans  la  premiere  division.  Ainsi  1  equation 

0//f   Im.m'm 

^""m'r.ir' 

ou  Tequatiou  (y  ),  puisque  I  et  I'  sont  deux  points  corres- 
pondants  quelconques  des  deux  divisions,  exprime  deux 
divisions  homographiques  dont  les  deux  points  doubles  se 
confondent.  ,  c.  q.  f.  d. 

169.   CaS  ou  LES  DEUX  POINTS  DOUBLES  SONT  A  l'iNFINI.  — 

Dans  relation 

Om.Om'  Ofl.Ofl' 
 . —  —  — , 

fN/n  aa 

a  et  a'  sont  deux  points  correspondants,  et  O  le  point  de 

coincidence  des  deux  points  doubles  (465).  Si  ce  point  est 

,  „.  «  .  ,  0/w    Oiw'  ,         .  i»    .  , 

a  1  mfini ,  les  rapports »         sont  egaux  a  1  unite,  et 

Tequation  devient 

mm'  =  aa' . 

Ainsi ,  le  segment  compris  entre  deux  points  correspondants 
quelconques  est  de  grandeur  constante;  il  s'ensuit  que 
a'm'=am\  c'est-a-dire  que  deux  segments  homologues 
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des  deux  droites  sont  toujours  egaux,  ou,  en  d'autres 
termes ,  que  les  deux  droites  sont  divisees  en  parties  ^ales , 
une  a  une ,  respectivement ,  et  dirigees  dans  le  m^me  sens. 
Et ,  en  effet ,  nous  avons  deja  vu  que  dans  ce  cas  les  deux 
points  doubles  sont  situes  a  Tinfini  (159). 

170.  D  resulte  de  la  que,  quand  on  a  sur  une  m^me 
droite  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  dou- 
bles coincident ,  on  pent  en  faire  la  perspective  ,  de  maniere 
que  les  segments  homologues  deviennent  egaux  entre  eux.  II 
suffit  que  dans  la  perspective  le  point  double  des  deux  divi- 
sions proposees  passe  a  Tinfini. 

§  IV.  —  Propriete  de  deux  di\^isions  homographiques 
dont  les  points  doubles  sont  imaginaires . 

171.  Quand  deux  divisions  homographiques  formees 
sur  une  m^me  droite  n'ont  pas  de  points  doubles^  il  existe, 
de  part  et  d' autre  de  cette  droite,  un  point  d'oii  I'on 
voit  sous  des  angles  egaux  et  Jotmes  dans  le  meme  sens 
de  rotation y  tous  les  segments  compris  entre  les  points^  de 
la  premiere  divvtion  et  leurs  homologues  respectifs. 

L'homographie  des  deux  divisions  s'exprime  par  Tequa- 
lion 

O /w . O  m'  —  01 .  mm'  +  01 . 00'  =  o    ( 161 ,  equal.  4), 

ou 

Om.O/w'  OI.O/w  —  OI.O/w'+OI.OO'  =  o. 
Les  deux  points  doubles  ^tant  imaginaires ,  par  hypoth^se , 
les  deux  points  O'  et  J'  sont  de  cotes  diflerents  par  rapport 
au  point  O  (1S4) ;  par  consequent  O'  el  I  sont  d'un  mcme 
cote,  et  le  produit  01.00'  est  positif.  Prenons  sur  la  per- 
pendiculaire  ^levee  par  Ic  point  O  le  segment 

OP  =r  v^OI.OO'. 

L'^quation  s'ecrit 

Om   0/w'      01  /Om  Om'\ 

OP  "lOP  "^'OP  \^  OP  "~  1)F/  ^' 
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cc  qui  donne 

tang  OP  m .  tang  OP  m'  -f-  ^  (tang  OP  m  —  tang  OP  w')  -h  i  —  o, 
ou 

tang  OP  m'  —  tang  OP  m  OP 
1      tangOP/w  .tangOP/w'  ~  01 

Le  premier  membre  est  egal  a 

tang  (OP  m'  —  OP  /»)      tang  m  P  ///', 
et  le  second  a  tang  OIP  ^  on  a  done 

angle  m  P  m'  =  angle  OIP  =  const. 

Ce  qui  demontre  le  theoreme. 

Autrement,  Quand,dans  deux  faisceaux  homographi- 
ques ,  les  angles  formes  par  trois  couples  de  rayons  homo- 
logues sont  egaux  et  dans  le  meme  sens  de  rotation,  il  en 
est  de  m6me  des  angles  formes  par  tous  autres  rayons  ho- 
mologues.  Ainsi  A,  B,  C,  D  etant  quatre  rayons  du  premier 
faisceau,  et  A',  B',  C,  D'  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau,  si  les  trois  angles  (A,  A'),  (B,  B')  et  (C,  C)  sont 
egaux  et  formes  dans  le  mc^me  sens  de  rotation ,  a  parti r 
deleurs  origines  respectives  (6) ,  le  quatri^me  (D,  D')  sera 
egal  a  ceux-la  et  forme  dans  le  m^me  sens  de  rotation. 

En  eifet,  en  faisant  tourner  le  second  faisceau  autour  du 
centre  commun,  on  pourra  faire  coi'ncider  les  trois  rayons 
A',  B',  C  avec  leurs  homologues  A ,  B,  C  respectivement  \ 
et,  par  consequent,  deux  autres  rayons  homologues  quel- 
conques  D,  D'  seront  aussi  coincidents. 

Cela  pos^,  menons  par  le  point  P  determine,  comme 
il  a  ete  dit,  par  la  relation  OP=  v'OLOO',  la  parallele 
Poo  a  la  droite  OI.  Le  point  P  est  le  sommet  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  determines  par  les  deux  ^visions 
proposees.  Les  rayons  PO,  P/n,  PI  et  Poo  du  premier  fais- 
ceau ont  pour  homologues  dans  le  second,  FO',  Pw',  Poc 
et  PJ^'  prolongcment  de  l^J'.  Les  dcuv angles  IP  oc  el  PJ" 
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sont  egaux  et  dans  le  mt^me  sens ,  parce  que  les  deux  points 
I  et  J'  sont  a  egale  distance  du  point  O.  L'anglelPco  est 
aussi  ^gal  a  Tangle  OPO'  -,  rar  Texpression  de  OP  donne 

OP  _  OO^ 

01     OP  ' 

ce  qui  prouve  que  les  angles  OPO'  et  OIP  sont  egaux.  Or 
celui-ci  est  egal  a  IP  oo  ,  done  les  angles  IP  oo  et  OPO'  sont 
^gaux  5  et  il  est  Evident  que  ces  deux  angles  sont  dans  le 
m^me  sens.  Ainsi  les  trois  angles  que  les  trois  rayons  PO, 
PI  et  Poo  du  premier  faisceau  font  avec  leurs  homologues 
PO',  P  00  et  PJ"  respectivement,  sont  ^gaux  et  dans  le  m&me 
sens*,  et  par  consequent  Tangle  mVm\  forme  par  deux 
autres  rayons  homologues  quelconques ,  est  egal  a  ceux-la 
et  dans  le  m^me  sens.  c.  q.  f.  d. 

172.  Les  points  doubles  des  deux  divisions  homogra- 
phiques  que  nous  consid^rons ,  ont  pour  milieu  le  point 
O ,  et  pour  carre  de  leur  distance  a  ce  point ,  le  produit 

00  .  OJ'  (154)  ou  — OO'.  01  =  — OP-  de  sorte  que  ces 
points  (imaginaires)  ne  dependent  pas  de  la  grandeur  dc 
Tangle  sous  lequel  on  voit  du  point  P  les  segments  aa\ 
bh\  etc.,  mais  seulement  de  la  position  de  ce  point.  On 
conclut  de  la  ce  ih^orfeme  singulier,  qui  aura  des  applica- 
tions : 

Siy  autoiir  d\in  point.  P,  comnw  sommet,  on  fait  tourner 
iin  angle  (A,  A')  de  grandeur  constante^  ses  deux  cotes 
marqueront. ,  sur  une  trans\^ersale  jixe^  deux  divisions 
homographiques  qui  auront  toujours  les  memes  points 
doubles  [imaginaires),  quell e  que  soit  la  grandeur  de 
Vangle{k,M), 

173.  Trois  segments  sur  une  meme  droitc ,  aa\  bb\  cc\ 
determinent  deux  divisions  homographiques  dans  lesquelles 
fi^  />,  c  seront  trois  points  de  la  premiere,  et  a\  /?',  c'  les 
trois  points  correspoiidants  dc  la  sccondc.  Quand  les  points 
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doubles  de  ces  deux  divisions  soul  imaginaires ,  il  existe , 
de  part  et  d'autre  de  la  droite ,  un  point  P  d'ou  Ton  aper9oit 
les  irois  segments  sous  des  angles  egaux  (171 ).  Par  conse- 
quent on  conclut  de  ce  qui  precede  une  solution  tres-3imple 
de  cette  question : 

iltant  fionnes  trois  segments  aa',  bb',  cc'  sur  une  m^me 
droite,  troui^er  un  point  (Tou  on  les  apercowe  tous  les 
trois  sous  des  angles  egaux. 

§  V.  —  Cas  particulier  des  divisions  homographiques  sur 
une  m^me  droite.  —  Dix^isiom  en  iwolution, 

174.  Si  dans  Tequaiion  g^nerale 

a/w.awi' -H  X.flw -h  pt.^/w' -4- V  =  o  (t^Ji), 

Jes  deux  coefficients  X  et  fx  sont  egaux  et  de  nieme  signe , 
les  deux  divisions  ne  sont  plus  generates,  elles  jouissent  de 
cette  propriete  particuli^re,  qu'i/w  meme  point  quelcongue, 
considere  comme  appartenant^  soit  a  la  premiere  division , 
soit  a  la  seconde,  a  toujours  Ic  m^me  homologue. 
En  effet,  Tequation  est  alors 

am .  am^     a  {am  +       )  4-  v  =  o. 

Les  deux  segments  am,  a'ni'  y  entrent  de  la  m^me  manicre : 
par  consequent,  si  Ton  change  am  en  am^  et  reciproque- 
mcnt,  r^uation  subsisle;  cc  qui  prouve  que  le  point  m', 
etant  regarde  comme  appartenant  a  la  premiere  division, 
a  pour  homologue  dans  la  seconde  le  point  m.  Done ,  etc. 

Reciproquement,  qua nd  cette  propriete  a  lieu  pour  un 
point,  quel  qu'il  soit,  les  deux  coefficients  i  et  fx  sont  egaux 
et  de  meme  si'giie ,  et ,  par  suite ,  la  propriete  a  lieu  pour 
tout  autre  point. 

En  effel,  soit  m  un  point  qui ,  considere  comme  appar- 
tenant h  la  premiere  division,  a  pour  homologue  dans  la 
seconde  le  point  m\  et  considere  comme  appartenant  a  la 
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seconde  division ,  a  pour  homologue  dans  la  premiere  le 

m&me  point      on  aura  les  deux  equations 

am .  am'  -f-  > .  am  -f-  ^ .  am'  -f-  v  =  o, 
am\  am      \  .am'-^  ^.am  H-  y  =  o, 
desquelles  on  tire  ,en  retranchant  Tune  de  Tautre , 

\[am  —  am')  +  p  [am'  —  am)  =  o, 

ou 

—     w'm  =  o. 

Or  les  deux  points  m ,  ne  sont  pas  coincidents ,  par 
consequent  il  faut  que  Ton  ait  X  =  |:jt.    c.  q.  f.  d. 

175.  Ces  deux  divisions  komographiques ,  qui  pre- 
sententcette  particularite ,  qu'un  point  quelconquc  consi- 
dere  comme  appartenant  a  la  premiere  ou  a  la  seconde ,  a 
toujours  dans  I'autre  division  le  meme  point  homologue,  se 
presenteront  friqueniment,  surtout  dans  la  th^orie  des  sec- 
tions coniques.  El  les  se  rattachent  a  la  theorie  de  Vinvolu- 
f/o/i  que  nous  allons  bient6t  exposer,  etnous  les  appellerons 
alors  div^isiom  komographiques  en  involution. 

§  VI.  —  Faisceaux  komographiques  qui  ont  le  menic 
centre,  —  Rayons  doubles. 

176.  Ce  que  nous  avons  dit  des  deux  points  doubles  de 
deux  divisions  homographiques  superposees  doit  s'entendre 
des  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  qui 
ont  le  m<^me  centre. 

II  existe  dans  les  deux  faisceaux  deux  droites,  dont  cba- 
cune,  consideree  comme  appartenant  au  premier  faisceau, 
est  elle-m6me  son  homologue  dans  le  second.  Ce  sont  ces 
deux  droites  que  nous  appelons  les  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux. 

(^cla  esl  evident ,  car  si  Ton  mene  unc  transversalc  quel- 
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conque,  les  deux  faisceaux  determineront  sur  cette  droite 
deux  divisions  homographiques  qui  auront  deux  points 
doubles,  auxquels  correspondront  les  deux  rajons  doubles 
des  deux  faisceaux. 

En  d^signant  par  E ,  F  ces  deux  rayons ,  on  peut  expri- 
mer  lliomographie  par  T^quation 

sin(E,M)_   sia(E,  M^) 
sin(F,M)""  siD(F,  M')    ^  ^* 

Quand  les  deux  rayons  doubles  sont  rectangulaires ,  ceUe 
equation  devient 

tang  (E,  M)  =  a  tang  ( E,  M'). 

177.  Supposons,  dans  I'equatlon  generate  de  Tart.  148, 
que  les  deux  rayons  B',  D',  qui  sont  arbitraires,  coin- 
cident respectivement  avec  les  deux  A  et  C5  et  appelonsi 
et  J'  les  deux  rayons  qui  correspondent ,  dans  la  premiere 
et  la  seconde  division ,  respectivement ,  au  m^me  rayon  C 
consider^  comme  appartenant  successivement  a  la  seconde 
eta  la  premiere  division;  ce  qui  se  rcduit  a  remplacer  D 
et  C  par  I  et  J';  I'equation  devient 

8in(A,M)  sin(A,M^)     sin(A,JO   sin(A,  M) 
sin  (C,  M)  *  sin  (C,  M')     sin  (C,  J' )  '  sin  (C,  M  ) 
sin  (A,  I)  sin(A,M^)     sin  (A,  I)  sin  (A,  A^)_ 
~"sin(C,  I)  "  sin(C,  M')  "^sinfC,  I)  '  sin(C,  A')""  ^* 
Les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  se  determineront  par 
Tequation 

siD(A,M)"j»    rsin(A,I)    sin(A,r)l  sin(A,M)    sin  (A,  I)  sin  (A,  A^) 
(C, M) J     I  sin(C,  I)"^sin  (C,  J'} J sin(C,  Mj"^sin  (C,  I)  *sin(C,  A') 

178.  Les  deux  rayons  fixes  A ,  C  sont  pris  arbitraire- 
ment;  le  second  peut  etre  perpendiculaire  au  premier;  on 
en  conclut  que  I'homographie  de  deux  faisceaux  s'exprime 
par  Tequation 

tang(A,  M)  tang(A,  M')  —  tang(A,  J')  iang(A, 
—  lang(A,  r)  lang(A,  M')  >f- tang(A,  A')  tang(A,  I  =0. 
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Et  les  rayons  doubles  sont  ddtermin^s  par  la  suivantc 

tang'  (A,  M)  —  tang  (A,  M)  [tang  (A,  J' ) 4- tang  (A ,  I)]-f-tang  (A,  A')  tang  (A,  1) 

179.  Substituant  a  la  droite  A  sa  perpendiculaire  C ,  on 
exprimera  I'homographie  par  Tequation 

cot  ( C,  M )  cot  (C,  M' )  —  cot  (C,  J' )  cot  ( C,  M ) 
—  cot  (C,  I)  cot  (C,  M' )  -h  cot  (C,  I)  cot  (C,  A')  =  o  ; 

C  est  une  droite  fixe  quelconque;  cette  droite,  consideree 
comme  rayon  du  premier  faisceau,  a  pour  homologue, 
dans  le  second  faisceau ,  J',  et  consideree  comme  rayon  du 
second  faisceau,  a  pour  Iiomologue  dans  le  premier,  I; 
A'  est,  dans  le  second  faisceau,  I'liomologue  du  rayon  du 
premier  faisceau  perpendiculaire  a  la  droite  C. 
Les  rayons  doubles  se  determinent  par  Tequation 

cot'  ( C;  M)  —  [cot  ( C,  I )     cot  ( C,  J' )  ]  cot  ( C,  M )  -h  col ( C,  I )  cot  ( C,  A') 

§  VII.  —  Proprietes  de  deux  faisceaux  homographiqiws 
dont  les  rayons  doubles  sont  imaginaires, 

180.  Qiiand  deux  faisceaux  homographiques  de  m€mc 
centre  nont  pas  de  rayons  doubles,  on  peut  les  considerer 
comme  etant  la  perspective  de  deux  faisceaux  dans  les^ 
quels  les  rajons  homologues  font  entre  eux  des  angles 
egaux  et  diriges  dans  le  m^me  sens  de  rotation. 

En  effet ,  coupons  les  deux  faisceaux  par  une  transver- 
sale  quelconque  L ,  on  aura  deux  syst^mes  de  points  a,  6, 
c, a',  i',  c', formant  deux  divisions  homogra- 
phiques qui  n'auront  pas  de  points  doubles :  par  consequent 
on  pourra  determiner  un  point  P  d'ou  Ton  verra  tons  les 
segments  aa\  bb\  cc' ^  etc.,  sous  des  angles  egaux  aVa\ 
bVb' ^  etc.  (171).  Qu'on  fasse  tourner  le  plan  de  ces  angles 
autour  de  la  droite  L,  de  maniere  a  elever  le  point  P  en  P' 
aii-dessus  de  la  figure,  et  qu'on  concoive  la  droite  menec 
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du  centre  commun  O  des  deux  faisceaux  proposes  au  point 
P'.  II  est  clair  que  pour  un  ceil  place  en  un  point  quel- 
conque  de  cette  droite  OP',  m^ine  a  Tinfini,  les  angles 
flP'fl',  iP'i',  etc.,  egaux  entre  eux  et  formes  dans  le  mc^me 
sens  de  rotation,  seront  les  perspectives  des  angles  aOa\ 
hOb\  etc.  Ce  qui  demon tre  le  theor^me. 

La  projection  pourra  ^tre  faite  sur  tout  autre  plan  pa- 
rallele  au  plan  (P',  L),  ce  qui  permettra  de  placer  Toeil  au 
point  P'  lui-meme. 

181.  Considerons  deux  faisceaux  homographiques  for- 
mes par  les  deux  cotes  A ,  A'  d'un  angle  de  grandeur  con- 
siante ,  tournant  autour  de  son  sommct.  Les  rayons  doubles 
de  ccs  deux  faisceaux,  qui  sont  imaginaires,  evidemment, 
se  determinent  par  Tequation  g^nerale  (177).  Ici  cette 
equation  se  simplifie ,  car  on  a 

angle{C,  I)  =  —  angle(A,  A');  angle(C,  J')  =  angle(A,  A'); 
angle(A,  I)  =  -  angle(C,  A');  angle(C,  I)  =  ~  aDgle(A,  A'); 
el  Tequation  devient 

sin(A,  M)"|'    sin(A,r)--sin(A,l)  sin(A,  M)  _ 
sin  (C,  ML)  J  sin(A,  A')         *  sin (C,  M )     '  ~  ^' 

Or 

sin  (A,  J')  —  sin  (A,  I)  =  sin  (AC  4-  CJ')  —  sin  (AC  —  IC) 
=  sin  ( AC  -+-  AA' )  —  sin  ( AC  —  A  A' )  =  2  cos  AC .  sin  A  A' . 

L'^quation  devient  done 

rsin(A,M)"|>  sin(A,  M) 

Les  racines  sont 

j?l^=cos(A,C)±sin(A,C)^:rT. 

Et  leur  produit  est  +  i,  quelle  que  soit  la  direction  des 
axes  fixes  A  et  C  *,  c'est-a-dire  que  si  Ton  designe  par  E  et  F 
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les  directions  imaginaires  des  deux  rayons  doubles  des  deux 

faisceaux,  on  a 

sin  (A,  E)  siD(A,  F)_ 
sin(C,  E)"sin(C,  F)"""^ 

El ,  en  supposant  I'axe  C  perpendiculaire  a  A , 

tang(A,  E)tang(A,F)=-h  i. 

U  est  a  remarquer  que  ces  expressions  des  directions  ima- 
ginaires des  rayons  doubles  des  deux  faisceaux ,  sont  inde- 
pendantes  de  la  grandeur  de  Tangle  (A,  A')  dont  les  deux 
cot^s  decrivenl  les  deux  faisceaux.  Ces  resultats  trouve- 
ront  leur  application  dans  la  iheorie  des  coniques  planes  ct 
spkeriques. 
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CHAPITRE  IX. 

TH^ORIE  DE  l' IN  VOLUTION. 


§  I.  — Involution  de  six  points,  — Relations  entre  ces 
points. 

182.  DEFINITION.  —  Quand  irois  systemes  de  deux  points 
coDjugues,  situ^s  en  ligne  droite^  sont  tels ,  que  quatre  de 
ces  points ,  pris  dans  les  trois  systemes ,  aicnt  leur  rapport 
anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  points  qui  leur  sont 
conjugues,  nous  dirons  que  les  six  points  sont  en  mt^o- 
lution, 

Ainsi,  soient  a,  a';  ft,  6'  et  c,  c'  les  trois  systemes  de 
deux  points ,  qui  se  con^espondent  ou  sont  conjiigues  deux 
a  deux,  savoir,  a  ct  a',  h  et  i',  c  et  c'-,  si  le  rapport  anfaar- 
monique  de  quatre  de  ces  points,  tels  que  a,  ft ,  c  et  c',  est 
egal  a  celui  des  quatre  points  eonjuguesa',  ft',  etc,  ces 
six  points  seront  dits  en  involution. 

183.  Quand  six  points  sont  en  involution,  de  quelque 
maniere  quon  en  prennc  quatre,  appartenant  aux  trois 
couples  de  points  conjugues^  leur  rapport  anharmonique 
sera  toujours  egal  it  celui  de  leurs  conjugues^ 

Soient  les  trois  couples  de  points  conjugues  a^  a'\  b' 
etc,  c'-,  il  faut  demon trer  que  si  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  de  ces  points,  tels  que  a,  ft,  c,  c',  est  ^gal  a  celui 
des  points  conjugues  a\  ft',  c\  c,  il  en  sera  de  m^me  pour 
tout  autre  systime  de  quatre  points,  pris  dans  les  trois 
couples ,  compart^s  a  leurs  conjugues. 

On  formera  im  autre  systeme  de  quatre  points  en  chan- 
geant  soit  Fun  des  points  c,  c'  en  a\  ou  ft',  soit  Fun  des 
points  a ,  ft  en  son  conjugu^. 
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i*^.  Si  Ton  change  c'  en  a',  on  aura  le  sysl^me  a^b^c^a 
compare  a  a\  b\  c',  a.  Je  dis  que  les  rapports  anharmo- 
niques  de  ces  deux  systemes  de  quatre  points  sonl  egaux. 
En  effet,  les  deux  systemes 

a,  b,  c,  c\ 

a',  b',  c\  c, 

ayant  leurs  rapports  anharmoniques  egaux ,  on  a 

c'c    be      cd    b' c' 
c' a'  ba      ca!  *  b' 

et,  en  introduisant  dans  les  deux  membres  le  segment  a 
a  la  place  du  segment  c'c, 

a'  c    be  flc'    b*  c' 

equation  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  A ,  a'  ont 
leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  de  leurs  conjugues 
a\  h\  c',  a. 

2^.  Si  I'on  change  I'un  des  deux  points  a,  en  son  con- 
jugu^ ,  par  exemple  i  en  i',  on  aura  les  deux  systemes  a,  A', 
c,  c'  et  fl',  i,  c',  c\  je  dis  que  leurs  rapports  anharmo- 
niques sont  egaux.  En  effet ,  Tegalile  des  rapports  anhar- 
moniques des  deux  systemes  a  ^b^c^c'  eia  \  i',  c',  c  s'ex- 
prime  par  I'equation 

ca   c'  a      c' a!  ca! 

Tb  'Vb^Ty  '  W 

Or  on  pent  ecrire 

ca     c' a   c'  a'  ca' 

cb'''7V~^'7b'Vb'' 

et  sous  cette  forme ,  I'equation  exprime  que  les  quatre  points 
a^b\c^c'  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des 
quatre  a\b^c\  c.  Le  theorime  est  done  demontre. 

184.  Quand  trois  systhmes  de  deux  points  conjugues 
a,  a'-,  6,  b'  et     c'  sont  en  inuo/ution ,  rl  existe  entre  ces 
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points  les  sept  equations  sui^antes^  et  reciproquement , 
chacune  de  ces  equations  exprime  1' involution  et  comporte 
les  six  autres : 

ab.ab'  _a'b.a'  b' 
acac       a  c.a  c 

be, be'  _  b'e  b'c' 
ba.ba'''  b'a.b'a''^ 

ca.ca'   c' a,e' a* 

7b7^'  ~  7bT7~b^ ' 

lab',bc'.ca'=z  —  a'b.b'ce'a, 
ab' .  be,c* a!  =  —  a' b  ,b  c' ,  ca, 
^  ab.b'c'  ,ca'  =  -^a'b'  ,bc.€^a, 

ab.  V c,d a!  =  —  a!  b' .  be' .  ca. 

En  eflei ,  chacune  de  ces  equations  peut  s'ecrire  de  maniire 
a  exprimer  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  des  six 
points  est  ^gal  a  celui  des  quatre  points  conjugues.  Or 
cette  ^galite  a  lieu,  puisque,  par  hypothise,  les  six  points 
sont  en  involution.  Done  les  Equations  sont  vraies. 

Reciproquement ,  chacune  de  ces  equations  exprime, 
en  vertu  die  cette  egalite  des  rapports  anharmoniques ,  que 
les  six  points  sont  en  involution  (182),  et,  consequem- 
ment,  comporte  les  six  autres,  d'apres  le  theor^me  (183). 
Done,  etc. 

185.  Premikre  reniarque.  —  Chacime  des  equations  [a) 
s'^crit ,  de  deux  mani^res ,  sous  forme  d'egalit^  de  deux  rap- 
ports anharmoniques ;  et  chacune  des  equations  (i^),  de  trois 
maniires. 

Ainsi ,  la  premiere  des  ^nations  (a)  s'^crit 

ab  a'b  _a'b'  ab\ 
ac  '  a!  c      a'  e'  '  ad  ^ 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a^b^  a'  out  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  de  leurs  conjugues  a\  b\ 

9 

0 
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c',  a  \  ou  bien 

ab  a'b  _a'b'  ab' 
ac'  '  a'  c'      a' c  '  ac 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  4,  c',  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  de  leurs  conjugu^s  a',  b\ 
a. 

Pour  les  equations  (i),  prenons  la  seconde 

ab\  bc,c'a'= — a'  b.b' c' ,  ca  ^ 

et  introduisons  dans  les  deux  membres  le  facteur  aa',  Te- 
quation  pourra  s*ecrire 

a'  a    ca  aa'   <f  a' 

ITb  '  ^~'ab'  ''7b'' 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  i,  c,  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  ^gal  a  celui  des  quatre  a',  t',  c',  a. 

Pareillement ,  en  introdutsant  le  facteur  bV  dans  Fequa- 
tion ,  on  Tiecrit  de  maniere  k  exprimer  que  les  quatre  points 
a^b^  b'  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  de 
leurs  conjugues  a',  6',  c',  i. 

Et  eniin  si  Ton  introduit  le  facteur  cc',  F^uation  ex- 
prime  que  les  quatre  points  a ,  ft',  c ,  c'  opt  leur  rapport 
anharmonique  egal  a  celui  dc  leurs  conjugues  a',  i,  c',  c  (*). 

186.  Deuxieme  remarque.  —  On  voit  ai semen t  com- 
ment se  forment  les  equations  (a )  entre  huit  segments.  Pour 
former  les  equations  [b)  entre  six  segments,  on  prend  un 
segment  tel  que  ab  \  puis  le  segment  compris  entre  le  con- 


(*)  Quand  on  iniroduit  dans  Tequaiion  un  facteur  tel  que  cc\  ce  sont 
los  deux  poinu  a,  ft'  du  segment  oii  n^entrent  pos  c  et  c'y  dans  le  premier 
membre,  qui  furmeront  avcc  c  et  c'  les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport 
anharmonique  egal  &  celui  dc  leurs  conjugues.  Pareillement,  quand  nous 
avons  introduit  le  facteur  aa',  ce  sont  leB  deux  points  &  ,  c  du  segment  he 
oil  nVntront  pas  a  et  a'y  dans  ie  premier  membre,  qui  ont  form<S  avec  a 
et  a'  los  quatre  points  qui  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  h  celui  do 
leurs  conjugues. 
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jugue  b'  du  point  b  et  un  des  deux  points  du  troisieme 
coaple,  tel  que  b'c\  puis  le  segment  compris  entre  le  con- 
jugue  c'  du  point  c,  et  le  conjugue  a'  du  point  du  pre- 
mier couple.  Le  produit  de  ces  trois  segments  ab.b' c.c' a* 
forme  le  premier  membre  de  I'equation;  et  pour  former 
le  second  membre,  il  suffit  de  changer  les  accents  et  le 
signe  de  ce  premier  produit,  c'est-a-dire  qu'on  6te  les 
accents  aux  lettres  qui  en  ont,  et  qu'on  en  donne  aux 
lettres  qui  n'en  ont  pas;  on  a  ainsi  a'V .  be' ,  ca  avec  le 
signe  — . 

187.  Quand  deux  segments  sont  places  de  maniere  que 
Tun  se  trouve  en  partie  sur  1' autre,  et  en  partie  au  dehors , 
nous  dirons  qu'ils  empiktent  Tun  sur  Tautre. 

Quand  trois  segments  aa\  bb\  cc'  sont  en  involution , 
si  r un  fTeux  empiete  sur  un  autre  y  il  empiete  egalement 
sur  le  troisieme. 

En  effet,  si  aa'  empiete  sur  Tun  des  points  a,  a' 
sera  sur  le  segment  ft//lui-m6me,  et  Fautre  au  dehors; 
consequemment  les  deux  produits  ab,aV  et  a'b.a'b'  se- 
ront  de  signes  differenis;  done,  d'apres  la  premiere  des 
&{uations  (i),  les  deux  produits  ac.ac'  el  a'c.a'c'  seront 
aussi  de  signes  differents  ;  ce  qui  prouve  que  I'un  des  deux 
points  a,  a'  est  sur  le  segment  cc\  et  I'autre  au  dehors, 
on,  en  d'autres  termes,  que  le  segment  aa'  empiete  sur  cc'. 

II  suit  de  la  naturellement  que  si  lo  segment  aa'  n 'em- 
pi  Ate  pas  sur  ii',  il  n'empietera  pas  non  plus  sur  cc'. 

§  II.  —  Cas  particuliers  de  fin  isolation  de  six  points, 

188.  Les  quatre  points  a^  a'^  b  et  b'  etant  donnes,  le 
point  c  pent  etre  pris  arbitrairement ,  el  la  position  de  son 
conjugue  c'  se  determine  par  Tune  des  sept  ^uations 
(aet  i). 

L^indetermination  du  point  c  donne  lieu  a  deux  cas  par- 
s' 


a 
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ticuliers  dans  lesquels  les  relations  d'involution  ont  lieu 
entre  cinq  points  seulement ,  au  lieu  de  six ;  c'est  quand  Ic 
point  c  est  pris  a  Tinfini  ,  ou  bien  quand  ce  point  coincide 
avec  son  conjugue  c'. 

I. 

189.  Supposons  le  point  c  a  rinfini,  et  appelons  O  le 
point  conjugue  c'-,  les  equations  deviennent 
ab.ab'  aO 

ba,ba'  bO 
b'a.b'a''^  b'o' 
(c)  {Oa.Oa'  =  Ob.Ob\ 

Oa  _ab^      Oa'  _a'b 
Ob  ^  ba''  Ob'~Fa' 
Oa  _  ^     Oa'  _a'b' 
Ob''^  b'a''    Ob  ^  ba' 

II  est  facile  de  verifier  directement  que  chacune  de  ces 
Equations  exprime  que  le  point  O  forme,  avec  les  deux 
couples  fl,  a'  et  i,  i',  une  involution  dans  laquelle  le  con- 
jugue de  ce  point  est  a  Tinfini ,  et  que  chacune  des  equa- 
tions comporte  toutes  les  autres.  Prenons  les  trois  equations 
de  forme  diflerente, 
(i)  0a.0a'  =  0b,0b\ 

Oa'  a'b' 

ab.ab*  _  Oa 
^  ^  a'b.a'b'  O^* 

La  premiere  s'^crit 

Oa  _0b' 
Ob^  Oa'' 

ou ,  en  dcsignant  par  O'  le  point  si  tue  a  Tinfini , 

Oa  0^_  O'a'  Oa' 
Ob  'Wb''  O^/  '  OT'* 
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Cctte  equation  prouve  que  les  quatre  points  a,  i,  O,  O' 
out  leur  rapport  anharraonique  egal  a  celui  des  quatre 
h\  O',  0-,  et,  par  consequent,  que  les  trois  couples 
fl';  J,  b'  ctO,  O'  sont  cn  involution.  II  s'ensuit  que  Ton  a 

0^0   60  _  00'  ^ 

,  O'O   O'O  ,         ,  1,     .  , 

oil,  parcc  quo  les  rapports        ?  ^-p  sont  egaux  a  I  unite, 

Oa'  _a'  b' 
Ob       ba  ' 

ce  qui  est  Tequation  ( a ) . 

Pour  obtenir  I'equation  (3),  remplacons  dans  Tequa- 
lion  (4)  Ic  segment  O'O,  facteur  commun  aux  deux  mem- 
bres ,  par  aa';  on  a 

a'O  bO  _aO\  b'O' 
a'  a  '  ba       aa'  '  b'  a' 

Cette  equation  prouve  que  les  quatre  points  a ,  O,  a' 
ont  leur  rapport  anharmonique  ^gal  a  celui  des  quatre  a\ 
b\  O',  a.  Par  consequent ,  on  a  cette  autre  egalit^ 

ab    a'b  _a'b'  ab' 
flO'a'0~'a'0'"flO'' 

,  aO'       .    ,  ^  „     .  , 

ou ,  parce  que  le  rapport  -^Tq,  est  egal  a  1  unite , 

ab.ab'  _aO 
a'b,a'  b'~'V6'^ 

ce  qui  est  I'equation  ( 3 ) . 

190.  Autrement.  On  pent  encore  deduire  les  equations 
I'une  de  I'autre  sans  se  servir  des  rapports  anbarmoniques. 
L'equation  (i)  s'ecrit 

Oa'  Ob 
oV^Oa^ 
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d'ou 

Ob'—Oa'^Oa  —  Ob'  06       6fl  ' 

ce  qui  est  T^quation  ( si ) . 

On  a  pareillement       =  ^  et,  en  multipliant  membre 

a  membre  ces  deux  equations,  — =  -  Mais 

Oi.Ofc'=Oa.Oa'^  I'equalion  se  reduitdonc  a 
Oa  ab.ab' 

o7  '^VbT^b'' 

ce  qui  est  T^uation  (3). 

Reciproquement,  on  rcmonte  de  T^uation  (a)  a  Inequa- 
tion (i)  \  car  Tequation  (2)  s'ecrit 

Oa'      Ob  Oa'  Ob 

r  =  -i—  OU 


a'b''^ba  Ob' ^  Oa' "  Oa Ob 

d'ou 

^  =  ^    oil    Oa.Oa'=:  06.06'. 
06'  Oa 

Pour  conclure  Tequation  (i)  de  T^quation  (3),  nous  di- 
rons :  si  Tequation  ( i )  n'avait  pas  lieu ,  on  pourrait  deter- 
miner un  point  A  satisfaisant  a  Tequation 
aa.aa'  =  abMb\ 

Mais  de  cette  equation  on  conclut 

ab.ab'    tta 

fl'6.a'6'""a^'' 

,        Q.a       Oa  .  1        •      rk  « 

on  a  done       =         ce  qui  prouve  que  le  point  II  n  est 

pas  autre  que  le  point  O.  Ainsi,  Fequation  (i)  est  une 
consequence  de  I'equation  (3),  et  par  consequent  I'equa- 
tion  (2)  s'ensuit  aussi. 

191.  L'^uation  0«.Ofl'  =  Oi.Oi'  fait  voir  que  si  les 
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deux  points  a ,  a!  sont  d^un  m6me  cdte  du  point  O ,  auquel 
cas  les  deax  s^ments  Qa^Qa'  sont  de  m^me  signe,  U  en 
est  de  m^me  des  deux  points  V-^  et  que  si  les  deux 
points  a  y  a*  sont  situ^s  de  part  et  d^autre  du  point  O ,  il  en 
est  de  m^me  encore  des  deux  points  h^W , 

D'apr^s  cela,  si  les  deux  segments  aa! ^  bb'  empi^tent 
Tun  sur  Tautre ,  le  point  O  est  n^essairement  situ^  sur  la 
partie  qui  leur  est  conunune;  car  s'il  etait  situ^  au  dela  des 
deux  segments,  Tun  des  deux  produits  Oa.Oa',  Oi.Oi' 
serait  plus  grand  que  Tautre. 

Si  Fun  des  deux  segments  est  entierement  sur  Tautre, 
le  point  O  est  evidemment  au  dela  des  deux. 

Enfin ,  si  les  deux  segments  n^ont  aucune  partie  com- 
mune ,  le  point  O  est  situe  entre  les  deux ;  ear  il  ne  peui 
etre  sur  Fun  des  deux ,  parce  qu'alors  les  deux  produits 
n^auraient  pas  le  m^me  signe  \  et  il  ne  pent  £tre  au  dela  des 
deux  segments,  parce  que  Fun  des  produits  serait  evidem- 
ment plus  grand  que  T autre. 

II. 

492.  Supposons  que  les  deux  points  c,  c',  qui  forment 
avec  les  deux  systemes  a,  a'  et  i,  4'  une  involution,  coin- 
cident en  un  seul,  que  nous  designerons  par  nos  sept 
equations  se  r^uiront  aux  quatre  suivantes  : 

 7 

ab .  ah'  ae 

a  c 

 2 

ba . ba'  be 


ab' .  be»ea'  =  —  a'  b  ,b'  cea^ 
ab ,b' e.ea'  =.  —  a' b' ,  be.ea, 

Chacune  de  ces  Equations  exprime  que  le  point  e  forme 
avec  les  deux  systemes      a'  ct  ft,  h'  ime  involution  dans 
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laquelle  le  conjugal  de  ce  point  coincide  avec  ce  point  lui- 
meme.  La  position  des  points  qui  jouissent  de  cette  pro- 
pri^te  est  determinee  par  chacune  des  quatre  Equations, 
lesquelles,  etant  du  second  degre,  donnent  deux  solutions , 
c'est-a-dire  deux  positions  du  point  e, 

193.  Le  premier  de  ces  deux  points  restant  designe 
par  e ,  appelons  f  le  second  on  aura 


ab.ab'  af 


Par  consequent 


ae 

a^v  a'f 


«/  ae    af 

n'e~  a'f 


JNous  donnous  le  signe  —  au  second  membre ,  parce  qu'avcc 
le  signc  -h  les  deux  points  serai  en  tnecessairement  coin- 
cidents; ce  qui  n'a  pas  lieu. 

On  a  de  m^me  ^  =  — 

Ces  relations  prouvent  que  les  deux  points  dont  chacun 
coincide  avec  son  conjugue ,  divisent  harmoniquement  les 
deux  segments  aa',  bb'. 

La  determination  de  ces  deux  points  dependant  d'une 
equation  du  second  degre,  ils  peuvent  etre  imaginaires  ^ 
cc  qui  a  lieu  quand  les  deux  segments  aa\  bb'  empietent 
Fun  sur  Tautre,  comme  on  I'a  vu  dans  la  theorie  du  rap- 
port barmonique  (S9). 

194.  Reciproquement :  Si  deux  points  e ,  f  diwisent  ?iar^ 
moniquement  a  la  fois  deux  segments  aa',  bb',  chacun 
de  ces  points  formera  av^ec  les  deux  couples  a,  a'e^  b,  b' 
une  immolation  dans  laquelle  ce  point  sera  liu-m^me  son 
conjugue. 
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Ea  efTet,  on  aura  les  deux  equations 

211  211 

+—  (61); 

ef     ea     ea  ef      eb  eb' 


d'ou  Ton  deduit 

ea     eb  \ea!      eb'  J 


ea 

eb  —  ea         eb'  —  ea' 


ea,eb  ea' .  eb' 

ab  a'b' 
ea.eb  "      ea' ,  eb' 

ou 

ab.b* e,  ea'  =  —  a' b' ,  be .  ea ; 
ce  qui  est  Tune  des  equations  [rl).  Done,  etc. 

III. 

195.  Le  point  e  pent  ^tre  a  rinfini*,  alors  les  equa- 
tions {d)  deviennenl 

ab.ab'=za'b.a'b', 
ba.ba'^  b'a.b'a', 
ab  =  b'a'y    ab'  =  ba' , 

et  le  second  point  f  se  trouve  au  milieu  de  chacun  des 
deux  segments  aa! ^  bb'. 

On  verifie  ais^ment  que  les  deux  couples  de  points  a,  a' 
et  t,  b'  font  une  involution  soit  avec  le  point  e  a  Tinfini, 
soil  avec  le  point/.  Car  la  premiere  equation ,  par  exemple, 
s  ecrit 

ab     a  CO   a' b'   a' co 

a'  b'  a'  CO      ab'  '  a  co 

cequi  prouve  que  les  quatre  points  a\b^  00  ont  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  points 
a',  a,  b\  CO  .  Done  les  deux  couples  a,  a'  el  i',  el 
deux  points  coincidents  a  Tinfini ,  forment  une  involution. 
De  meme  a  Tegard  du  point  /-,  car,  puisque  a/=  —  a^J\ 
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la  m^me  equation  se  pent  ^crire 

ab     af  _a'b'  a'f 
€^b'  off  ab'  '  qf' 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a',  f  out  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  a'^a^  ^' f'-i 
et  par  cons&juent  que  les  deux  couples  a,  a'  et  et 
deux  points  coincidents  en/*,  sont  en  involution. 

§111.  —  Proprietes  de  six  points  en  inuolution.  —  Point 
central.  —  Points  doubles, 

I.  Proposition  geaerale. 

196.  Quandsix points  a,  a'^  b,  b'^  c,  c'  sont  en  immo- 
lation ,  ^jf  ton  prend  deux  autres  points  d ,  d'  formant 
auec  les  deux  premiers  couples  a,  a'  b,  b'  une  involu- 
tion y  ces  deux  m^mes  points  formeront  aussi  une  invo- 
lution ai^ec  le  troisikme  couple  et  I'un  des  deux  premiers. 

En  effet,  les  trois  couples  a,  a';  ft,  4'  et  c,  c'  etant  en  invo- 
lution, les  quatre  points  a,  ft,  ft',  c  out  leur  rapport  an- 
harmonique egal  a  celui  des  quatre  a\  ft',  ft,  c']  ce  qn^on 
exprime  par  I'^uation 

ab    eb  _a'b' 
ab''  cb''^  a'b  '  </b 

Dem^me,  les  trois  systimes  a,  a';  ft,  ft';  d^  d'  etant  en 
involution ,  on  a 

ab'  '  db''^  a'b  '  d'b' 
De  ces  deux  equations  se  d^duit  la  suivante  : 

cb_  db__<rb^  d'h' 

c^'M'^Vb''  d'b  ' 
laquelle  prouve  que  les  quatre  points  ft,  ft',  c,    ont  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  ft',  ft,  c',  //'. 
Done  les  trois  syst^mes  ft,  ft'-,  e,  c'  et  d^  d'  forment  une  in- 
volution, c.  Q.  F.  D. 
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II.  Point  central. 

197.  Le  point  O  d^termin^  par  la  relation 

0a,0a'z=z0b.0b' 
forme  avec  les  deux  couples  a,  a'  et  i,  b'  une  involution 
dans  laquelle  le  conjugu^  de  ce  point  est  k  Tinfini  (189). 
Done,  d'apris  le  tliA)r4me  qui  vient  d'etre  demontre,  ce 
point  jouit  de  la  m&me  propri^t^  a  I'egard  dcs  deux  couples 
y  etc^  c\  et  satisfait,  par  consequent,  a  T^quation 

0^.06'==  Oc.Oc'. 
On  a  done  ce  th^rime  general : 

Quand  trois  systemes  de  deux  points  sont  en  involu- 
tion, U  existe  toujours  un  certain  point  dont  les  distances 
h  deux  points  conjugues  quelconques  donnent  un  produit 
constant. 

Nous  appellerons  ce  point  remarquable  le  point  central 
de  I'involution.  Ce  point  central  formant,  avec  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  points ,  une  involution  dans  la- 
quelle son  conjugue  est  k  Finfini ,  il  existe ,  entre  ce  point  et 
deux  quelconques  des  trois  couples  en  involution ,  toutes  les 
relations  exprim^es  paries  equations  (c,  189). 

198.  Reciproquement :  Quand  trois  couples  de  points 
a,  a';  b,       c ,  c'  sont  lies  par  les  relations 

0a,0a'=0b.0b'=:0c.0</, 

ces  six  points,  conjugues  deux  h  deux,  sont  en  involution. 

Cette  r^ciproque  derive  imm^iatement  de  la  proposi- 
tion directe;  car  si  le  point  c'  ne  formait  pas  avec  les  cinq 
autres  a,  a',  V  et  c  une  involution,  il  existerait  un 
autre  point  c"  qui  ferait  Tinvolution,  et  Ton  aurait,  a  I'e- 
gard du  point  O  determine  par  T^quation 
0fl.0a'  =  06.0^', 

cette  seconde  relation , 

0a.0/i'=:0c.0c"; 
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d'ou  Ton  conclut 

Oc^=zOc\ 

Done  les  six  points  a ,  a\     ft',  c,  c'  sonl  en  involution. 

AiUrement,  Appelons  O'  le  point  situ^  a  Tinfini  \  I'equa- 
tion  Oa.Oa'  =zOb  ,0b'  prouve  (489)  que  les  trois  couples 
a,  a!\  fe,  V  et  O,  O'  sont  en  involution.  Pareillement , 
quation  Oa.Oa'=  Oc.Oc'  exprime  que  les  trois  couples 
a^a'\  c ,  c'  et  O,  O'  forment  une  involution.  Done ,  d'apres 
le  theorime  (196),  les  trois  couples  a ,  a';  i,  i'  et  c,  c'  fer- 
ment une  involution.  c.  q.  f.  d. 

AutremeJit,  L'equation  Oa  .Oa'=0i.0i'  donne  (190) 

Oa  ab 

L'equaiion  06.0fc'=0c.0c'  donne  pareillement 

Ob'  _b'c 
Oc/  "  c'b' 

et  I'equation  Oc.Oc'  =  Oa.Oa', 
Oa  ac 

Multipliant  ces  trois  equations  membre  a  membre ,  on  a 

ab.b'c.c'a'=:^a'b\  be  .  ca  ; 

equation  qui  prouve  que  les  six  points  a ,  a';  et  c ,  c' 
sont  en  involution.  c.  q.  f.  d. 

On  pent  aussi  deduire  des  egalites  proposees,  les  Equa- 
tions d'involution  a  huit  segments. 

En  effet,  on  a 

Oa        ab  Oa  __ab^^ 

OT'~V^'  Ob^b?' 
d'ou  _ 

Oa  ab.ab' 
oToV  a'~b~WV' 
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Pareillement 

 a 

Oa    acad 

Or 

on  en  conclut  done 

ab,ab'    ac.acf 

a'h.a'y  a'ca'/' 

ce  qui  est  une  des  Equations  (a)  a  huit  segments. 

199.  La  propri^te  du  point  central  (197)  caracterise 
d'une  maniire  tr^s-simple  le  syst^e  de  six  points  en  invo- 
lution. Toutefois  cette  propriete  ne  me  parait  pas  6tre  la 
plus  propre  adefinir  Tinvolution,  parce  qu'elle  repose  sur 
la  consideration  d^un  point  Stranger  au  syst^me  des  six 
points  dont  il  faut  exprimer  les  relations  mutuelles  tandis 
que ,  par  la  notion  du  rapport  anharmonique ,  on  exprime 
immediatement  ces  relations,  en  ne  considerant  que  les  six 
points  eux-m^mes.  Une  autre  raison  pent  nous  porter  a 
ecarter  la  definition  r^sultante  de  la  propriete  du  point 
central  \  c'est  que  cette  propriete  est  rarement  ccUe  qui 
donne  lieu  aux  applications  de  la  th^rie  de  Tinvolution , 
applications  qui  se  presenteront  frequemment  dans  la  re- 
cherche des  propri^les  des  figures  rectilignes,  et  sur  tout 
dans  la  theorie  des  sections  coniqucs. 

200.  Si  sur  deux  segments  aa',  bb'  on  decrit  deux  cir- 
conferences  de  cercle  quelconques ,  lear  corde  commune 
passera  toujours  par  le  point  central  O. 

En  eflTet ,  soil  g  Tun  des  points  d'intersection  de  ces  deux 
circonferences ;  je  dis  que  la  droite  Og^  passe  par  leur  se- 
cond point  d'intersection  \  car,  si  Ton  designe  par  et  g" 
les  points  ou  cette  droite  rencontre  les  deux  circonfereiices, 
on  aura 


Og.Og'  ^Oa.Oa',    et    Og  ,0g"  =  Ob  ,0b' . 
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Or 

0a.0a'=0b,0b'i 

done 

c'est-4-dire  que  les  deux  points  g\  g"  coincident.  Done,  etc. 

201 .  U  suit  de  la  que : 

&'  sur  trois  segments  en  iwolution  on  decrit  trois  cir- 
conferences  de  cercle  passant  par  un  m€me  point  quel- 
conque,  ces  circonferences  passeront  toutes  trois  par  un 
second  pointy  et  leur  corde  commune  passera  parle  point 
central  de  V involution. 

202.  On  conclut  encore  que : 

Les  circonferences  decrites  sur  trois  segments  en  inuo- 
lution,  pris  pour  diametresy  passent  toutes  trois  par  deux 
m^mes  points. 

EneiTet,  les  cordes  communes  k  ces  circonferences  prises 
deux  a  deux  ^  passent  toutes  trois  par  le  point  central  (200)  *, 
mais  elles  sont  perpendiculaires  a  la  droite  sur  laquelle  sont 
situ^s  les  trois  segments^  done  elles  coincident.  Done,  etc. 

203.  Les  points  d'intersection  des  trois  circonferences 
peuvent  6tre  imaginaires ,  ce  qui  aura  lieu  si  les  s^ments 
n'empiitent  pas  Tun  sur  I'autre;  on  dit  alors  qu^elles  ont 
le  m&me  axe  radical. 

Ou  bien  ,  si  Ton  veut  specifier  ce  cas  par  une  propriete 
qui  lui  est  propre ,  on  dira  que : 

Les  tangentes  menees  du  point  central  aux  trois  circon- 
ferences sont  de  mSme  longueur. 

204.  Quand  les  trois  circonferences  d^rites  sur  les  trois 
segments  oa',  bb\  cc\  comme  diamitres,  se  coupent,  les 
droites  men^  d'un  des  points  d'intersection  aux  extremi- 
tes  de  chaque  segment  sont  rcctangulaires  \  on  pent  done 
dire  que  : 

Quand  trois  segments  en  ligne  droite  forment  une  invo- 
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lulioHy  il  exists  deux  points  [riels  ou  imaginaires)  de  chacun 
desquels  on  voit  les  trois  segments  sous  des  angles  droits. 

D'ou  il  suit ,  reciproquemem ,  que  : 

Si  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  comme 
pivot  y  les  segments  quil  intercepte  sur  une  droite  fixe, 
dans  trois  quelconques  de  ses  positions y  ont  leurs  extre- 
mites  en  involution. 

III.  Points  doubles. 

205.  Considerons  maintenant  les  deux  points  e,/dont 
chacun  forme  avec  les  quatre  a,  a'  elb^b'  une  involution 
de  cinq  points  dans  laquelle  ce  point  e  ou  f  coincide  avec 
sonconjugue  (192).  D'apres  la  proposition  (196),  cesdeux 
points  jouissent  de  la  m&me  propriete  k  F^ard  des  deux 
systimes  by  b'  et  c,  c'.  Done  ils  divisent  harmonique- 
ment  a  la  fois  les  trois  segments  aa',  ftft',  cc'.  On  a  done 
ce  th^oreme : 

Quand  trois  sjstemes  de  deux  points  a,  a'-,  b,  b'  et 
c^fi'  sont  en  involution y  il  existe  deux  points  [reels  ou 
imaginaires)  qui  divisent  haimoniquement  les  trois  seg~ 
ments  aa',  bb',  cc'. 

Nous  appellerons  ces  deux  points ,  dont  la  consideration 
sera  souvent  utile,  les  points  doubles  de  I'involution. 

n  existe,  entre  chacun  de  ces  points  et  deux  quelconques 
des  trois  couples  de  points  en  involution ,  toutes  les  rela- 
tions exprimees  par  les  Equations  [d^  192) ;  et  chacune  de 
ces  Equations  pourra  servir  pour  determiner  les  deux  points 
en  question. 

206.  Les  deux  points  doubles  sont  de  part  et  d'autre 
et  h  egale  distance  du  point  central. 

En  eflFet,  le  point  e  formant  une  involution  avec  les  quatre 
a,  a'  et  6,  6',  on  a 

Ofl.Oii'  =  0^.0^''  =  o7,' 
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el  pareillement  a  Tegard  du  point/ ;  done 

o^*  =  o7!  0<?  =  — 0/ 

II  est  clair  quHl  faut  prendre  le  signe  — ,  puisque  avec  le 
signe les  deux  points  e,  /se  confondraient.  Les  deux 
points  sont  done  de  part  et  d'autre  du  point  O,  a  egale 
distance  de  ce  point. 

La  relation  Oe  =  Oa.Oa' monire  que  ces  deux  points 
seront  imaginaires  quand  le  point  O  se  trouvera  sur  les 
segments  bb^\  ce  qui  a  lieu  quand  ces  deux  segments 
empi^tent  Tun  sur  1' autre  (191). 

Au  contraire ,  les  deux  points  doubles  sont  r^s  quand 
deux  segments  sont  compris  Fun  sur  Fautre ,  ou  n'ont  au- 
cune  partie  commune. 

207.  Les  points  doubles  de  r involution  a  laquelle  ap^ 
partiennent  les  deux  couples  de  points  conjugues  a ,  ^'  el 
b,  b'j  fomient  une  involution  dc  six  points  avec  les  deux 
couples  a,  b'  e«  a',  b. 

En  eilet,  on  a  les  deux  Equations 

ea^__ab^     fa.fh^  _  ah' 
ca\eh'^      a!h'    fa' Jh^      a' b    ^  ^' 

Done 

ea.eb'   f^-fb' 

'  l^eb'^JW'fh' 

ce  qui  exprime  que  les  trois  segments  ab\  a'b  elef  sont 
en  involution. 

Autrement.  Les  deux  points  e,  f  diviscnt  harmonique- 
ment  chacun  des  deux  segments  aa\  bb^^  de  sorte  qu'on  a 

ae  a' e  be  b' c 

af'^^^Vf  bf^^Vf 

Done  » 

ae  _b\f  ,bf, 
af''Vy'~b'e''be' 
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cequi  prouve  que  les  quatre  points      a\  e^f  ont  leur 
rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  points  b\b^ 
y,  e.  Done  les  trois  couples  fl,  i';  a',      et     f  forment 
une  involution.  c.  q.  f.  d. 

Ce  que  nous  disons  des  deux  segments  ab\  a'b  s'entend 
des  deux  ab^  a*b'\  de  sorte  que  les  deux  points  e,y  appar- 
tiennent,  comme  points  conjugues,  a  deux  involutions 
dilSerentes,  dans  chacune  desquclles  les  quatre  autres  points 
sont  a,  fl',  fe,  i',  mais  accouples  difT^^remment. 

§  IV.  —  Construction  du  point  central y  des  deux  points 
doubles  el  du  sixihme  point  d'une  involution. 

208.  Deux  syst&mes  de  points  conjugues  a,  a'  et  b,  b' 
suffisentpour  determiner  le  point  central  et  les  deux  points 
doubles  d'une  involution. 

I.  Construction  du  point  central. 

Si  les  deux  segments  bb^  empiitent  Tun  sur  Tautre , 
on  pourra  decrire  sur  ces  segments,  comme  diam^tres, 
deux  cercles  dont  la  corde  commune  determinera  le  point 
central. 

Si  les  deux  segments  n'empiitent  pas  Tun  sur  Fautre, 
on  m^era  par  un  m^me  point  quelconque  pris  au  de- 
hors de  la  droite  ab^  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respec- 
tives  les  deux  segments  aa^^  bb' .  Ces  deux  cercles  se  coupe- 
ront  en  un  second  point  g'^  et  la  droite  gg'  determinera  sur 
ab  un  point  O  qui  sera  le  point  central^  car  on  aura 

Og.Og'  =  Oa.Qa'  =  Ob.Ob\ 
Autrement.  Le  point  O  est  determine  par  T^quation 

§1=1^  ('•»)• 


Par  consequent ,  si  Ton  m^ne,  par  les  points  a  et  deux 

lO 
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droites  parall^les  aa ,      ^gales  9  respectivemom ,  auxdeux 
segmenls  ab\  ba\  la  droite  aS  qui  joindra  leurs  extremites 
determinera  le  point  O. 

Les  deux  segmeats  a  a ,  bS  seront  pris  dans  le  meme 
sens ,  ou  en  sens  contraire,  selon  que  les  deux  ab\  bo!  aux- 
quels  ils  sont  ^gaux,  seront  eux-m&mes  dans  le  m&me  sens 
ou  en  sens  contraire. 

Gette  construction  est  toujours  praticable,  quelle  que 
soit  la  position  relative  des  deux  segments  aa! ^  bb' , 

209.  Segments  relatifs  au  poiwt  central.  —  De  I'Ajua- 

Oa      ah'         J, J  . 
tion       =  —  >  on  deduit 
Oh  ha! 

Oa       _      ah'  Oa  _  ah' 

Oh  ^Oa"  ha'  — ah''  ah ha' -^b' a 

Done 

ah. ah' 


«0  = 


ah'-^a'h 

Et,  en  appelant  a ,  6  les  milieux  des  deux  segments  aa',  bb\ 
^      ah. ah' 

Pareillement 

fi'  h  n'  h' 

a'O  — 


2aS 


On  a  aO  =  Done 

2 

^  ab.ab'-t-a'h.a'b' 
aO  =   7—  • 

Ces  expressions  de  aO  et  aO  permettent  de  supposer  les 
deux  points  b^  b'  imaginaires.  Nous  donnerons  plus 
loin  (276)  une  construction  du  point  O  qui  s^applique  au 
cas  ou  les  deux  points  a,  a'  sont  aussi  imaginaires. 

TT.  Construction  des  dcnx  points  doubles. 
210.  Nous  avons  vu  (205)  que  les  deux  points  doubles 
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sepeavent  determiner  par  chacune  des  Equations  (J,  192). 
La  premiere  donne 

n  Skagit  done  de  diviser  le  segment  cuJ  en  raison  donnee. 
On  m^nera  par  les  points  a,  a!  deux  droites  parallMes 
fli,  a'*',  ^gales  respectiyement  a  \Jab.ab'  et  \^a!h,a*V\  la 
droite  qui  joindra  leurs  extr^mit^s  marquera  le  point  e.  Et 
si  I'on  prend  afV  egale  ^  a' A',  mais  en  sens  contraire,  la 
droite      marquera  le  point 

Pour  determiner  les  longueurs  des  deux  lignes  a*,  a*h\ 
il  suffira  de  d^crire  sur  le  segment  hh\  comme  diamitre  ^ 
une  circonference  de  cercle ,  et  de  mener  par  les  points  a , 
a!  soit  les  tangentes  a  cette  circonference ,  soit  ses  demi- 
cordes  perpendiculaires  au  diametre  . 

Si  les  deux  segments  aa\  hh*  empietent  t'uu  sur  Tautre, 
Tun  des  deux  produits  ah.aV ^  a^b.a^b'  est  negatif,  et 

Fexpression  de  ^  imaginaire ;  la  construction  n'a  plus  lieu, 

et  les  deux  points  cherch^s  sont  imaginaires. 

Autrement,  Par  un  point  pris  arbitrairement,  on 
m^nera  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respectives  les  deux 
segments  db\  a^b.  Ces  deux  cercles  se  couperont  en  un 
second  point  ^,  Par  le  m^me  point  g  on  fera  passer  deux 
autres  cercles  ayant  pour  cordes  les  deux  segments  ab^a^b\ 
lesquels  se  couperont  en  un  autre  point  Le  cercle  mene 
par  le  trois  points  g^  g\  g"  passera  par  les  deux  points 
cherches  e^f. 

En  effet,  les  trois  segments  ab' ^  a'b  et  ef  sont  en  invo- 
lution (207).  II  s'ensuit  que  le  cercle  men^  par  le  point  g 
et  ayant  pour  corde  le  segment  ej\  passe  par  le  point  d'in- 
lersection  g'  des  cercles  qui  out  pour  cordes  les  deux  scg- 

10. 
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ments  ah\  a!h  (201).  Pareillement  ce  cercle  passe  par  le 

point  g".  Done,  etc. 

Si  le  cercle  determine  par  les  trois  points  ne 
rencontre  pas  la  droite  afe,  les  deux  points  doubles  seront 
imaginaires . 

Aulrement,  Sur  les  deux  segments  ai'eta'i,  comme 
diam^tres,  on  decrira  deux  circonferences ,  et  sur  les  deux 
segments  ai,  a'b'  deux  autres  circonferences  5  par  les  points 
d'inlersection  de  ces  deux-ci  et  les  points  d'intersection  des 
deux  premieres ,  on  fera  passer  une  circonference,  laquclle 
determinera  les  deux  points  e ,  Cela  resulte  de  ce  que  les 
trois  segments  ah'^  a' b  ct  ef  sont  en  involution,  ainsi  que 
les  trois  ab^  a^b'  et  ef. 

2H.  Remarque.  — Quaiid  les  deux  points  doubles  sont 
imaginaircs,  il  existe  une  certaine  difference  entre  cette 
demi^re  construction  et  la  precedente.  Dans  celle-ci,  le 
cercle  qui  determine  les  deux  points  cherches  est  toujours 
constructible  ^  mais  il  pent  ne  pas  rencontrer  la  droite  aa!\ 
ce  qui  arrive  quand  ces  points  sont  imaginaircs.  Dans  la  se- 
conde  construction ,  le  cercle  qui  doit  determiner  ces  deux 
points  cesse  d'etre  constructible  quand  ils  sont  imaginaires. 

212.  Segments  relatifs  aux  points  doubles.  —  Apres 
qu'on  a  construit  le  point  central,  on  pent  determiner  les 
points  doubles       les  expressions 

0<?  =  db  v/ba' — 

qui.  per  met  tent  de  supposer  les  deux  couples  de  points  a ,  a' 
et  i,  b'  imaginaires. 

La  premiere  donne,  en  vertu  dcs  expressions  de  Ofl  et 
Oa'(209),  

_^\jab,ab'.a'h.a'b\ 
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par  cons^uent 

^  ^ab,ab'.a'b,a'b' 

 v%  ' 

On  a  «e  =  aO  —  eO,  ou,  d'apres  les  expressions  de 
aO  et  eO 

ab.ab'->t'a!b.n'b'slab,ab\a'b.a'b' 


Les  deux  signes  db  repondent  aux  deux  points  doubles  e , 

Cette  expression  de  ae  montre  que  ces  deux  points  sont 
reels  quand  le  produit  ah.ah' .  a'h.a'V  est  positif;  el  Ton 
reconnait  aisement  que  cela  a  toujours  lieu  quand  les  deux 
segments  aa\  hV  sont  Tun  entierement  sur  Tautre,  ou 
Fun  audela  de  Tautre,  et  qu'au  contraire  le  produit  est 
toujours  negatif  quand  les  deux  segments  empietent  Fun 
sur  Tautre. 

L'expression  de  ae  se  met  sous  la  forme  plus  simple, 

( \lab~^b'  ±  slVbTT'b' 

On  pent  y  supposer  les  deux  points  h'  imaginaires, 
par ce  que  les  produits  ah,ah\  a'b.a'b'  et  le  point  6,  mi- 
lieu du  segment  ii',  sont  toujours  reels. 

Nous  donnerons  plus  loin  (222,  coroU.  I)  une  relation 
qui  pent  servir  a  determiner  les  deux  points  doubles  dans 
le  cas  ou  les  segments  aa\  bb*  sont  tous  deux  imaginaS res. 

On  a  semblablement  pour  6e  T  expression 


[sJba.ba'ZLl\Jb'a.b'a'y 
4  oa 

Nous  ecrivons  qz ,  parce  qu'on  doit  avoir  entre  les  trois 
points  a,  £  et  e  la  relation  ae -h  eS -f- Sa  =  o,  qui  se 
trouve  ainsi  saiisfaiie. 


1 
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Le  rapport  des  deux  segments  ae,  6e  est 

II  peut  prendre  une  forme  plus  simple.  Qu'on  chasse  les 

radicaux  dans  le  numerateur,  en  multipliant  les  deux  termes 

par  {slab.ab'zp  sfoJTTa^b^Y^  on  obtient 

a£_   {ab.ab'^a'b.a'b'Y  

^c'~[[ab-^a'b')  *     (a'«»     ab')  v^i^TZ b'  ]*' 

Or,  d*une  part, 

ab,ab'       ^  a!b,a'b' 

 r-  =  «0    et   —  r=a'0  (fi09); 

d'ou 

ab.ab'—a'b.a'h'^z  2a6(flO  — a'O)  ==  2a6.a/i'. 
Et  d' autre  part, 

£i*-ha'y=2a€    et    a'^ -f- fl^' =  2a6  (»). 
II  vient  done 

cLe   aa! 

^  ~  {sl^FTTb  sj^b^^'f 

L  un  des  signes  convient  au  rapport     »  et  i  autre  a  ^7.* 

III.  Construction  du  sixieme  point  d'une  involution. 

213.  Soient  a,  a'  et  i,  ft'  deux  couples  de  points  con- 
jugu^  et  c  un  cinquiime  point  d'unc  involution ,  dont  on 
veut  trouver  le  sixieme  point  c'.  Par  un  point  g  pris  arbi- 
trairement,  on  fera  passer  deux  circonferences  de  cercles 
ayant  pour  cordes  respectives  les  deux  segments  aa',  bb' : 
elles  se  rencontreront  en  un  second  point  ^5  et  la  circon- 
f<£rence  men^  par  les  trois  points  g'  et  c  coupera  la 
droite  abc  en  un  second  point  c'  qui  sera  le  sixiime  point 
de  Tin  volution  (201). 
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Cette  construction  subsiste  quand  Tun  des  segments  aa', 
bb\  ou  tous  deux  sont  imaginaires  ]  parce  que  Ton  pent 
mener,  par  un  point  donne,  un  cercle  qui  ail  pour  points 
d'intersection  imaginaires  avec  une  droite,  deux  points 
imaginaires  determines  par  leurs  elements  (88),  ainsi  que 
nous  le  verrons  dans  la  th^rie  des  cercles. 

Autrement.  Apr^  qu'on  a  determine  le  point  central  O, 
on  peut  prendre 

Oc 

Cette  formule  s^ applique  d'elle-m^me  au  cas  ou  les  couples 
de  points  a ,  a'  et     b*  sont  imaginaires. 

Nous  donnerons  plus  loin  (276)  une  construction  gene- 
rale  indepcndante  du  point  central  et  dans  laquelle  on  n'a 
a  determiner  que  des  centres  de  moyennes  liarmoniques 
relatifs  a  deux  points ,  ce  qui  se  fait  par  une  meme  construc- 
tion ,  soit  que  ces  points  soient  r^els  ou  imaginaires  (77). 

§  V.  —  Relation  entre  six  points  en  immolation ,  dans 
laquelle  entre  un  point  arbitraire 

214.  Lemme.  tltant  pris  sur  une  droite  trois  segments 
fixes  quelconques  aa',  bb',  cc\  dont  les  milieux  sont  a  y 
6,  y,  et  un  point  m ,  la  fonction 

ma,ma' -h  mb,mb' ,  ya.  -h  mcmc' . 

a  toujours  la  meme  valeur,  quel  que  soit  ce  point. 
En  eSet,  soit  M  un  autre  point;  on  a 

ma=:Ma  —  M/w,    /wfl' z=  Ma'  —  Mm; 

et 

ma, ma'  =^  Ma  .Ha'  —  2 Ma. M/w  -4-  Mm. 
PareiUement , 

mb.mb'  =  Mb.Mb'  -'^M^.Mm'^Mml 
mc .  mc'  =  M  c .  M  r'  —  2  M  7 .  M  w  -h  M 
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Multipliant  ces  trois  equations  respeciivement  par  Sy^ya 
eiaS^  puis  les  ajoutant,  membre  a  membre,  et  observant 
que  Ton  a  les  deux  identites 

67  -f-  7a  -i-  a6  =  o, 
Ma. 67  -HM6.7a  -f-  M7.a6  =0, 

la  premiere  entre  les  trois  points  a,  S,  y,  et  la  seconde 
entre  les  quatre  a,  o,  7  et  M,  on  obtient  Tequation 

ma  .ma' ,  67  -4-  mh .  mb' .  7a  ^-  mcmc' ,  a 6 
=  Mfl.Mfl:'.67  -{-UbMb' .  7a-+-  Mc.Mc'.  a6. 
Ce  qui  demon tre  le  lemme  enonce  (*). 

215.  Quand  six  points  a,  a',  b,  b';  c,  c',  conjugues 
deux  a  deux,  sont  en  inv^olution,  si  Von  prend  un  point 
m  quelconque  sur  la  mdme  droite,  on  aura  tou jours,  en 
appelant  a,  o,  y  les  milieux  des  trois  segments  aa',  bb', 
ce',  V equation 

{ 1 )        ma .  ma' .  67  -f-  mb .  mb' .  7  a      /wc ,  mc' .  a6  =  o, 

dans  laquelle  on  observe  la  regie  generale  des  signes. 

En  effet,  d'apr^s  le  lemme,  la  fonction  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  cette  equation  a  une  valeur  constante , 
quelle  que  soit  la  position  du  point  m.  Or  cette  valeur  est 
nulle  quand  ce  point  coincide  avec  le  point  central ,  parce 
que  les  trois  produits  ma .  ma\  mb .  mi',  mc ,  mc'  etant  alors 
egaux ,  la  fonction  devient 

ma. ma' .  (67  -h  yet  H-  aS), 


C )  En  supposant  que  les  troiii  points  a',  b%  c'  coincident  respective- 
ment  avec  leurs  conjugues  a,  6,  c,  011  en  couclut  la  relation  suivante,  entre 
quatre  points  a,      c ,  m  en  ligne  droite,  savoir, 
— J  — 3  — a 

ma  .  be  -+■  mb  .  ca      mc  ,  ab      nb  .  be  .  ca  =  o. 

Mais  on  verra  que  cette  relation  n^esl  qu^un  cas  particuHer,  de  in^mc  que 
Tidentite  ma.bc^mb.ca-^mc.ab  =  0  dont  nous  avons  I'ait  souvent  usa(*i', 
de  theoi(>mi>s  rclatii's  a  un  uomhrc  quelconque  do  points  (Chap.  XVI). 
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quantity  nuUe  k  cause  de  Tidentit^  a6  +  6y-f-7a  =  o. 
Le  theoreme  est  done  demontr^. 

jiutrement.  Soient  e ,  y  les  points  doubles  de  I'involu- 
tion.  Ces  deux  points  divisant  harmoniquement  chacun  des 
trois  segments  aa',  bb'  et  cc*  (205),  on  a  les  relations 

ma . ma'  H-  me , //i/'=  ^moL,mO, 
mh.mb'  H-  me.mf  =  2/»6,/wO, 
mc,m(/  -\-me,mf=i7.mf,m0  (66). 

Multi pliant  ces  equations,  respectivement ,  par  Sy,  aS 
et  les  ajoutant  membre  a  membre ,  en  observant  que  Ton  a , 
comme  ci-dessus ,  les  deux  Equations 

^7"^7*      a6  =  o, 

on  obtient 

ma.ma' +  mb .mb' .fcn  -h  /wc.wc'.aS—  o. 

c.  Q.  F.  D. 

ConoLLAiKE.  —  Si  les  deux  points  i,  V  coincident  avec  Ic 
point  double  e ,  et  les  deux  points  c ,  c'  avec  le  second  point 
double     r^quation  devient 

(2)  ma  .ma' .ef -\- me,f  OL-^  mf .  OLC  =^  o. 

C'est  la  relation  entre  deux  couples  de  points  « ,  a'  et  e,  /" 
en  rapport  harmonique,  qui  a  deja  ete  demon  tree  diflTerem- 
ment (67). 

216.  Eqtjatioh  kelative  au  point  central  —  Si  dans  la 
relation  gen^rale  (i)  on  suppose  que  le  point  c'  soit  a  I'in- 
fini ,  auquel  cas  le  point  c  sera  le  point  central  O ,  I'equa- 
lion  devient 

(3)  ma, ma' — mb.mb'  -\-  laL^.mO  =.0, 
En  effet,  divisant  F^quation  generale  par  67,  on  a 

ma .  ma  -h  mh .  mb  ^  f-  mc  .  —      =  o. 

^7  07 
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Or 

'  ~"  '        mc'  ~"  a  \mc*     md  ] ' 

et,  le  point  c'  ^tant  A  Finfini ,  y  est  aiissi  a  rinfini ,  et  Ton  a 

7a   ay  6c    fid    67    1 

^S?""^' 

Par  consequent  T^qaation  g^n^rale  devient 

ma. ma!  —  mh,mh'  H-  2  aS.inO  =  o. 
On  a  done  ce  theoreme : 

tltant  pris  sur  une  droite  deux  segments  aa',  bb',  ainsi 
que  leur  point  central  O  determine  par  V equation 

Oa.Oa'rrO^.O*', 

et  leurs  points  milieux  a,  on  a,  pour  un  point  quel- 
conque  mde  la  droite,  la  relation 

ma, ma'  —  mb.mb'  +  a(x6.inO  =  o. 

Autrement.  Soiente,  /  lea  deux  points  doubles;  leur 
milieu  est  le  point  central  O  \  de  sorte  qu'on  a  les  deux 
Equations 

mcmf-^  ma, ma'  =  2  7wa.//iO, 
me.mf-^-mh.mb'^^m^.mO  (66), 

qui ,  retranch^es  Tune  de  I'autre ,  membre  a  membre ,  dcNi- 
nent 

ma, ma'  —  mb,mh'  =  26a.mO. 

c.  Q.  F.  D. 

CoROLLAiRE.  —  Si  Ic  point  m  coincide  avec  le  point  a  ,  il 
vient 

ah, ah 

comme  on  I'a  d^ji  trouve  directement  (209). 

217.  CowsTRucTiow  Du  poiKT  cEKTRAL.  —  La  formule  (3) 
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peut  seryir  pour  constniire  le  point  central  d'une  involu- 
tion d^termin^  par  deux  segments  oa',  bV^  et  la  construc- 
tion s'applique  au  cas  ou  les  deux  segments  sont  imagi- 
naires ,  comme  il  pourrait  arriver  s'ils  provenaient  des  in- 
tersections d'une  droite  par  deux  cercles  ou  deux  sections 
coniques  \  car  les  produits  ma .  ma*  et  mb .  mV  restent  r^els , 
ainsi  que  les  points  milieux  a ,  6  des  deux  segments. 

Quand  les  points  a,  a\  ou  i,  b\  sont  reels,  on  peut 
placer  le  point  m  en  Tun  de  ces  points ,  et  se  servir  de  la 
formule  (4)* 

§  VI.  — Manihres  {Texprimer  V involution  par  les  ^l^ments 
ou  les  Equations  des  trois  couples  de  points. 

S18.  L'^quation  (i)  s'^rit 

ma,ma'{m^  —  my)  -f-  mh,mb' {m*i  —  /wa)  H-  mc.mff  (»ia  — m6)  =  o. 

Supposons  que  les  trois  couples  aja'^b^  V  et  c,  c'  (r^ls 
ou imagin aires)  soientrepresentes,  fcspectivement,  par  les 
trois  equations 

a:'  +  Ax  -hB  r=:o, 
x»  -h  A!x  4-  B'  =  o, 
x»H- A'^^  +  B'^^ro  (87), 

de  sorte  qu'on  ait 

A  ,  « 

m%z=z  ,    ma.ma'  =  aj  etc.; 

2 

la  condition  d'involution  s*exprimera  par  la  relation  sui- 
vante,  entre  les  six  coefficients  A,  B,  etc., 

(a)       B(A'  — A")-hB'(A''  — A)-f.B"(A  — A')=o. 

219.  On  peut  substituer  a  cette  relation  unique  trois 
Rations  renfermant  deux  coefficients  ind^termin^,  savoir, 

B  -hv  — A>  =0, 
B'  V  —  Aa  =  o, 
B"-hv  —  A">  =  o; 
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car  ces  equations  expriment  (93)  que  les  deux  points  de 
ehaque  couple  sont  conjugues  harmoniques  par  rapport 
a  deux  points  fixes  determines  par  T^quation 

X'  -h  2^07  -f-  V  =  o, 

lesquels  seront  les  points  doubles  de  Finvolution. 

Et ,  du  reste ,  en  eliminant  v  et  X  dans  les  trois  equa- 
tions ,  on  trouve  I'equation  ( a ) . 

220.  Si  les  equations  des  deux  premiers  couples  de  points 
conjugues  sont 

x'H-Ax  -fB  =  o, 
x^-h  A'x  4-  B'  =  o, 

celle  du  troisieme  couple  sera  de  la  forme 

(jc'-h  Ax  -i-  B)  -f-X(a:'H-  A'x  +  B')  =  o; 

c'est-a-dire  que  les  coefficients  de  T^quation  du  troisieme 
couple  seront 

En  effet,  en  eliminant  A,  on  retrouve  Tequation  (a). 

^ utrement.  On  peu  t  demontrer  directement  que  les  trois 
equations  repr^sentent  trois  couples  de  points  en  involu- 
tion. Appelons  a ,  a\  i,  et  c ,  c'  les  distances  de  ces  points 
a  Forigine  commune ;  on  a 

x»  -f-  Ax  -h  B  =  (x  — .  a)  (x  —  fl'), 
X'  -H  A'x  -h  B'  =  (x  —  ^}  (x  —  b' ), 

et  Tequation  du  troisieme  couple  devient 

(x  —  «) (x  —  a') -h  A (x 6)  (x  —  i^' )  =  o, 

ou 

(x— ^•)(.r- 

Or,  c  et  c'  etant  les  racines  de  cette  equation ,  on  a 
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ott,  en  representant  maintenant  par  les  m^mes  lettres 
a\  etc.,  les  points  dont  ces  lettres  expriment  les  dis- 
tances a  I'origine  commune , 

ca.ca*  </  a.cf  a 

Cette  equation  prouve  que  les  trois  couples  de  points  sont 
en  involution.  Done,  etc. 

§  Vn.  —  Relations  oii  entrent  les  points  milieux  dcs  trois 
segments  aa! ^  ii',  cc'. 

I. 

221 .  //  existe  entre  trois  couples  de  points  en  invo^ 
lution  a,  a'^  b,  b'  et  c,  c',  et  leurs  trois  points  milieux 
a ,  6,  y,  les  relations 


ab.ab' 

a'b.a'b' 

_a6 

acac* 

ay 

a'c.a'c' 

bcbd 
ba,ba! 

b'c.b'c' 
b'a.b'a' 

^67 

-el' 

ca .  ca! 

c'a.c'a' 

cb.cW 

=  —5 
76 

c'b,c'b' 

76 

Pour  demontrer  ces  Equations,  la  premiere,  par  exemple, 
supposons  dans  T^quation  (i,  215)  que  le  point  m  coin- 
cide avec  le  point  a,  le  premier  terme  devient  nul,  etl'e- 
quation  se  r^duit  a 

ab .  ab' .  y  a      ac ,  ac' .  a  6  =r  o ; 

ou ,  parce  que  yoc=  —  ay^ 
ab.ab'      a  6 

 = —        c.  Q.  r.  D. 

acac  a7 

Ces  Equations,  remarquables  par  leur  simplicite,  donnent 
immediatementlesseptequationsfondamentales  (a  eti,  184). 
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En  eflet ,  les  deux  premieres ,  par  exemple ,  qai  ont  le  m^me 
second  membre,  donnent  la  premiere  des  equations  (a). 
£t  quant  aux  &|uations  (b)y  qu'on  fasse  le  produit  des  trois 
Equations  de  la  premiere  colonne ,  multipli^es  membre  a 
membre ,  on  a 

ab\  be',  ca'  _ 
ac\  cb'.  ba''^^' 

ce  qui  est  Tune  des  ^nations  (b), 

n. 

222.  On  a  entre  trois  segments  en  ini>olution  aa',  bV 
et  ce',  et  leurs  points  milieux  a^S^y^la  relation 

■aa.67  -+-6ft.7a-+-7C.a6  +  a6.67.7a=:0. 
En  effet,  prenons  I'^quation  (i,  215),  et  observons  que 

ma, ma'  =  ma  —  a<i, 

eUe  devient 

/wa,€7-+-/ii6.7a-hiii7.a6  —  (aa.67  -h^b,yct-{^yc.a^)  =oi 
ou,  d'apris  la  Note  relative  k  la  proposition  (214), 

aa.67  -H  €^.7a  -+-  7C.a6  -H  a6.67.7a  =  o. 

Ce  qu'il  fallait  d^montrer.  Done,  etc. 

CoROLLAiRE  I.  —  Si  Ics  dcux  poiuts  c,  coincident  en 
I'un  des  points  doubles  e,  T^uation  devient 

—  »  — a 

art.6ff  -h 6 ^.ea  +  a6.6e'.ea  =  o, 

ou 

Tb'      .  _ 
 2—  =  4a^- 

Cette  relation  pent  servir  pour  determiner  les  points  dou- 
bles d'une  involution »  et  s^ applique  au  cas  ou  les  deux  seg* 
ments  aa\  bb^  sont  imaginaires. 
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CoROLLAiiUB  n.  —  Si  a ,  6,  y  repr^sentent  les  centres  des 
moyennes  harmoniques  d'un  m^me  point      par  rapport 
aux  trois  segments  aa\  hV  et  cc\  on  aura  Tequation 

(ta     6^     66    7a     7c     a6  a6.67.7a 

-A     ''^      «^     "7      /^a.wo  ny 
tia  no  nc       '  ' 

En  effet,  en  multipliant  par  ^^'g^'^^,  on  pent  ^crire  I'e- 

quation  de  maniire  qu'eUe  ne  renferme  que  des  rapports 
anharmoniques  ,  car  le  premier  terme ,  par  exemple , 

s'ecrit  —  (  —  :        (  —  :  —  V  II  en  resulte  que  Tequation 
\na  n^J  \na       }  *         *  - 

sera  vraie  pour  toute  position  du  point  n ,  si  elle  Test  pour 

one  seule.  Or  I'equation  est  vraie  quand  le  point  n  est  a 

Tinfini ,  car  elle  se  reduit  a  la  precedente  dans  laquelle 

a,  6,  y  sont  les  milieux  des  trois  segments  aa\  hV  et  cc'. 

Done  r  Equation  a  lieu  pour  toute  position  du  point  /i. 

§  VIII.  —  Relations  disperses. 
I. 

223.  Dans  chacune  des  equ^ktions  ou  entrent  les  points 
milieux  « ,  6,  7  des  trois  segments  aa\  bb\  cc\  on  pent 
remplacer  ces  points  par  ceux  de  Tinvolution  a,  a',  etc., 
an  moyen  des  expressions 

ab'-^-a'b      ^        btZ-Art'c  ca'-i-c'a 
a6  =  ,     67=   .     7a  =   (o. 

Les  formules  (22i )  deyiennent 

ab.  ab'      ab'  -h  b 

ac.  ad      ac'     a! c  ' 


Mous  aureus  a  faire  usage  de  ces  relations. 
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II. 

224.  LHnvolution  de  six  points  ^tant  Fcgalite  de  deux 
rapports  anharmoniques ,  on  pent  Fexprimer  par  des  equa- 
tions a  trois  termes  (47).  On  trouve  que  ces  equations 
sont  de  deux  formes  difii^rentes  representees  par  les  deux 
Equations  suivantes,  qui  expriment  T^galit^  des  rapports  an- 
harmoniques des  deux  series  de  quatre  points  a,  ft,  a' 
et  a\  h\  c\  a  : 

,     ah,a' c     aW ,  a' c' 
ah,a'c     aa' ,  h' c' 


On  formera  toutes  les  autres  equations  semblables ,  soit 
en  rempla^ant  chaque  Icttre  par  sa  conjuguee ,  soit  en  rem- 
pla9ant  deux  Icttres  conjuguees  par  deux  autres  letlres  con- 
juguees ,  et  vice  versd. 

III. 

225.  La  formule  a  trois  termes  ou  entre  un  point  arbi* 
traire ,  par  laquelle  on  exprime  I'egalite  des  rapports  an- 
harmoniques de  deux  series  de  quatre  points  (48),  donne 
aussi  des  relations  entre  six  points  en  involution.  Prenons 
Fequation 

*  ,      /  ,      1,      cd  , 

-—  bd.ma'  -|-  -7-77  da ,  mb'  -h  -— ,  ab .  md'  =r  o, 
c  a  c  b'  c  d 

et  supposons  que  les  points  d'  coincident  avec  les  deux 
c'  et  c  respecti vement ,  F^uation  devient 

,  .b<f,ma      --rY;  c  a .  mb  — ab  wir  =  o. 
c  a  c  b' 

EUe  exprime  que  les  trois  couples  de  points  a,  a';  fc'  et 
c,  c'  sont  en  involution. 
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En  faisant  coincider  les  points  rf,  rf'  avec  i'  et  A  respec- 
tivemeut ,  on  a  cette  Equation  difii^rente , 

■^.bb\  ma'  -\-  4t7    a.mi/'  ab.mb  =  o. 

ca'  c' b'  b 

Si  Ton  suppose  dans  ces  equations  le  point  m  a  I'infini ,  eUes 
dcviennent 

ca    .  ,      cb    ,  ,  ... 

IV. 

226.  Que  dans  1' Equation 

aeH-67-f-7a  =  o  ou 

on  remplace  les  deux  rapports        ^  par  les  expressions 

prec^entes  (221 ) ,  on  aura 

bc,b</  ac.anf 
b^Tba!'^  ab,ab' 

Ott 

rtc .  ac'      6c .  be* 


ab  = 


ab'  ba' 


On  formera  des  expressions  semblables  de  ai',  ic,  etc., 
par  la  permutation  des  lettres. 

V. 

227.  Observation  generate . — On  peut  supposer,  dans 


(*)  On  peut  encore  deduire  cette  Equation  de  ridentit^  eutre  les  quatre 
poinis  a,  b,  c,  O,  savoir, 

ab,cO     acOb     aO.bc  =  0, 

dans  laquelle  il  suflit  de  remplaccr  les  rapports  par  leurs  valeum 

ch'     ca'  ^ 
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toutes  les  formules  precedentes ,  que  deux  fM)ints  coujogn^, 
tels  que  c  elc\  coincident  et  formenl  un  point  double  ^  et 
de  m<^nie  a  Tegard  d  un  second  couple  de  points  conjugues. 
On  obtiendra  aiusi  diverses  relations  qu'il  nous  suffit  d^in- 
diquer  sans  les  reproduire  ici. 

§  IX.  — Relations  on  entrent  deux  points  arbitraires. 

228.  Reprenons  lequation  (i^  215),  sous  la  forme 
ma.  ma'   67      mh,mb'  ay 


6  a      mc .  mc'    a  6 


—  1=0. 


Soit  n  le  point  situe  a  Tinfini  \  on  Fintroduit  dans  I'equa- 
tion ,  de  la  manicre  suivante , 

(ma  na\  fma'  na'\/^f  nyX  imb  nb\/mb'  nb'\lcL2^nf\ 
mc'  ncj  \mc'  '  nc'  )\^cl'  noLj      \mc  '  nc  )  \  mc''      )  \x^'  n^J 

Tons  les  facteurs  etant  des  rapports  anbarmoniques ,  on  en 
conclut  que  Fdquation  a  lieu,  quelle  que  soit  la  position 
du  point  w  a.  distance  finie;  seulement  alors  le  point  « 
n'est  plus  le  milieu  du  segment  aa',  mais  bien  le  point  con- 
jugue  harmonique  du  point  n  par  rapport  aux  deux  points 
«,  a';  et  de  m^me  des  points  S  eiy, 
L'^uation  pent  s'ecrire 

ma.  ma'    _  mb,mb'  mcmc' 

 J  .  67.«a  H  r — -rj  .  7a  «6  H  ^  ,  a^.ny  =  0. 

na.na'  no. no  nc.nc 


Cette  Equation  exprime  done  Tinvolution  de  six  points ,  au 
moyen  de  deux  points  arbitraires  m  et  ti. 

CoKOLLAiRE.  —  Si  Ic  point  m  coincide  avcc  a,  on  a  Te- 
quation  suivante  qui  exprime  Tin  volution  au  moyen  d'un 
seul  point  arbitral  re, 

ab.ab'   ac.ac'      a  6 

nb.nb'  '  nc.nc!      dy  /17 

On  donne  aux  equations  une  expression  plus  simple  en 
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T  introduisant  les  points  milieux  des  trois  segments  aa\ 
hh\  cc'.  Soient  tfi,  §i  et     ces  trois  points,  on  aura 

noL.nai  =  na.na'y.  . .  (70), 

et  il  vient 

ma.ma  .  — -  -+-  mb,m¥ ,       -h  mcmc  .  =r  o; 

««,  «5,  nyi 

et 

ab.ab'  a6 

acac'      ay  nyy 

229.  Si ,  dans  les  equations  pr^cedentes ,  on  suppose  le 
point  m  a  I'infini ,  elles  deviennent 

€y,nct.      yoL.n^  u^.ny 
na.nal      nb,nb'      ncnc'  ' 

67       7a  a6 

—  =0. 

/la,      /?6,  «7, 

Ce  sont  de  nouvcUes  equations  avec  un  seul  point  arbi- 
traire. 

230.  Si  dans  I'^quation  gen^rale  (228)  on  suppose  le 
point  c'  k  rinfini ,  le  point  c  devient  le  point  central  O,  et 
Ton  a  Tequation 

ma .  ma!  _  ma .  mb'  mO 

na,na  no, no  n\j 

a ,  6  sont  les  conjugu^s  harmoniques  du  point  n  par  rap- 
port aux  deux  segments  aa',  et  le  point  y  est  situ^  de 
maniere  que  le  point  O  se  trouve  le  milieu  du  segment  ny. 

CoROLLAiRE.  —  Faisant  coi'neider  le  point  m  avec  a ,  et 
observant  que  ny      27iO,on  a 

ab.ab'  aO  a6 
nb,nb'         /16  oLy 

231 .  II  est  remarquer  que  toutes  ces  equations  a  un  ou 
a  deux  points  arbitraires  s'appliquent  d^elles-mdmes  aux 
cas  ou  les  points  en  involution  sont  imaginaires ;  parce  que 
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les  deux  points  de  chaque  couple  sont  represeut^s  dam  les 
unes ,  et  peuvent  6lre  remplaces  dans  les  autres  par  des  e/e- 
ments  reels  (96). 

§  X.  —  tltant  donnes  deux  segments  aa',  bb'  ef  le  milieu 
y  dun  troisieme^  determiner  celui-ci. 

232.  Par  un  point  g  pris  arbilrairement,  on  fera  passer 
deux  cercles  qui  aieiil  pour  cordes  respectives  les  deux 
segments  aa' ^  bh'\  ils  se  rencontreront  en  un  second  point 
g' ,  Par  les  deux  points  ^'  on  menera  un  cercle  qui  ail 
son  centre  sur  la  perpendiculaire  a  la  droite  «A,  elevee  par 
le  point  ce  cercle  determioera ,  par  ses  intersections 
avec  la  droite  les  deux  points  cliercbes  c,  c'  (201). 
S'il  ne  rencontre  pas  cette  droite ,  ces  points  seront  imagi- 
naires. 

Quand  les  deux  segments  aa! ^  bb'  empietent  Fun  sur 
Tautre,  la  construction  se  simplifie,  car  il  suffit  de  d^crire 
deux  circonferences  sur  ces  segments  comme  diametres,  el 
de  mener  par  leurs  points  de  rencontre  un  cercle  qui  ait 
pour  centre  le  point  y ;  ce  cercle  determine  sur  la  droite  ab 
les  deux  points  chercbes  c,  c',  lesquels,  dans  ce  cas,  sont 
toujours  reels. 

233.  Expressions  nu  segment  yc.  —  i°.  Soil  O  le  point 
central  de  Tinvolulion;  le  segment  yc  se  determinera  par 
Tequation 

qui  derive  de  Oa.Oa'  =  Oc.Oc'. 

Quand  les  deux  segments  aa\  bb'  empietent  Fun  sm* 
I'autre,  le  produit  Oa.Oa'  est  negatif ,  et  le  segment  yc 
se  trouve  toujours  reel. 

Mais  quand  les  deux  segments  aa' ^  bb'  n'empi^tent  pas 
Fun  surTautre,  le  produit  Oa.Oa'  t»st  positif ,  ct  alorsyc 
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est  reel  ou  imaginaire,  scion  que  I'on  a 

07'>    ou  <0fl.0fl'. 
Or  e  eiy  eiant  les  points  doubles  de  Tinvolution ,  on  a 

Oil  peut  done  dire  que  le  segment  y  c  est  reel  ou  imaginaire, 
scion  que  O 7  est  >  ou  <^0e;  c'est-a-dire  selon  que  le 
point  milieu  y  est  situe  au  dela  du  segment  ef^  ou  sur  ce 
segment,  entre  les  deux  points  doubles  e,  f.  En  eflet,  les 
deiix  points  cherches  c,  c'  devant  etre  conjugues  harmo- 
niques  par  rapport  aux  deux  points  doubles  fi^f^  leur  poiift 
milieu  y  doit  ^tre  exterieur  au  segment  e/'(S7). 

Cette  construction  s^ applique  d'elle-m^me  au  cas  ou 
les  deux  segments  aa'  et  bb'  sont  imaginaires. 

2®.  Soit  7'  le  point  qui  forme  une  involution  avec  y  et  les 
deux  couples  a,  a'  et  A,  i';  on  aura 

En  eflet,  on  a  Oy .O7' =  Oa.Oa';  done  I'expression  pr^- 

—  a 

cedente  de  yc  devient 

yC  =07'— 07.07'  =  O7  (O7  —  O7')  =77'.  7O. 

3®.  L' equation  (i ,  216)  fait  connaitre  le  rectangle  mc .  me' 
qui ,  avec  le  point  7,  suffit  pour  determiner  les  deux  points 
c,  c'.  On  simplifie  la  solution  en  prenant  pour  le  point  m  le 
point  y  lui-m^me ;  Tequation  devient 
— 1 

7c. a6  =  7a ,7/2'  67 -h  7^^.7  7a. 
4*^.  On  peut  se  servir  de  T^quation 

aa.S7  -h  66.7a -H  7c. a6  -f-  aS.67.7a  =  o  (1145), 

dans  laquelle  tons  les  segments  sont  connus ,  excepte  yc  que 
Tequation  fait  connaitre. 
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Cette  Equation  s'applique  d'elle-^m&me ,  ainai  que  les  pre- 
cedentes ,  aa  cas  ou  les  deux  couples  de  points  a^a*  exb^b 
sont  imaginaires. 

234.  Si  Ton  suppose  le  point  i'  a  Tinfini ,  la  question 
devient  celle-ci : 

iktant  donnes  deux  points  conjugues  a,  a'  d*une  iwo^ 
lution,  le  point  central  O,  et  le  milieu  y  de  deux  autres 
points  conjugues,  on  demande  de  determiner  ces  points. 

On  decrira  un  cercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  a,  a\  et  Ton  rainera  par  le  point  O  une  droite  quel- 
conque rencontrant  ce  cercle  en  deux  points  g^  g^\  puis  on 
fera  passer  par  ces  deux  points  un  cercle  qui  ait  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  a  la  droite  aa'  menee  par  le  point  7. 
Ce  cercle  determinera  sur  aa'  les  deux  points  cherches 
c,  c'  (200) ,  lesquels  peuvent  6tre  imaginaires. 

Quand  le  point  O  est  situe  entre  les  deux  a,  a',  la  con- 
struction se  simplifie.  On  decrira  une  circonference  de 
cercle  sur  le  segment  aa'  comme  diam^tre  \  on  elevera  par 
le  point  O  la  perpendiculaire  a  la  droite  Oa,  et  par  les 
points  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  et  de  la  cir- 
conference ,  on  fera  passer  un  cercle  ay  ant  son  centre  en  7 ; 
il  determinera  sur  la  droite  aa  les  deux  points  cherches. 

235.  Observation, — Nous  verrons  que  la  plupart  des 
relations  concernant  six  points  en  involution ,  d^montrees 
dans  ce  chapitre,  se  peuvent  appliquer  k  un  systfeme  de 
trois  couples  de  points  non  en  ligne  droite,  savoir,  aux 
quatre  sommets  et  aux  deux  points  de  concours  des  c6tes 
opposes  d'un  quadrilatAre  5  ce  qui  donnera  lieu  a  des  pro- 
pri^tes  nombreuses  du  quadrilat^re.  Mais  la  th^rie  do  Fin- 
volution  aura  beaucoup  d'autres  usages  qui  justifieront  Fex- 
tension  que  nous  avons  cru  devoir  lui  donner  ici. 
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CHAPITKE  X. 

SUITE  DU   PRj^ctDENT.  — DIVISIONS  HOMOGRAPHIQUES  EN 
TW  VOLUTION. 


236.  Etant  donnas  deux  couples  de  points  a,  a'  et 
on  pen  I  determiner  une  infinite  de  couples  c,  c';  rf,  rf';  etc. , 
foriuant,  chacun,  une  involution  avec  a,     ct  i^ 

Toils  les  points  a,  b,  c,  d ,  e  , . . . ,  et  les  points  a',  b', 
c',  d',  e', . .  .yforment  deux  di\fisions  homographiques , 

Et  si,  dans  ces  deux  dixfisions ,  on  regarde  un  point  & 
(le  la  seconde  comrne  appartenant  a  la  premikre ,  son  ho^ 
mologue  dans  la  seconde  sera  le  point  c. 

En  effet,  les  quptre  points  a,  i,  a',  c  auront  leur  rap- 
port anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  a\  J',  a,  c'. 
Or,  dans  ces  deux  series  de  quatre  points ,  les  trois  a,  h^a* 
de  la  premiere,  et  les  trois  a\b\  a  de  la  seconde  sont 
fixes;  done  les  deux  points  variables  c,c'  forment  deux 
divisions  homographiques  (100).  Mais  les  trois  syst^mes 
a,  a\  fr,  J'et  c,  c'  etant  en  involution,  les  quatre  points 
a,  a\  c'  ont  leur  rapport  anharmonique  ^gal  k  celui 
des  quatre  a\  b'^  a^  qui  prouve  que  le  point  c\ 

regards  comme  appartenant  a  la  premiere  division,  a  pour 
homologue  dans  la  seconde  division  le  point  c.  Done,  etc. 

Autremenl.  On  peut  demontrer  le  th^reme  tr^sim- 
plement  en  se  servant  du  point  central ;  car  on  aura 

Oa,Oa*  =  Oc.Oc'  =  const.; 

done  les  deux  points  c ,  c'  forment  deux  divisions  homo- 
graphiques 

Mais  Tequation  subsiste  quand  on  y  change  c  en  c'  et  c' 
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en  c.  Done  si  le  point  c'  est  regard^  comme  appartenant  a 
la  premiere  division,  sou  homologue  dans  la  seconde  divi- 
sion est  le  point  c.  Done ,  etc. 

Ces  deux  divisions  sont  celles  que  nous  avons  consi- 
derees  comme  cas  particulier  des  divisions  homographi- 
ques  (174).  Nous  avons  dit  alors  que  nous  les  appellerions 
dii^isions  en  im^olution^  on  en  voit  ici  la  raison. 

237.  Pour  que  deux  div^isions  homograpliiques  formees 
sur  une  mSme  droite  soient  en  ins^olution ,  il  suffit  quun 
seiil  point  quelconque  de  cette  droite,  considere  comme 
appartenant  successivenient  aux  deux  divisions,  ait  le 
meme  point  homologue  dans  les  deux  cas. 

C'esl-a-dire  que  quand  cela  aura  lieu  pour  un  point, 
tons  autres  points  jouiront  de  la  meme  propriety. 

Cetlc  propriete  importante  a  ele  demontree  dans  la  theo- 
rie  generale  des  divisions  homographiques  (174-)  ^  en  voici 
une  seconde  demonstration  fondee  sur  la  seule  notion  de 
I'involution. 

Soient  fl,  A,  c  trois  points  de  la  premiere  division,  et 
rt',  ft',  c'  Icurs  correspondauts  dans  la  seconde  division: 
nous  supposons  que  le  point  c  etant  considere  comme  ap- 
partenant a  la  seconde  division ,  ait  pour  homologue  dans 
la  premifere  le  point  c'-,  il  s'agit  de  prouver  qu'il  en  sera  de 
m^me  du  point  a ,  c'est-a-dire  que  si  on  le  considere  comme 
appartenant  a  la  seconde  division,  son  homologue  dans  la 
premiere  sera  le  point  a'. 

En  effel,  les  quatre  points  a,  A,  c,  c'  de  la  premiere 
division  ayant ,  par  hypothese ,  pour  corrcspoudants ,  dans 
la  seconde  division,  les  quatre  a',  b'^  et  les  rapports 
anharmoniques  de  ces  deux  series  de  quatre  points  sont 
egaux ,  et  par  consequent  les  trois  couples  de  points  con- 
jugues  ,  a';  i,  el  c,  c'  sont  en  involution  (182).  Done 
les  deux  series  de  quatre  points      a\  //,  c  et  a',  a ,  b\  c 
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on  I  leurs  rapports  anbarmoniques  egaux  (183).  Done  le 
point  a ,  quand  on  le  eonsidire  comme  appartenant  a  la 
seconde  division ,  a  pour  homologue  dans  la  premiere  le 
point  a\  Cequ'il  fallait  demontrer.  Done,  etc. 

238.  Deux  droites  dwisees  homographiquement petn^ent 
toujours  etre  placees  Vune  sur  Vautre^  de  maniere  que  les 
deux  divisions  soient  en  involution. 

EneiTet,  soient  a,  a'  deux  points  homologues  des  deux 
divisions ,  nous  avons  vu  qu  on  pourra  determiner  deux 
autres  points  homologues  tels ,  que  les  segments  ab^ 
a'h'  soient  egaux  ( 127).  Qu'on  place  la  seconde  droite  sur 
la  premiere  en  faisant  coincider  le  point  b^  avec  a,  eta 
avec&.  Alors  le  point  a,  considere  comme  appartenant  a 
la  premiere  division,  aura  pour  homologue  dans  la  seconde 
le  point  a\  et  considere  comme  appartenant  a  la  seconde 
division,  aura  pour  homologue  dans  la  premiere  le  m6me 
point  fl';  et  par  consequent  il  en  sera  de  meme  pour  tout 
autre  point  (237) ,  c'est-a-dire  que  les  deux  divisions  seront 
en  involution ,  c.  q.  f.  d. 

239.  II  resulle  de  la  que  deux  divisions  homographiques 
en  involution  ont  toute  la  generalite  de  deux  divisions  ho- 
mographiques quelconques,  et  que  les  relations  qui  ont 
lieu  entre  trois  systemes  de  deux  points  conjugues  sont 
dues  sculement  a  la  maniere  particuliire  dont  les  deux 
droites  sur  lesquelles  on  pent  concevoir  les  deux  divisions 
formees,  se  irouvent  placees  Tune  sur  Fautre. 

2iO.  Manieres  d'kxprimer  dedx  divisions  en  involu- 
tion. —  Chacune  des  relations  entre  six  points  en  involution 
a,  a';  et  c,  c'  exprimera  deux  divisions  homographi- 
ques en  involution ,  si  Ton  y  regarde  les  quatre  points  a ,  a 
el  6,  //  comme  fixes,  et  les  deux  c'  comme  variables  et 
appartenant  respeclivemenl  aux  deux  divisions. 
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On  peut  aussi  se  servir  des  diff^rentes  formules  par  les- 
quelles  nous  avons  exprime  deux  divisions  homographiques 
quelcoaques ,  en  y  donnant  aux  coefficients  constants  des 
valeurs  telles,  que  les  deux  divisions  soient  en  involution. 
A  cet  eflfet ,  il  suffira  d'exprimer  par  une  relation  de  condi- 
tion entre  les  coefficients  de  Tequation  generate,  qu^on 
mftme  point,  qu*on  pourra  prendre  arbitrairement ,  a  le 
m&me  conjugu^,  etant  consid^r^  comme  appartenant  a 
Tune  ou  a  Fautre  division.  Par  exemple,  si  c'est  le  point 
situ^  a  Tinfini,  que  Ton  prend,  on  exprimera  que  les  deux 
points  que  nous  avons  appeles  I  et  J'  sont  coincidents. 

Appliquons  ces  considerations  a  I'equation  generale 

am .    //f'  -H  X  .fl/w  -i-  pi .  6'  w'  -H  v  =  o, 

Le  point  1  de  la  premiere  division,  qui  correspond  a  rinfini 
de  la  seconde ,  est  determine  par  al  =  —  fx,  et  le  point  J'  de 
la  seconde  division ,  correspondant  a  I'infini  de  la  premiere, 
par  b'V  =  —  i.  La  condition  pour  que  ces  deux  points 
coincident  s'exprime  par  I'equation 

al=:ar    ou  al-^b'y=zab\ 

On  aura  done 

>  -  p  =  ab\ 

Telle  est  la  condition  pour  que  les  deux  divisions  soient 
en  involution. 

241 .  Si ,  dans  Tequation  qui  exprime  les  divisions  homo- 
graphiques ,  les  deux  points  variables  m .  m'  sont  rappor- 
t^s  k  la  m6me  ou  aux  m^mes  origines ,  alors  il  faut ,  et  il 
suffit,  pour  que  les  deux  divisions  soient  en  involution, 
que  I'equation  soit  symetrique  par  rapport  a  ces  deux 
points,  parce  qu' alors  on  pourra  changer  Tun  dans  I'autre. 
ce  qui  est  la  propriety  caracteristique  de  I'involution. 

Cest  ainsi  qu'on  voit  imm^iatement  que  chacune  des 
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equations 

em  em' 

Om.O//i'  =  v, 

am .  am*   

a'm.a'm'  ' 
am, am'  -f-  \ \am     am' )  -f-  v  =  o , 

exprime  deux  divisions  homographiques  en  involution. 

242.  Cas  particulier  ou  l'un  des  points  doubles  est  a 
LiHFiNi.  — Nous  avoDS  vu  (125)  quequand  deux  divisions 
homographiques  ont  un  point  double  a  Tinfini ,  elles  s^ex- 
priment  par  I'equation 

am  -h  X.  h' m'  =  v. 

On  pent  ecrire 

am  -hX.am'  =  (v  ~h  \,ab'), 

Et  sous  cette  forme,  on  voit  que  les  deux  divisions  seront 
en  involution  si  X  est  ^gal  a  i  \  car  on  pourra  changer  m  en 
m'  et  reciproquement,  et  F^quation  ne  changera  pas. 
Ainsi  Teqtiation 

am  -f-  b' m'  z=z^ 

exprime  deux  divisions  en  involution  qui  ont  un  point 
double  situe  a  TinGni. 

L'autre  point  double  f  est  le  milieu  de  chaque  segment 
compris  entre  deux  points  conjugu^s,  puisque  les  deux 
points  doubles  divisent  harmoniquemcnt  ces  segments. 
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CHAPITRE  XI. 

SUITE  DES  PR^:Ci;DE]VTS.  — FAISCEAUX   EN  INVOLUTION. 


§  I.  —  Faisceau  de  six  droites  en  involution, 

243.  DEFINITION.  —  Nous  dirons  que  six  droites  issues 
d'un  meme  point  et  conjuguees  deux  a  deux  soiit  en  invo- 
lution ,  ou  forment  un  faisceau  en  involution ,  quand  quatre 
droites ,  prises  dans  les  irois  couples,  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  egal  a  celui  des  quatre  droites  conjuguees. 

II  est  evident  que  ce  faisceau  de  six  droites  jouit  de  la 
propriete  de  rencontrer  loute  transversale  en  six  points  en 
involution ;  et  que  toutes  les  relations  concernant  ces  points 
et  dans  lesquelles  n'entrent  que  des  rapports  anharmo- 
niques ,  s'appliquent  d'ellcs-m^mes  aux  six  droites. 

De  cette  remarque,  aussi  bien  que  de  la  definition  memc 
du  faisceau  en  involution^  on  conclut  immediatement  que 
les  six  droites  ont  entre  les  sinus  de  leurs  angles  les  rela- 
tions a  huit  et  a  six  facteurs  ,  telles  que 

sin  (A,  B)  sin  (A,  B')     sin  (  A^B)sin  (A^  B^) 
sin  (A,  C)  sin(A,C')  ~  sin  ( A',  C)  sin  (A',  C)' 
sin  (A,  B)  sin (B',  C) sin  (C,  A')  =  —  sin  (A',  B')  sin  (B,  C)  sin(C,  A 

et  que  chacune  de  ces  equations ,  qui  sont  au  nombre  de 
sept,  comporte  les  autres  ei  suffit  pourdefinir  rinvolution 
des  six  droites. 

244.  Aux  deux  points  doubles  consider^s  dans  I'involu- 
tion  d'un  systeme  de  points,  correspondent  ici  deux  rayons 
doubles f  lesquels  peuvent  ^tre  imaginaires.  Ces  deux  rayons 
jouissent  de  la  propriete  de  former  un  faisceau  harmonique 
avec  deux  rayons  conjugues  quelconqucs. 
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Mais  il  n'exisie  pas  de  rayon  correspondant  au  point  cen- 
tral de  I'involution  de  six  points,  et  I'on  en  con9oit  bien  la 
raison;  car  ce  qui  distingue  le  point  central ,  c'est  que  son 
conjugue  est  sitae  a  Finiiui  et  disparait  de  T^quation^  et  a 
ces  deux  points  correspondent,  dans  un  faisceau,  deux 
rajons  conjugues  qui  n^ont  rien  de  distinctif  et  dont  aucun 
ne  pent  disparaitre  de  Tequalion. 

Toutefois  il  existe  toujours  deux  droites  rectangulaires 
telles ,  que ,  en  designant  Tune  d  elles  par  O ,  Ton  a 

ang  (0,  A)  tang  (O,  A' )  =  tang  (O,  B)  Ung (0,  B' )  =  tang  (O,  C)  tang  (O,    ) ; 

equations  analogues  a  celles  du  point  central.  Ces  equa- 
tions seront  demontrees  plus  loin  (232,  3^). 

245.  L'equation  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
m  (215)  ne  se  compose  pas  de  rapports  anharmoniques, 
de  sorte  qu'elle  n'a  pas  lieu  cnlrc  les  sinus  des  angles  d*un 
faisceau  en  involution.  Mais  l'equation  qui  conlient  deux 
points  arbitraires  m  et  n  (228)  s^applique  aux  sinus  des 
angles  de  six  droites  en  involution. 

Ainsi ,  Ton  aura  l'equation 

in(M,A)sin(M,A')  .        ,  .        .     sin(M,B)sin(M,B')  .  .  ,  v 

sin(M,C)  sin(M,  C)  .  ,^  ... 

Les  deux  rayons  M,  N  sont  pris  arbitrairement,  a  est  le 
rayon  conjugue  harmonique  du  rayon  jN  par  rapport  aux 
deux  A  et  A',  et  ainsi  des  deux  autres  6,  y. 

Si  Ton  prend  les  deux  rayons  M,  N  rectangulaires,  il 
viendra 

sin(6,7)sin(N,  a)  sin  (7,  6)  sin  (N,  6) 

tang(N,  A)tang(N,A')  '  tang  (N,  B)  tang  (N,  B') 
sin  (a,  6)  sin (N,  7) 


tang(N,C)  lang(N,  C) 


:0, 


174         TRAIT*  DE  Gl^OM^TRIE  SUPl^RIEURE. 
ou  bien 

taDg(M,  A)tang(M,  A')ftin(6,7)  cos(M9a) 
-f-  Ung  ( M,  B )  tang  ( M,  B' )  sin  (7,  a )  cos  (  M,  6) 
4-  tang  (M,  C)  tang  (M,  C )  sin  (a,  €)  cos  (M,  7)  =  o. 

246.  Dans  un  faisceau  de  six  droites  en  involution, 
quand  deux  droites  sont  perpendiculaires  h  leurs  conju- 
guees  respectii^ement ,  les  deux  autres  droites  conjuguees 
sont  aussi  a  angle  droit. 

En  effet ,  une  transversale  coupera  les  six  droites  en  des 
points  a,  a\  i,  b\  c,  c'  en  involution,  et  les  eirconfii^rences 
decrites  sur  les  deux  segments  aa'^  bb'  comme  diamitres, 
passeront  par  le  sommet  du  faisceau,  puisque  les  deux 
rayons  OA,  OA'  sont  supposes  rectangulaires ,  ainsi  que 
les  deux  OB,  OB'.  Done  la  circonf^rence  decrite  sur  le  troi- 
sieme  segment  cc'  passe  aussi  par  le  point  O  (202) ,  et ,  par 
suite ,  les  deux  rayons  OC ,  OC  sont  rectangulaires. 

Autrement.  On  demontre  la  proposition  directement  au 
moyen  des  Equations  d'involution ,  lesquelles  se  verifient 
imm^diatement  pour  trois  systemes  de  deux  droites  rectan- 
gulaires. 

Ainsi  Ton  peut  dire  que,  quand  trois  angles  droits  ont  le 
meme  sommet ,  leurs  six  cotes  forment  un  faisceau  en  invo- 
lution, 

247.  Dans  un  faisceau  en  involution,  si  les  angles  que 
deux  rayons  font  avec  leurs  cojtj agues,  respectivement , 
ont  la  m^me  bissectrice,  cette  droite  est  aussi  la  bissec- 
trice  de  Vangle  formi  par  les  deux  autres  rayons  con- 
jugues. 

Les  deux  angles  AO  A',  BOB'  ont  la  m^me  bissectrice. 
il  faut  prouver  que  Tangle  COC  est  aussi  divis^  en  deux 
egalement  par  cette  droite.  En  eifet,  cette  droite  et  sa  pei- 
pendicul^ire  divisent  harmoniquement  k  la  fois  les  deux 
angles  AOA,  BOB'  (80);  par  consequent  elles  sont  les 
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rayons  doubles  de  Pinvoliitioii  (244),  et,  par  suite,  eUes 
divisent  harmoniquement  le  troisieme  angle  COC'^  et,  pais- 
qn'elles  sent  rectangulaires ,  elles  sont  les  bissectrices  de 
cet  angle  et  de  son  supplement.  Done ,  etc. 

§  II. — Faisceaux  homographiques  en  involution. 

248.  Si  d'un  point  on  mine  des  droites  aux  points  de 
deux  divisions  homographiques  en  involution ,  elles  forme- 
ront  deux  faisceaux  homographiques  que  nous  appellerons 
faisceaux  en  immolation.  Leur  propriete  est,  ^videmment, 
qu'une  droite ,  consider^e  successivement  comme  rayon  des 
deux  faisceaux ,  a ,  dans  les  deux  cas ,  le  m&me  rayon  con- 
jugue. 

Par  exemple,  si  des  droites  forment  un  premier  faisceau, 
el  qu  on  leur  mene ,  par  leur  point  de  concours ,  des  per- 
pendiculaires ,  celles-ci  formeront  un  second  faisceau  en 
imolution  avec  le  premier;  car  une  droite,  consider^e 
comme  appartenant  au  premier  faisceau,  aura  pour  conju- 
guee,  dans  le  second,  la  droite  perpendiculairc,  ctconsi- 
deree  comme  appartenant  au  second  faisceau  ^  elle  aura 
encore  pour  conjuguee,  dans  le  premier,  la  m^me  droite 
perpendiculairc  \  ce  qui  est  la  propriete  caracteristique  des 
faisceaux  en  involution. 

249.  Dans  deux  faisceaux  en  involution ,  il  existe  tou^ 
jours  un  sjrsteme  de  deux  rayons  conjugues  rectangulaires; 
et  il  nen  existe  quun.  # 

En  effet,  qu'on  mine  une  transversale  qui  rencontrera 
les  rayons  des  deux  faisceaux  en  des  points  conjugues  deux 
a  deux,  a,  a';  i,  i';  c,  c'\  etc.  Les  circonferences  de- 
crites  sur  les  segments  aa\  hb\  etc.,  comme  diametres, 
passeront  toutes  par  deux  m^mes  points ,  reels  ou  imagi- 
naires  (202) ;  or  par  le  centre  du  faisceau  on  pourra  tou- 
jour s  mener  une circonference  passant  par  ces  deux  points, 
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laquelle  d^terminera  sur  la  transversale  deux  points  con- 
jugues-,  et  les  rayons  men^s  a  ces  deux  points  seront,  dans 
les  deux  faisceaux  en  involution ,  deux  rayons  conjugues. 
Mais  ilssonta  angle  droit;  le  theor^me  est  done  d^montre. 

250.  II  r^sulte  de  la  que  5/,  dans  deux  faisceaux  en  in- 
x^olution ,  deux  rayons  de  Vun  sont  perpendiculaires,  res- 
pectix^ement ,  a  leurs  conjugues y  il  en  est  de  m^me  de  tous 
les  autres  rayons, 

II  est  Evident  que  dans  ce  cas  particulier  de  deux  fais- 
ceaux en  involution  ^  les  rayons  doubles  sont  imaginaires . 

251.  Dans  deux  faisceaux  homographiques  en  ini^o- 
lution,  ilexiste  toujours  deux  rayons  homologues  egale- 
ment  inclines  sur  un  rayon  donne,  et  il  n*en  existe  que 
deux. 

En  effet,  une  droite  transversale  perpendiculaire  au 
rayon  donne,  rencontre  les  rayons  homologues  des  deux 
faisceaux  en  des points  etc.,  qui  forment  deux 

divisions  en  involution,  et  le  rayon  donne  en  un  point  y. 
Or  il  existe  un  systeme  de  deux  points  conjugues  c,  c',  el  un 
seul ,  dont  ce  point  y  est  le  milieu ,  et  il  est  clair  que  les 
rayoDS  des  deux  faisceaux  aboutissant  a  ces  deux  points 
c ,  c'  satisfont  a  la  condition  d^^tre  egalement  inclines  sur 
le  rayon  donn^.  Done,  etc. 

Remarque.  — Nous  venous  de  dire  qu'un  point  7  n'est  le 
milieu  que  d'un  seul  segment  cc'  forme  par  deux  points 
conjugues  \  toutefois ,  dans  un  dis  particulier  de  Tinvolu- 
tion ,  ce  point  pent  ^tre  le  milieu  de  tous  les  segments  (195) . 
Alors  la  droite  proposce  sera  la  bissectrice  de  tous  les  angles 
formes  par  deux  rayons  conjugues.  C'est  un  cas  particu- 
lier des  faisceaux  en  involution. 
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§  III.  —  Manieres  d'exprimer  que  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  sont  en  im^olution, 

S52.  Lc  caract&re  des  faisceaux  homographiques  en  i/i* 
^/olution  y  c^est  que  chaque  rayon ,  consider^  comme  appar- 
tenant  a  I'un  ou  a  I'autre  des  deux  faisceaux ,  a  toujours  le 
m^me  conjugu^  (!248).  Pour  que  deux  faisceaux  soient  en 
involution,  il  suffit  que  cette  condition  ait  lieu  pour  un 
rayon  donne  quelconque;  car  alors  elle  aura  ]ieu  pour  tous 
les  autres.  Ce]a  resulte  ^videmment  de  la  proposition  ana- 
logue ,  relative  aux  divisions  homographiques  en  involu- 
tion (237) ;  et  d'ailleurs,  la  demonstration  de  cette  pro- 
position s'applique  d^elle-m^me  au  cas  actuel. 

Si  les  deux  rayons  variables  entrjent  d'une  mani^re  sy- 
metrique  dans  Tequation  qui  determine  Fhomographie 
des  deux  faisceaux,  la  condition  d'mvolution  est  ^videm- 
ment  satisfaite,  de  m^me  que  dans  les  divisions  homogra- 
phiques (241 D*apr^s  cela,  on  reconnaU  que  chacune  des 
equations  suivantes  exprime  que  les  deux  rayons  variables 
M,  M'  ferment  deux  -faisceaux  en  involution  : 

sin(E,  M)  __      sin(E,  MQ 
sin<F,M)*~'  sin(F,M')' 

E  et  F  sont  les  deux  rayons  doubles  de  Tinvolution. 

sin  (A,  M)sin(A,M^)  _  ^ 
sin(A',M)sin(A',M')  ~  ' 

A  et  A'  sont  deux  rayons  conjugues  quelconques. 
3".  tang  (O,  M)  .  tang  (O,  M')  =r  \  ; 

O  est  Tun  des  deux  rayons  conjugues  rectangulaires  qui 
existent  toujours  dans  deux  faisceaux  en  involution  (249). 
Cette  Ajuation  provient  de  la  pr^cedente ,  dans  laqiielle 
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on  suppose  que  A  el  A'  soiit  ecs  deux  rayons  coiijugues 

rectangulaires. 

On  conclut  dc  la  cette  proprieie  imporlante  d'un  faisccau 
de  six  droites  en  involution,  savoir,  que  A,  A';  B,  B'  et 
9*  C,  C  etaut  ces  six  droites,  conjuguees  deux  a  deux,  il 

existe  deux  rayons  O  dont  chacun  donne  lieu  aux  equations 

tang(0,A)tang(0,  A')=tang(0,B)lang{0,  B')=tong(0,C)Ung(0,  C\ 

eomme  nous  Tavons  annonce  precedeinment  (244). 

tang(A,M)'^tang(A',M')-"  ' 

A  el  A'  sont  deux  rayons  homologues  quelconqucs. 
On  peul  ^crire 

lang  (B,  M) -Mapg(CMVI')  =  X, 

pourvu  que  B  et  C  soient  deux  rayons  perpendieulaires 
respeciivement  a  deux  rayons  homologues  lels  que  A  et  A'. 
5**.  Enfin  on  a  Tequation 

iang(A  ,  M)  tang  (A ,  M' )  -4-  X  [tang  (A ,  M )     tang  (A ,  M')]  -f-  v  =  o, 

dans  laquelle  A  est  une  droite  quelconquc. 

252  bis,  D'apres  la  condition  d'involution  de  deux  fais- 
ceaux  homograpiiiques  (252),  on  conclut,  en  vertu  du 
theoreme  (i47),  que  :  Deux  Jaisceaux  homo grap tuques 
quelconques.  peuifent  toujours  ^tre  places  de  inaaiki^  a 
former  deiix  Jaisceaux  en  inuolulion,  Propriete  analogue 
a  celle  de  deux  divisions  homograpiiiques  (238). 

Et  il  resulte  de  la,  d^apr^s  la  proposition  (249),  que  : 
Qiiand  deux  Jaisceaux  sont  homograpiiiques ,  il  existe 
toujours  dans  Vun  deux  rayons  rectangulaires ,  dont  les' 
homologues ,  dans  VautrCy  sont  aussi  rectangulaires ,  et  il 
n'existr  quun  lei  syslemc  de  deux  rayons. 
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CHAPITRE  XIL 

DES  DEUX  POINTS  QUI  DIVTSENT  HAKMOIf IQUEMENT  DEUX 
SEGMENTS  DONNAs. 


253.  La  construction  des  deux  points  e^J\  conjugues 
harmoniques  a  la  fois  par  rapport  a  deux  couples  de  points 
a,  a'  et  b\  et  celle  de  leur  point  milieu  ont  et^  donnees 
precedemment  (208-212  ).  Les  proprietes  de  ces  points  se 
trouvent  aussi,  comme  cas  particuliers ,  parmi  celles  de 
Tin  volution.  Toutefois,  comme  nous  aurons  souvent  a  con- 
siderer,  principalement  dans  la  th^orie  des  sections  co- 
niques,  un  pareil  systeme  de  trois  couples  de  points,  r^ls 
ou  imaginaires ,  nous  allons  reproduire  et  grouper  ici  les 
di verses  formules  qui  s'y  rapportent. 

1. 

254.  Relations  entre  le  point  milieu  O  des  deux  points 
{  et  les  quatre  points  a  ,  a'     b,  b'. 

0a.0a'^0b.0b\ 
Oa  _^ab'      Oa  ah 

ab.ab'       aO        ba.ba'  bO 


a'b.a'b'  "^  a'O      b'a.b'a'  b'O 

^     ab.ab^  ba.ba' 

flO  =  J-,    bO  =  —  

2ao  2  6a 

ab.ab'-^a'b.a'b'  ba.ba' b' a,  b' a' 

ma. ma'  —  mb.mb'  -h  2  a6.mO  =  o. 
Cette  derniere  relation,  ou  m  est  un  point  arbitraire,  pourra 
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servir  pour  determiner  le  point  O  quand  les  deux  couples 

de  points  a,  a'  et     i'  seront  imaginaires. 

II. 

255.  Expressions  du  segment  Oe. 


Oe=z±-  -z  

Cette  demiire  expression  donne 

^     yjab.ab'.  a'b.a'b' 


III. 

256.  Relations  entre  un  des  deux  points  e,  {et  lesquaire 
a,  a',  b,  b'. 

 S  —  2 

ab.ab'       ae  ba.ba'  be 

ea  eb'          ab'  en.eb  ab 

l^Teb  ""Vb'  ea'Teb'  ^  "  W 

ou 

'bb'      .  ^ 
at'  DC 

aa^_ab      ab^  ^^^^^ 

ae      be      b'c^  b' e     ae  '  a* e 

Ces  deux  demi^res  equations  derivent  de  la  premiere  des 
equations  (224),  dans  laquelle  on  suppose  que  les  deux 
points  c,     se  confondent  avec  le  point  double  e. 

(v/^^7^'±:V^?TvP,y      ^  {^fb^Tb^'^zyjb'a.b'a'J 
«e=  J--Z  ,    6^=  9 


{sjab^\  n'b-j^islab.a'b'Y 
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IV. 

257.  Relations  entre  les  deux  points  (  et  les  quatre 
a,  a',  b,  b'. 

Les  deux  points  f  forment  une  involution  avec  les 
deux  couples  a,  6'  et  a\  b  (207) ;  et  pareillement  avec  les 
deux  couples  a,  b  et  a',  i'. 

De  la  resultent  de  nombreuses  relations  d'involution 
cntrc  les  six  points,  que  Ton  formera  sans  difficulte. 

\. 

258.  Relations  oii  entrent  un  ou  deux  points  arbi- 
traires. 

ma.  ma! .  6(?     mh .  mh* .  6*  a      mc  .  a6  =  o, 

a,  6  etant  les  milieux  des  deux  segments  aa\  bb' . 

—  1 

ma. ma'  mb.mb'  m,  j> 

 6,  ./*a,  H  =  rr  ^ai .  «  6,  H          a,6i .  /le  =  o , 

na,na  no, no  ~ 

ne 

Sj  etant  les  points  eonjugues  harmoniques  du  point  n 
par  rapport  auxdeux  segments  aa\  bb' . 
Si  le  point  m  est  pris  a  rinflni ,  il  vient 

6,^./ia,      /*ai./i6|      ai  St 

 7  4-  - . — 77  H  =  o. 

na.na        no, no  ne 

Cette  equation  et  la  precedente  se  mettent  sous  la  forme 

ma. ma'   _        mb.mb'  me  _ 

 .  6,  ^  H  i,—  .  <5  a,  H  .  a,  5,  =  o , 

noL  n^  ne 

S,^      ra,  a,6, 

 h-s-H  =  0. 

noL      /i6  ne 

«!,  61  sont  les  eonjugues  harmoniques  du  point  /i  par  rap- 
port aux  deux  segments  aa',  bb\  et  a ,  6  les  milieux  de  ces 
deux  segments. 
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CHAPITRE  XIII. 

PROPOSITIONS  RELATIVES  A  DEUX  DIVISIOMS  HOMOGRAPH IQUEi 
FORMJ&ES  SUR  UNE  MEME  DROITS,   ET  A  l'iNVOLUTION. 


§  I.  —  Divisions  homographiqiies  sur  une  merrie  droite.  — 
Construction  des  deux  points  doubles  et  de  leur  point 
milieu, 

I. 

259.  Soient  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...  les  points,  res- 
pectiifement  homologues,  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  formees  sur  une  nieme  droite^  les  deux  points 
doubles  seront  en  immolation  ax^ec  chaque  systems  de  deux 
couples  de  points  tels  que  a,  b'  et  a',  b. 

En  effet,  soient  f  les  deux  points  doubles  des  deux 
divisions;  les  quatre  points  a,  e^J  de  la  premiere  di- 
vision ont  leur  rapport  anhannonique  egal  a  celui  des 
quatre  points  correspondants  a',  A',  e,  y  de  la  seconde 
division.  On  pent  changer  I'ordrc  de  ceux-ci ,  et  dire  que 
les  quatre  points  «,  f  ont  leur  rapport  anbarmo- 

nique  ^gal  a  celui  des  quatre  points  i',  a',  e.  Ce  qui 
prouve  que  les  trois  segments  ab\  a'b^  ef  sont  en  involu- 
tion (182).  Done,  etc. 

260.  II  suit  de  la  que  les  circonferences  decrites  sur  les 
trois  segments  ab',  ba'  et  ef,  comme  diametres.  passent 
toutes  trois  par  deux  memes  points  (202). 

Et  que  :  Les  trois  circonferences  de  cercles  menees  par 
un  meme  point  et  ay  ant  pour  cordes  respectis-es  les  trois 
segments  ab',  ba',  ef ,  passent  toutes  trois  par  un  second 
point  commun  (201 ) . 
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II.  Construction  du  point  milieu  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  dont  on  connait  trois  couples  de 
points  correspondants. 

261.  Soient  a,  a';  b^V  et  c,  c'  les  trois  couples  de 
points  correspondants  des  deux  divisions,  et  e,  y  leurs 
points  doubles  qu'il  s'agit  de  determiner. 

Les  quatre  points  a ,  c ,  e  de  la  premiere  division  ont 
leur  rapport  anliarmonique  egal  a  celui  des  quatre  points 
a',  ft',  c',  e  de  la  seconde  division ,  de  sorte  que  Ton  a 

ea   ca  ea!  ^  c'  a' 

ou 

ea.eb'     ca   c' a'  » 
eh ,  ea!      vb  '  c*  h' 

Or  nous  venons  de  voir  que  les  trois  segments  ah\  a'b  et 
ef  sont  en  involution;  il  s'ensuit  qu'en  appelant  a,,  61  et 
O  leurs  milieux ,  on  a 


ea.eb'  Oa, 
ea' .  eb  ~~  OT, 

et  par  consequent 


(Ml), 


Oa,  ca    c'  a' 

Oly'^Tb'TV 


Celte  expression  du  rapport       fait  connaitre  la  position 

du  point  O,  qui  est  le  point  cherche. 

On  ramene  1' expression  ^  ;       a  un  simple  rapport  de 

deux  lignes ,  au  moyen  du  th^oreme  de  Ptolemee  sur  les 
segments  qu'une  transversale  fait  sur  les  deux  c6tes  d'un 
triangle.  (Chap.  XIX,  §  I.) 
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III.  Construction  des  deux  points  doubles,  <{uand  on  cooDait  leur 

point  niiiieu. 

262.  Apres  avoir  determine  le  point  milieu  O  des  deux 
points  doubles  e ,  /,  on  pent  determiner  leur  distance  a  cc 
point  par  Tequation  suivante,  d'aprfes  le  theor^me  (215) 
applique  aux  trois  segments  en  involution  ah\  a'b  el  ef^ 

Oa,Ob' .  Oa,  —  07'.  a,€,  =  o; 

d'ou ,  en  faisant       =  / , 

— '     Oa.Ob'—K.Ob  Oa' 

Or  =:  

I  —  > 

IV.  Construction  des  deux  points  doubles,  sans  connaitre  leur 

point  milieu. 

263.  Le  theorome  (|239)  donne  lieu  a  une  construction 
tris-simple  des  deux  points  doubles. 

Par  un  point  g  pris  arbitral rement,  on  fera  passer  deux 
circonferences  dc  cercles  qui  aient  pour  cordes,  respccli- 
vement,  les  deux  segments  ah' ^  a'b-^  ces  circonferences  sc 
couperont  en  un  point  g' ,  Par  le  memc  point  g^  on  fera 
passer  deux  aulres  circonferences  ay  ant  pour  cordes,  res- 
pectivenient,  les  deux  segments  «c',  a'c,  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point 

La  circonference  de  cercle  menee  par  les  trois  points 
8->  S'f  S"  determinera  sur  la  droite  ab  les  deux  points 
doubles  cherches;  car  ces  deux  points  seronl  en  involu- 
tion, d  une  part  avec  les  deux  couples  a,  h'  et  a\  et 
d'autre  part  avec  les  deux  couples  a,  c'  et  a\  c  (201 ). 

Cette  construction  se  prete  a  tons  les  cas  que  pen  vent 
presenter  les  trois  couples  dc  points  a,  a*\  h.  h\*t  c'. 
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Elle  se  simplific  si  deux  de  ces  points,  tels  que b  et  c' ^  sont 
a  I'infini  (*). 

Autrement.  On  decrira  dcs  circonf^rences  sur  les  quatre 
segments  ab\  ha! ^  ac  et  ca',  comme  diametres ,  et,  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premieres  et  les  points  d'in- 
tersection  des  deux  autres,  on  fera  passer  une  circonfe- 
rence  de  cercle ,  laquelle  d^terminera  sur  la  droite  ahc  les 
deux  points  cherches  (202) . 

Cette  seconde  construction  se  pr^te ,  comme  la  prece- 
dente,  a  tous  les  cas  que  peut  presenter  la  question ,  relaii- 
vemcnt  aux  positions  des  irois  couples  de  points  a,  a'\  h' 
etc,  c'. 

264.  Supposons  que  le  point  h  soit  a  Tinfini ,  ainsi  que 
le  point  c%  et  designons  par  J'  et  I  leurs  homologues  h'  ex 
dans  la  seconde  et  la  premiere  division,  respectivement;  de 
sorte  que  les  deux  divisions  homographiques  seront  expri- 
meespar  I'^quation  \m  ,V  =  \a  .V  a'  (120).  La  circon- 
ference  decrite  sur  le  segment  infiui  a' 6,  comme  diametre, 
sera  la  droite  menec  par  a'  perpendiculairement  a  la  Hgne 
ai-,  et  de  meme  dela  circohference  ayant  pour  diametre  le 
segment  infini  flc'.  De  la  resulte  cette  construction : 

Sur  a'\  comme  diametre  [fig,  3 1) ,  on  decrira  une  cir- 
conference  de  cercle,  et  Ton  elevera  par  le  point  a  une  per- 
pendiculaire  qui  la  rencontrera  en  un  point  a  \  puis  sur 
a  J'  comme  diametre ,  on  decrira  une  seconde  circonference 
de  cercle,  et  Ton  elevera  la  perpeudiculaire  a  a!  qui  la  ren- 
contrera en  yJ .  Par  les  deux  points  a  ,  a'  on  fera  passer  une 
circonference  qui  ait  son  centre  sur  la  droite  aa^\  elle  mar- 
quera  sur  cette  droilc  les  deux  points  cherches. 

Le  centre  de  cette  circonference,  etant  le  milieu  de  ces 


{*)  Si  ic  point  A,  par  exmiiplo,  est  a  Tinfini,  la  circoiifcn-nco  qui  doit 
passer  par  les  trois  points  ^,      h  deviont  unc  ligne  droite,  savoir,  ^a* , 
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deux  points,  est  connu  a  priori;  c  est  le  milieu  du  segment 
I  J'  (152)  :  il  suffira  done  de  construire  un  seul  des  deux 
points  a ,  a'  pour  determiner  la  circonference. 

Si  Ton  prend  pour  le  point  a  le  milieu  m6me  du  seg- 
ment IJ',  le  rayon  de  la  circonference  sera  a  a'  =  sjaa' .  ai'- 
Ainsi  cetle  expression ,  a  laquelle  nous  sommes  parvenu  par 
une  autre  voie  (154),  resulte  ici  de  la  construction  ge- 
nerale. 

265.  Cas  ou  l'uw  des  points  doubles  est  donn^. — Si 
Tun  des  points  doubles ,  f? ,  est  donne ,  les  deux  couples  de 
points  homologues  a,  a'  et  6,  h'  suffirout  pour  determiuor 
le  second  point  double  f.  Sur  les  deux  segments  ab. 
comme  diametres ,  on  decrira  deux  circonferences ;  et  par 
•leurs  points  d4ntersecuou  et  le  point  e  ou  en  fera  passtr 
une  troisieme,  qui  determinera  le  point/ (260). 

266.  Quand  deux  dis^isions  homographiques  sont  for- 
mees  sur  une  inema  droit e ,  chaque  point  a  de  cette  droite, 
eonsidcre  comme  apparlcuant  a  la  premiere  di^ision^  a  son 
homologue  a'  dans  la  secondc ,  et  considcre  comme  appar- 
tenant  a  la  seconde  division ,  a  son  homologue  A  dafis  la 
premiere. 

Les  deux  points  a'  A  formcnt  deux  divisions  homo- 
graphiques;  et  CCS  deux  divisions  ont  les  memes  points 
doubles  que  les  deux  divisions  proposecs. 

En  ellet ,  i**  les  deux  divisions  formees  par  le  point  a'  et 
le  point  A  sont  homographiques  entre  elles  ,  comme  etant 
homographiques  a  une  troisieme  formee  par  le  point  a. 

Si  le  point  a  est  un  point  double  des  deux  divisions  pro- 
posees,  les  deux  points  a'  et  A  coincident  I'un  et  I'auire 
avec  ce  point,  et  par  consequent  coincident  entre  eux. 
Done  ce  point  est  un  point  double  des  deux  divisions  for- 
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mees  par  les  deux  points  variables  a'  et  A.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Done ,  etc . 

267.  Quand  deux  divisions  homographiques  sont  for- 
mees  sur  une  mSnte  droite,  si  Von  prend  les  homologues 
a'  et  A  d'un  point  a  de  cette  droite ,  comme  dans  la  pro- 
position  precedente,  le  conjugue  harmonique  du  point 
a  par  rapport  aux  deux  A  et  sl'  sera  le  meme  que  par 
rapport  aux  deux  points  doubles  des  dis^isions  homogra- 
phiques. 

En  effet,  les  deux  divisions  homographiques  s'expriment 
par  I'equation 

am, am'  —  « J',  am  —  al,am'  -\-  al.aa'  —  o    ( 152). 

oil  («J'.  aX)    ( 153) 

Pour  determiner  les  deux  points  doubles  e,  J\  il  faut  fairc 
coi'ncider  m'  avec  m-^  I'equation  devient,  en  ecrivant  c  a  la 
place  de 

ae  —  {ay  -\-  al)  ae  -\-  al.aa'  —  o. 

oil  [aV .  a\) 

On  a  done 

ae      a/  =z  al      aJ'  J 

et 

ae.n/=  al,  a  a'  =  aS' .  a  A; 

d'ou 

I  I    I  I 

ae      af      aa       a  A 

Soita  le  point  conjugue  harmonique  du  point  a  par  rap- 
port aux  deux  a\  A ,  on  aura 

a  a      aa       a  A 

Done 

2         1  I 

ax      ae  af 

Ce  qui  prouve  que  le  point  on  est  le  conjugue  harmonique 
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du  point  a  par  rapport  aux  deux  points  doubles     f,  Lc 

theoreme  est  douc  demon  tre. 

268.  C0ROLLA.1UE  1.  —  Puisquc  le  point  a  et  son  conjugue 
harmonique  a  par  rapport  a  ses  deux  homologues  a'  ct  A 
divisent  harmoniquement  le  segment  fixe  ej\  il  s'ensuit  que 
ces  deux  points  9i  et  a  Jbrment  deux  diyisions  homogra- 
phiques  en  inifolution  (241). 

269.  CoROLLAiRE  II.  —  tltant  donnees  deux  divisions 
homographiques  sur  une  droitc ,  on  demaude  do  deter- 
miner le  cojijugue  harmonique  d'un  point  par  rapport  anx 
deux  points  douh/es,  intonnus,  des  deu:r.  dii^isions. 

Soit  a  le  pointdoune^  on  determinera  scs  deux  homo- 
logues a'  et  A ,  puis  son  conjugue  harmonique  a  par  rapport 
a  ces  deux  points^  a  sera  le  point  cherche. 

Cette  question  aura  quelques  applications ,  par  exemple 
pour  trouver  la  polaire  d'un  point  par  rapport  a  une  co- 
nique  dont  cinq  points  seulement  sont  connus. 

270.  CouoLLAiRE  III.  — Nouvelle  construction  des  points 
iioub/es  de  deux  divisions  homographiques.  —  On  prendre 
un  point  a  et  le  point  a  qui  lui  correspond  comme  ci-dessus; 
et  de  m^me,  un  point  b  et  le  point  correspondant  6.  On 
cherchera  les  deux  points  f  qui  divisent  harmonique- 
ment les  deux  segments  aa,  ho  (233)^  ce  seront  les  deux 
points  doubles  cherches. 

§  II.  —  Propositions  relatives  a  I' involution. 
I. 

271 .  £tant  donnes  sur  une  droite  deux  couples  de  seg- 
ments aa  ',  bb'  et  A  A',  BB',  on  demande  de  determiner  un 
segment  cc'  qui  soit  en  involution  tout  a  la  fois  avec  les 
deux  premiers  segments  aa',  bb'  et  avcc  les  deux  autres 
AA',  BB'. 
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Que  sur  les  quatre  segments  na',  bb'^  A  A'  et  BB',  comme 
diametres,  on  decrive  des  circonferences  de  cercle,  la  cir- 
conference  qui  passera  par  Ics  points  d 'intersection  des 
deux  premieres  et  les  points  d'intersection  des  deux  autres 
determinera  le  segment  cherch^  cc'  (202).  Si  la  circonfe- 
rence  nV^t  pas  constructible ,  le  segment  sera  imaginairc. 

Autrement.  Que  par  un  point  g  pris  arbitrairement  on 
mene  deux  circonferences,  passant,  la  premiere  par  les 
deux  points  a  et  a',  et  la  seconde  par  les  deux  b  et  J'-,  elles 
se  couperont  en  un  point  g' . 

Que  par  le  m^me  point  g  on  mene  pareillement  deux 
circonferences ,  passant,  la  premiere  par  les  deux  points  A 
et  A',  et  la  seconde  par  les  deux  B  et  B',  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point  g'^ , 

La  circonference  menee  par  les  trois  points  g^  g'^ 
determinera  sur  la  droiie  tui'  le  segment  cherche,  reel  ou 
imaginaire. 

Autrement.  Soit  y  le  point  milieu  du  segment  cherche 
cc'\  O  le  point  central  de  Finvolution  determinee  par  les 
deux  segments  aa\  bb'\  H  le  point  central  de  Tinvolulion 
determinee  par  les  deux  segments  AA',  BB',  et  co  le  point 
milieu  des  deux  O,  II;  on  aura  la  relation 

qui  fait  connaitre  la  position  du  point  7. 
En  effet ,  on  a 

Oa.O/i'  =  Oc.Ot'    et    a  A. a  A' =  He. lie'. 

De  sorte  que  I'^quation  revient  a  cclle-ci , 

Ce  qui  est  une  identite  entre  deux  couples  de  points  quel- 
eonques  c,  c'  et  O,  ft,  et  leurs  points  milieux  y  et  o),  la- 
quelle  se  demontre  aisement;  car  il  suflSt  d'y  remplacer 

Oc.Oc'  par  (O7  —  7c  )  et  lie. He'  par  (lly  —  7c  ). 


1 90         TRAIT6  DE  GfiOM^TRlE  SUPltRIEURE. 

Le  point  7,  milieu  du  segment  cherche  cc',  etant  ainsi 
determine ,  on  connaitra  ce  segment  lui-m^me  par  I'une  des 
relations 

•yc  =  O7  —  Oa,Oa\ 
— 2     — I 

7c  =  ay  —  n  A.aA'. 

Ce  segment  sera  toujours  reel  si  les  deux  aa',  &  J',  empietent 
Tun  sur  I'autre,  parce  qu'alors  le  produit  OaOa  est  ne- 
gatif  {191 )  ^  et  de  m^me ,  si  les  deux  segments  AA',  BB'  em- 
pietent Tun  sur  I'autre.  Mais  il  pourra  etre  imaginaire  dans 
le  cas  ou  ni  les  deux  segments  aa\ bb' m  les  deux  AA',  BB' 
n'empietent  Tun  sur  I'autre. 

Obsen^ation. — Ce  probl^me  aura  plusieurs  applica- 
tions, particuH^rement  aux  deux  questions  suivantes  : 

tltant  donnes  deux  systemes  de  diatnetres  conjugues 
d\ine  section  conique,  determiner  les  axes  principaux  de 
la  courbe. 

£tanl  donnes  deux  systemes  de  diamktres  conjugues 
d'une  conique,  et  deux  sy^s femes  de  diametres  conjugues 
d'une  autre  conique ,  detciminer  le  sjsteme  de  diametres 
conjugues  contmuns,  en  direction,  aux  deux  courbes, 

272.  Cas  pauticcliers.  —  Chacun  des  quatre  segments 
aa\  etc.,  pent  6tre  nul.  S'ils  sont  nuls  tons  les  quatre  a  la 
fois ,  la  question  devient  celle-ci :  Trouyer  les  deux  points 
qui  diinsent  harmoniquement  deux  segments  ab,  AB. 

II. 

273.  titan  t  donnecs  deux  droit es  dii^isees  homograplu- 
quementj  les  rayons  menes  d'un  point  fixe  aux  points 
de  dii^ision  forment  deux  faisceaux  homographiques ^  et 
si  Von  demande  que  ces  deux  faisceaux  soient  en  in\H)lu- 
tion  ^  leur  sommet  dev^ra  etre  place  sur  la  droite  qui  joint 
les  points  des  deux  divisions,  dont  les  homologues  coin-^ 
cident  au  point  de  rencontre  de  ces  droites. 
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En  eflet,  soil  S  ce  point  de  rencontre ,  et  a  et  b'  sur  los 
deux  droites ,  respectivement ,  les  deux  points  en  question , 
de  sorte  que  a  corresponde,  sur  la  premiere ,  au  point  S  de 
la  seconde,  et  b\  sur  la  seconde ,  au  point  S  de  la  premiere. 
Le  sommet  O  des  deux  faisceaux  etant  pris  sur  la  droite  ab' ^ 
cette  droite,  consideree  comme  rayon,  soit  du  premier 
faisceau,  soit  du  second  ,  aura  toujours  pour  homologue  la 
income  droite  OS.  Ce  qui  prouve  (218)  que  les  deux  fais- 
eoaux  sont  en  involution, 

274.  tltant  rlonnes  deux  faisceaux  liontographiffues 
(hnt  les  centres  ne  sont  pas  coincidents ,  on  peut  les  con- 
per  par  une  droite ,  de  manicre  a  ai^oir  sur  celte  droite 
deux  divisions  en  involution  ; 

Une  infinite  de  droites  salisjont  a  la  question ;  dies 
pnssent  tonics  par  un  certain  point  detenm'ne. 

Soient  O  et  Ics  centres  dvs  deux  faisceaux  et  SI  le  point 
de  rencontre  des  rayons  qui ,  dans  le  premier  et  le  second 
faisccau ,  respectivement,  sont  les  homologues  des  deux  qui 
coincident  suivant  la  droite  OO'.  Toute  transversale  menee 
par  ce  point  ft  satisfera  k  la  question-,  c'est-a-dire  qu'elle 
ix;ncontrera  les  deux  faisceaux  en  deux  series  de  points  qui 
formeront  deux  divisions  homograpbiques  en  involution. 
En  eflet ,  cette  transversale  rencontre  la  di*oite  OO'  en  lui 
point  qui ,  considere  comme  appartenant  soit  a  la  premiere 
serie,  soit  a  la  seconde,  aura  toujours  pour  homologue  le 
meme  point  ft  Done,  etc. 

HI. 

275.  Quand  trois  couples  de  points  a,  a '5  b,  bV^  c,  c  ' 
sont  en  involution  y  siVonprend  les  points  «,  6  conjugiics 
liarmoniques  du  point  c  par  rapport  aux  deux  segments 
aa',  bb'  respectivement ;  puis  les  points  a,,  €,  conjugues 
harmoniques  des  deux  a,      respectivement ,  par  rapport 
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attx  deiix  segments  bb'  et  aa';  le  con j ague  harmonique 

du  point  c  par  rapport  aux  deux  «!,  Sj,  sera  le  point  c'. 

En  effet,  exprimond  que  les  deux  points  « ,  sont  con- 
jugues  harmoniques  par  rapport  aux  deux  b\  au  moyen 
de  Tequation  ou  entrcnt  deux  points  arbitraires  (74),  ot 
prenons  pour  ces  points  les  deux  c'  etc  ^  on  aura 

cb,cb'        ca,cai  cb  ' 

CO  ctant  Ic  conjugue  harmonique  du  point  c  par  rapport  aux 
deux  a,  oc^.  Or  cette  relation  harmonique  entre  les  deux 
couples     tt)  ct  a,  a,  s'exprime  par  Tequation 

rw         ca  ca, 

On  a  done 

c'b.t/b'      c'a.c'a,      c'^  /Va  r'a, 

 j  1  r=           I  I  - 

cb,cb        ca.ca,        c6  \ca 

Pareillement ,  la  relation  harmonique  des  deux  angles  6,  oi 
et  a,  a'  s'exprime  par  Tequation 

ca.cb         c6.c6,        ca\ce  c6,/ 

Retranchant  ces  deux  equations  membre  a  membre,  et 
observant  que  puisque  c' est  le  conjugue  harmonique  du 

point  c  par  rapport  aux  deux  «»,  61,  on  a  —  =  —  —  * 

tous  les  termes ,  moins  deux ,  disparaissent ,  et  il  reste 

</a.</a'  </b.c'b' 
ca,ca*         cb,cb^  ' 

ce  qui  est  unc  des  equations  dMnvolution  (184).  Done ,  etc. 

CoROLLAiRE.  —  Si  Ic  point  c  est  a  Tinfini ,  son  conjugue 
c'  coi'ncidera  avec  le  milieu  du  segment  ai  64,  et  sera  Iv 
point  central  de  Tinvolution  determineo  paries  deux  sei^- 
ments  aa\  bb* . 
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276.  Dans  ce  theor^me  cl  son  cbrollaire  les  deux  couples 
de  points  a'  elb^b'  peuvent  ^tre  imaginaires ,  puisque 
Ton  ne  considire ,  par  rapport  a  eux,  que  des  relations  har- 
moniques.  U  s'ensuit  que  les  deux  propositions  peuvent 
servir  a  construire  le  point  central  et  le  conjugue  d'un 
point  donne,  dans  une  involution  determin^e  par  deux 
couples  de  points  imaginaires.  Ces  questions  auront  une 
application  utile  dans  la  th^orie  des  coniques. 

IV. 

277.  tltant  donnes  deux  couples  de  points  a ,  a'  b,  b' 
siu'  une  m^me  droite,  et  etant  pris  le  point  c  conjugue 
harmonique  du  point  b  par  rapport  aux  deux  a,  a',  et  le 
point  c'  conjugue  harmonique  de  b'  par  rapport  aux  deux 
monies  a,  a';  les  trois  segments  aa',  bb'  et  cc'  sont  en  in-- 
volution. 

En  efiet,  on  a,  par  hypothese^ 

a<   a'c  ac    a' 

Et,  en  multipliant  membre  a  membre, 

ac.ac   a! ccd c' 

ah, ah'  VhTen'' 

Equation  qui  exprime  que  les  trois  segments  aa\  hV  et 
cc' sont  en  involution  (184).  c.  q.  f.  p. 

On  pent  encore  dire  que  :  Quand  trois  couples  de  points 
a,  a'^  b,  b'  e«  c,  c'  sont  en  involution ,  si  les  deux  points  b 
et  c  sont  conjugues  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a,  a',  les  deux  b'  et  c'  serontaussi  conjugues  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  m€mes  a ,  a'. 

V. 

278.  Quand  deux  couples  de  points  a,  a'  <?Ab,  b'  sont 

i3 
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en  rapport  harmonique,  si  Von  prend  sur  la  niSnie  droite 

un  point  arbitraire  n  et  ses  conjugues  harmoniques  c  et  & 

par  rapport  aux  deux  segments  aa'  et  bb',  respectivement, 

les  trois  couples  de  points  a ,  a'^  b,  b'  ef  c ,  c'  seront  en  in- 

volution. 

En  eifet,  les  deux  points  a,  a'  divisent  barmoniquemem 
chacun  des  deux  segments  bb'  et  cn^  par  cons^uent  r^s 
points  sont  les  points  doubles  de  I'lnvolution  d^terminee 
par  les  deux  segments  (205).  II  s'ensuit  que  les  trois  seg- 
ments aa',  bn  et  fe'c  sont  en  involution  (207) ,  et  que  I'on  a 

na,nu       nb\  nc 

Pareillement  les  trois  segments  aa\  b'  n  et  be  sont  en  in- 
volution ,  et  Ton  a 

b'a.b'a'  _b'b,h'c 
na.na'  nb.nc 

Divisant  ces  deux  equations  membre  a  membre,  on  a 

ba.ba*  be     b'c   be  nb 

b'a.b'a'      ~  ^  •  ^      "~  * 

Or  c'  ^tant  le  conjugue  harmonique  du  point  /*  par  rapport 
aux  deux  points  fe,  b\  on  a 

nb       ^  c'b 
i'h'' 

L' equation  deviciit  done 

ha.ba         be, be' 

Va  b'n'~^  b'cb'/^ 

re  qui  prouvc  que  les  trois  couples  a,  a'\  A,  b'  vtc^  c'sont 
on  involution. 

CoROLLAiRE.  —  Si  Ic  point  n  est  le  milieu  du  segment 
aa\  son  con  jugue  hannonique  c  sera  a  riniini^  et  par  con- 
sequent Ic  point  r'  sera  le  point  central  de  Tinvolution 
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determinee  par  lea  deux  segments  aa\  hb' ,  On  concluide 
la  que : 

Quand  deux  couples  de  points  a ,  a'  et  b,  b'  sont  en 
rapport  harmonique  ^ 

1^.  Le  point  conjugue  karmonique  du  milieu  du  seg- 
ment asL^  par  rapport  aux  deux  points  b,  b',  coincide  rn^ec 
le  conjugue  harmonique  du  milieu  du  segment  bb'  par 
rapport  aux  deux  points  a ,  a'-, 

2^.  Ce  point  est  le  point  central  de  Finvolution  deter- 
minee par  les  deux  couples  a,  a';  b,  b', 

C'est-a-dire  que,  ce  point  etant  represente  par  O,  on  a 

Oa  Oa'=iOb.Ob\ 

Autrement.  Les  deux  couples  de  points  a,  a'  et  i,  b' 
elant  en  rapport  harmonique,  on  a  la  relation 

ma. ma'      mb  mb'  mcmc' 

■=12  J  74. 


na.na  nb.nb' 

Or,  en  appelant  y  le  conjugue  harmonique  du  point  n  par 
rapport  aux  deux  points  c,  c',  on  a 

iiy.cc'=iinc.cy=  —  uncc*'/  (60). 

On  peut  done  ecrire 

ma,  ma*       ,       mb»mb'    ,  mcmc' 
na.na  no,  no'  nc.nc 

Oil 

ma. ma'  ,  mb.mb'         ,      mcmc'  , 

 j-cy.nc  H  1  rr  ycnc'  4  y  cc' .  ny  =z  o. 

na.na  nb.nb  nc.nc' 

Et  cette  Equation  proui^e  que  les  trois  couples  de  points 
a,  a';  fc,  b'  etc,  c'  sont  en  involution  (228).    c.  q.  f.  d. 

Autrement.  II  est  clair  que  le  theoreme  sera  vrai  pour 
toute  position  du  point  /* ,  s'il  Test  pour  une,  par  exemple, 
quand  le  point  n  est  a  Tinfini,  parce  qu'il  n'entre  dans  les 
relations  enlre  les  differents  points  que  des  rapports  anhar- 
moniques.  Or,  quand  le  point  n  est  a  Tinfiui .  les  points  c 

i3. 
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r^ax  a,^       ^^^^  segments  aa' ,  bb'-^  il 
gi sont  les  tai  jgg  ^p^jg  segments  aa\  bb'  et  aS 

fartnent""    f^jgoas  usage  des  formules  (221).  Soil  e  le 

Poor  ^6.  L'involution  aura  lieu  si  Ton  a 

milieu 

fia.oia'  sa  —   «a 

Or  1«  piemier  membre  est  ^al  a  —  i ,  puisque  les  deux 
segments  aa^,  bb'  sont  en  rapport  harmoniquc  (69),  et  le 
second  membre  est  aussi  ^gal  a  —  i ,  parce  que  e  est  le 
milieu  du  segment  a 6.  Done^  etc. 

CoROLLAiRE.  — Lcs  frois  demi-circonferences  decrites  sur 
les  segments  aa\  bb'  et  a6 ,  comme  diametres ,  passcnt  par 
un  m^me  point  (202)  5  et  les  droites  menees  de  ce  point 
aux  deux  a,  £  sont  a  angle  droit.  Or  ces  droites  sont  les 
rayons  des  deux  premieres  circonferences ;  on  en  conclut 
done  que  :  Quand  deux  ^segments  aa',  bb'  sont  en  rapport 
harmonif/ue,  les  circonferences  decrites  sur  ces  deux  seg- 
ments comme  diametres  se  coupent  a  angle  droit. 

Autrement,  Quand  le  point  n  change  de  position,  ce 
point  et  le  point  c  forment  deux  divisions  homographiques , 

puisque  Ton  a  toujours  ^  =  —        I^e  m^me  a  I'^gard  du 

point  n  et  du  point  c' ,  Done  les  deux  points  c  et  c'  forment 
deux  divisions  homographiques.  Quand  le  point  n  est  en  a, 
le  point  c  est  lui-m^me  en  a,  et  le  point  c'  en  a'.  Ainsi  a 
et  a*  sont  deux  points  homologues  des  deux  divisions  ho- 
mographiques formees  par  les  deux  points  c  et  c'.  II  en  est 
de  memc  des  deux  points  ^>  et  b' .  Mais  quand  le  point  n 
est  en  a'^  le  point  c  est  lui-m6me  en  a',  et  le  point  en  a. 
Done  le  point  a  ^  considere  comme  appartenant  a  la  pre- 
miere ou  a  la  seconde  division,  a,  dans  les  deux  cas,  pour 
homologue  lo  point  a' .  Ce  qui  prouve  que  les  deux  d\vi- 
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sions  soat  en  involution  (237).  Done  les  trois  couples  de 
points  a,  a'*^  bj  b'  ei     c'  sont  en  involution. 

c.  Q.  F.  D. 

279.  Trois  droites  issues  (Vun  menie  point  fonty  deux 
h  deux,  trois  angles :  si  Von  considkre  les  bissectrices  de 
ces  angles  et  celles  de  leurs  supplements,  les  trois  droites 
formeroni  une  involution  soil  ayec  les  bissectrices  dcs  trois 
supplements,  soit  auec  les  bissectrices  de  deux  angles  et 
la  bissectrice  du  supplement  du  troisieme  angle. 

En  efFei,  soient  A,  B,  C  les  trois  droites 5  A',  B',  G  les 
bissectrices  des  trois  angles  (B,C),  (C,A),  (A,B),  et 
A"^  B",  C"  les  bissectrices  des  supplements  de  ces  angles. 
On  a 

sin  (A%  C)  _  _       siD(BS  A)  sin{C,  B)  _  _ 

sin(A',B)""  sin{B',  C)-"     *'    sin(C',  A)^ 

sin(A^%C)  _  sin(B\  A)  _  sin(C%B)  _ 

sin(A",B)  sin(B",  C)  ~  sin(C'^  A)  "~ 

Et  par  consequent 

sin  ( A ,     ) .  sin  ( B,  C^^ ) , sin  ( C,  A" )  _ 

sin  ( A",  B) .sin (B",  C) . sin  ( C",  A)  "~     ' ' 

et 

sin(A,  BQ.sinfB,  C^^).sin(C,  A^)  _ 
sin(A',  B).sin(B%  C).sin(C",  A)         '  * 

equations  qui  prouvent  les  deux  involutions  en  ques- 
tion (243).  Done,  etc. 

280.  Quand  deux  dil^isions,  sur  deux  droites,  sont  ho^ 
mograpfuques  a  une  troisieme ,  elles  sont  homographiques 
entre  elles  (*). 

En  effet,  quatre  points  a",  i",  c",  d"  de  la  troisieme  di- 


(*)  Nous  pla^ons  ici,  en  terminant  noire  premiere  section,  cetto  propo- 
sition qui  a  ^V^  omisc  dans  Ic  chapitre  VI. 
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vision  ont  leu r  rapport  anharmonique  egal ,  d'une  part ,  a 
celui  dcs  quatre  points  corrcspondauts  a,  d  dela  pre- 
miere division,  et,  d'autre  part,  a  celui  des  quatre  points 
correspondants  a',  b'^  c\  d'  dans  la  seconde  division.  Done 
les  deux  series  de  quatre  points  a,  c,  ^  et  a',  b\  c' ^  d' 
ont  leurs  rapports  anliarmoniques  egaux.  Done  la  premiere 
et  la  seconde  division  sont  homographiques.      c.  q.  f.  p. 

II  suit  de  la  que,  si  plusieurs  divisions  sont  homogra- 
phiques  deux  a  deux,  prises  consecutivement,  deux  quel- 
conques  sont  homographiques  entre  elles. 

II  est  evident  que  ce  que  nous  disons  des  divisions  ho- 
mographiques  doit  s*entcndre  aussi  dcs  faisceaux  homogra- 
pliiques. 

Ces  propositions  auront  de  nombreuses  applications^ 
notamment  dans  le  chapilre  XV,  ou  nous  r^soudrons  par 
une  ni6me  construction  un  grand  noinbre  de  questions 
tres-di  versos. 


DEUXifiME  SECTION. 

PR0PRI^:TES  DES   FIGURES  RECTILIGNES.  —  APPLICATION 
DES  THEORIES  PREClilDENTES. 


CHAPITRE  XIV. 

PROBLEME  DE  LA  SECTION  D^TEaMI^^R. 


L 

281 .  Le  probleme  de  la  section  determmee ,  ainsi  appelc 
par  ApoUonius ,  est  le  suivaul : 

£tant  donnes  quatre  points  en  ligne  droitCj  on  de- 
mande  de  determiner  sur  cette  droite  un  cinquieme  point 
tel,  que  le  produit  de  ses  distances  a  deux  des  quatre 
points  donnes,  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux 
autres,  dans  une  raison  donnee. 

Soient  a^  a'^b  et  ft'  les  quatre  points  donnes,  i  la  rai- 
son J  il  s'agit  de  determiner  un  point  m  tel ,  que  Ton  ait 

am.a' m  ^ 

bm.b'm 

Cette  question  en  comporte  trois  autres  comme  cas  parti> 
culiers;  car  on  peut  supposer  que  Tun  des  quatre  points  soit 
a  Tinfini,  ou  que  deux  poiuts  conjugu^s  a,  a',  ou  ft,  A', 
coincident  en  un  seul.  Les  trois  cas  qui  r^sultent  de  ces  hy- 
potheses s'expriment  par  les  equations 

am .  am'  ^ 


«.  »  •» .         ■       am,  am        ,  .  . 

'  *)  Pour  consiar.rer  I  eqiialion  —  =  >  commo  un  cas  pnrtuuihcr  <lo 
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— i 
am 

am  ^ 

bm 

Ce  probleme  de  la  section  determinee  faisait  partie  des 
matieres  que  les  Anciens  comprenaient  sous  le  litre  HA- 
naljse  geometrique,  Apollonius  Favait  traite  dans  an  ou- 
vrage  cn  deux  livres,  qui  contenait  quatre-vingt-trois  pro- 
positions. Get  ouvrage  ne  nous  est  pas  parvenu  j  toutefois 
deslcmmes  qui  s'y  rapportent,  inseres  par  Pappus  dans  le 
septieme  livre  de  ses  Collections  mathematiques,  ont  per- 
mis  a  plusieurs  gdometres,  dans  les  deux  derniers  si&cles, 
de  le  retablir  dans  le  style  ancien.  Si  tons  ne  Font  pas  fait 
avec  la  prolixite  d' Apollonius  et  de  R.  Simson  qui  passe 
pour  avoir  bien  retabli  la  marclie  et  la  methode  de  Tauteur 
grec ,  tons  cependant  ne  Tout  r^solu  qu'a  Taide  de  diverses 
propositions  qui  font  dependre  la  question  generate  de  ses 
cas  partieuliers.  Et  c'est  encore  ainsi  qu'a  proc^e,  dans 
ces  derniers  temps,  J.  Leslie,  dans  son  Analyse  geomc- 
trique.  De  sorte  qu'il  n'existe  pas ,  en  g^om^trie ,  de  solu- 
tion immediate  de  la  question.  Je  dis  en  geometric,  car, 
par  la  voie  analytique,  en  rapportant  tous  les  points  a  une 
origine  commune ,  on  a  sur-le-champ  une  equation  du  se- 
cond degre  dout  les  racines  resolvent  la  question  d*une 
maniire  generate. 

celle  rolalire  a  quatre  points ,  =■  ^  f       pt)ut,  dans  cello-ci ,  rem- 

placcr  la  raison  /  par  Ic  rapport  de  deux  sogments  tels  que  hk^  b'  k'^  k  cl 
k'  clant  deux  points  pris  sur  la  ni6ine  droite  quo  les  quatro  a,  a%  h^b'^ 
n\0TB  Tcqualion  est 

am.a'm  _   bk  am.a' ni   A'm 

b^b'Hi"^  Vk''    °"       bm  "  ~      •  ' 

91  si  Ton  suppose  lo  point  b'  a  rinfini,  cUe  dcvicnt 
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Conime  la  plupart  des  problimes  de  g^om^trie  qui  ad- 
mettent  deux  solutions ,  celui-ci  a  des  cas  d'impossibilite ; 
ce  qui  conduit  a  une  question  de  limite  ou  de  maximum, 

savoir,  de  trouuer  le  point  m  qui  rend  le  rapport  ^'^f^' 

maximum  ou  minimum.  Cette  question  n'a  pas  echappe  a 
ApoUonius ,  qui  excellait  dans  ce  genre  de  problimes  ardus, 
et  Fermat  Pa  prise,  a  raison  de  sa  difficult^,  comme 
exemple  de  sa  methode  de  maximis  et  minimis, 

Les  th^ries  precedentes  procurent  deux  solutions  inune- 
diates  et  e^ctr^mement  simples  de  cc  probl^me  de  la  section 
determinee  ]  Tune  derive  de  Tinvolution ,  et  Tautre  de  la 
division  homograpbique. 

La  premiere  s'applique  m&me  au  cas  ou  Tun  des  deux 
couples  de  points  conjugu^s  a,  a'  et  b\  ou  tous  les  deux, 
seraient  imaginaires. 

II.  Premiere  solution. 
2S2.  L'equation  a  laquelle  il  faut  satisfaire , 


donnelieu,  ^videmment,  a  deux  points  m,  w'.  La  tbeorie 
de  I'involution  Vindique  aussi ,  car  un  premier  point  m 
etant  determine,  le  point  m',  qui ,  avec  celui-la  et  les  deux 
couples  a,  a'  et  A,  b\  forme  une  involution ,  satisfera  aussi 
aux  conditions  du  problime,  puisqu'on  aura 


-184), 


hm,b' m      bm' ,  b' m* 
am* .  a* 


et,  par  consequent,         ^, ^,  =  A. 

D'apres  cela ,  soit  le  milieu  des  deux  points  cherches 
m,  m\  et  «,  S  ceux  des  deux  segments  art',  hb'\  on  aura 
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Done 


Cctte  relation  fait  connaitre  le  point  nxilieu  /ix;  et  la  deter- 
mination des  deux  points  m ,  m'  est  une  question  de  la  tbeo- 
rie  de  Tinvolution ,  que  nous  avons  r^olue  de  bien  des  ma- 
ni^res  (232).  Nous  en  dirons  pen  de  chose  ici. 

Construction.  —  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on 
fera  passer  deux  circonftrences  de  cercles  ayant  pour  cordes 
respectives  les  deux  segments  aa\  bb'\  et  par  le  m^me 
point  g  et  le  second  point  d'interseclion  des  deux  circon- 
ferences ,  on  en  fera  passer  une  troisi^me  ayant  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  a  la  droite  aa' ^  ^levfe  par  le  point 
fjt.  Cette  circonference  determinera  sur  la  droite  aa'  les 
deux  points  cberches  m,  m' , 

Autremv.nt,  On  cberchera  le  point  O  determine  par  Fe- 
quation 

Oa,Oa'  =:0b.0b\ 
puis  le  point  ^'  determine  par 

et  Ton  aura 

jl^i  =  pp'.         (235,  2«.). 

Cas  de  trois  points  a^a\  b, — U  faut  determiner  un 
point  m  tel,  que  I'on  ait 

am  ,a' m  ^ 

hm 

Deux  points  m ,  satisferont  a  la  question.  Ces  deux 
points  formeront  une  involution  avec  les  deux  a ,  a'  et  le 
point  b  consid^re  comme  point  central.  Car  on  aura 

nm.a'm      am' ,  a' m'  am,a'm  bm 

bm  b' m'  a$n',n'm'      h' m' ^ 


equation  d'involution  (*189). 
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U  s'ensuit  que  le  milieu  //  des  deux  poinU  cbercbes  m , 
se  determine  immediacement  par  rexpressioii  a  |yt  =  j  A  (216, 
equal.  4)* 

CoNSTRXJCTlOK  DES  DEUX  POIKTS  W,  m\          Ou  dccrit  UUC 

circonference  de  eercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  a ,  a',  et  Ton  m^ne  par  le  point  b  une  corde  qui  la 
rencontre  en  deux  points  g:,  gr'.  Par  ees  deux  points,  on 
fait  passer  une  circonference  qui  ait  son  centre  sur  la  per- 
pendiculairc  a  la  droite  aa\  elev^e  par  le  point  fi ;  cette  cir- 
conference determine  les  deux  points  cherches  m^m! , 

Autrement,  On  construit  le  point  \i!  par  la  relation 
ha.ha^ ■=.  h]j?,h\).' ^  et  Ton  a 

lim=niL',nb  (253,2°.). 

III.  Seconde  solution. 

283.  Ecrivons  Tequation  ^^^/^  =  ^  ^i^^si  : 

am  .  b' m 
bm        '  a*  m 

Sous  cette  forme,  ou  reconnait  que  les  points  cherches 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  liomographiques 
exprimees  par  F equation 

am  ^  b' m' 

bm        '  a' m'  * 

a  et  i  sont  deux  points  de  la  premiere  division  et  b\  a' 
leurs  homologues  respectifs  dans  la  seconde  (115). 

Nous  ddterminerons  les  deux  points  doubles  par  la  con- 
struction (154),  ou  Ton  se  sert  des  points  a  Tinfini. 

Supposani  m'  a  Tinfini ,  on  a  ^  =      qX  supposant  m  a 

a  y 

Tinfini^  ^rrp  =     Soit  a  lo  milieu  des  deux  points  I,  J'^ 
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on  determine  le  point  (jl'  par  T^uation 
et  Ton  a  (154)  __ 

a/71  ,a'  in  « 

Cas  de  Taois  POINTS  a^a^b.  —  L  equation  — —  =  A 

s'^crit 

am  ^  I 

bm       '  a' ni 

et  moutre  que  les  points  cherches  seront  les  ^ints  doubles 
de  deux  divisions  homographiques  exprimees  par  Tequation 

am  ^  I 

hm       '  a'm' ' 

dans  lesquelles  les  deux  points  a  eih  dc  la  premiere  divi- 
sion ont  pour  conjugu^s,  dans  la  seconde,  Tinfini  et  le 
point  a' (119). 

D'apr^s  cela ,  le  point  I  est  en  a ,  et  le  point  J'  se  deter- 
mine par  r^quation  a'V  =  X.  On  prend  le  milieu  \l  du  s^- 
ment  dl'-^  puis  on  determine  le  point  \t!  par  Tequation 

Y—  —  A  •  -7— ;» 
by.  f* 

I 

et  les  points  cherch^f  par  I'expression 

284.  Quand  les  deux  points  a,  a'  se  confondent,  les 
deux  solutions  relatives  soit  au  cas  de  quatre  points ,  soit  a 
celui  de  trois  points,  s*appliquent  d'elles-m^mes. 

(*)  11  (aut  observer  que  dans  ccUc  liquation  \t!  n^a  pas  la  mdmc  signifi- 
cation quo  dans  Tcquation  /uim  =  /a/ia'.  /aO  '  282  ). 
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lY  Conditions  d'irofH>ssibiIile.  —  Limites  de 

285.  Cas  de  QiJATRE  POINTS  a,  a',  i'.  —  Quand  les 
deux  segments  aa',  bb'  emp\kienl  Tunsur  I'autre,  les  deux 
points  m^m'  sont  toujours  r^els  (232).  Mais  lorsque  les 
deux  segments  presentent  une  autre  disposition ,  ces  deux 
points  peuvent  ^tre  imaginaires ;  ce  qui  a  lieu  si  leur  point 
milieu  fx  se  trouve  entre  les  deux  points  e^f  qui  divi- 
sent  harmoniquement  chacun  des  deux  segments  aa'  et 
bb'  (233).  C^est  la  la  seule  condition  d'impossibilit^  de  la 
question.  Voyons  ce  qu'il  en  resulte,  relativement  au  signe 
et  a  la  valeur  numerique  du  rapport  A.  Mous  consid^re- 
rons  successivement  les  deux  cas  que  peut  presenter  la  po- 
sition relative  des  deux  segments  aa' ^  bb\ 

i^,  Uu^fdes  segments  est  enti^rement  situe  sur  I'autre. 
Alors  leu rs  points  milieux  a,  S  sont  au  dela  du  segment 
e/(57),  et  tous  deux  du  meme  c6te,  a  droite  ou  a  gauche.  Or 
le  point  [jLj  par  hypotli^se,  est  situe  sur le  segment  lui-m6me ; 

il  en  resulte  que  le  rapport  ^  ^gal  ^  X ,  est  positif ,  et  que 
sa  valeur  numerique  est  comprise  entre  celles  des  deux 
rapports  —  ^       Telles  sont  les  deux  conditions  d'impossi- 

bilite  du  problemc. 

Si  est  ^al  a  l  un  des  deux  rapports,  les  deux  points  m 
et  to'  se  confondent  en  Fun  des  points  et  les  deux 

solutions  se  r^duisent  a  une  seule. 

2^.  Les  deux  segments  sont  situes  Tun  au  dehors  de 
Tautre.  Alors  leurs  milieux  a,  S,  qui  se  trouvent  toujours 
an  dela  du  segment  e/*,  sont  de  c6t^s  difTerents  :  et,  puisque 
le  point      par  hypothese,  se  trouve  sur  le  segment  lui- 

meme ,  il  en  resulte  que  le  rapport  ^  est  negatif ,  et  que 
sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  celles  des  deux  rap- 
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ports  ~^  s^^'  1^       deux  conditions  dHmpossi- 

bilite. 

Quand  A  est  egal  k  Tun  des  deux  rapports ,  les  deux  so- 
lutions sont  r^elles ,  mais  se  r^duisent  a  une  seule,  comme 
precedemment. 

II  r^sulte  de  cette  discussion ,  que  Ton  peut  exprimer 
d*une  maniere  generate  les  deux  conditions  d'impossibilite 
du  probl^me,  savoir,      que  le  coefficient  X  ^it  de  meme 

signe  que  les  deux  rapports  ~^ '  ^       2**  que  sa  valeur  nu- 

merique  soit  comprise  entre  celles  de  ces  deux  rapports. 

Nous  avons  vu  (212)  que  les  expressions  des  deux  rap- 

eoL  fa 


286.  Cas  de  TROis  POINTS  a,  a',  t.  —  Quand  le  point  b 
est  situe  sur  le  segment  aa\  les  deux  points  cherches  ot, 
m'  sont  toujours  reels.  Quand  le  point  b  est  situe  au  dehors 
de  ce  segment,  les  deux  points  qui  le  divisent  harmo- 
niquement  et  ont  pour  milieu  le  point  sont  r^els,  et  il 
faut ,  pour  que  les  deux  points  cherches  m ,  m'  soient  reels, 
que  leur  point  milieu  /x  soit  au  dehors  du  segment  ef.  De 
sorte  que  la  question  sera  impossible ,  si  le  point  /ut,  deter- 
mine par  ajUL  =  :j  X ,  tombe  entre  les  deux  points  e ,  J\ 

On  exprime  cette  condition  en  disant  que  le  segment 
est  compris  entre  les  deux  ofe,  af.  II  est  clair  qu'alors  les 
trois  segments  sont  de  meme  signe.  Ainsi  I'on  peut  dire 
que :  la  question  est  impossible  quand ,  X  etant  de  m^me 
signe  que  les  segments  ae,  af^  sa  valeur  absolue  est  com- 
prise entre  celles  de  ces  deux  segments.  Les  expressions  de 
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ces  denx  segments  sont 

V.  Observation  relative  aux  signes  des  segments  et  du  rapport  X. 
—  Procede  des  anciens  geometres.  —  Question  de  maximum  ou 
minimum. 

287.  Nous  n'avous  fait  aucune  hypolhese  sur  le  signe 
de  la  const  ante  A ,  qui  peut  etre  positive  ou  negative  :  la 

position  du  point  ju  determine  par  la  relation  ^  =  X ,  ou 

jiza  =  j  A,  depend  de  ce  signe  ^  par  consequent  les  deux  solu- 
tions qui  conviennent  a  un  signe  sont  diflerentes  des  deux 
qui  conviennent  au  signe  contraire.  De  sorle  que  si  le  signe 
de  1  nest  pas  determine  dans  Tenonce  de  la  question ,  celle- 
ci  admettra  quatre  solutions. 

Quant  aux  signes  des  segments  :  dans  Ic  cas  de  quatre 

points,  ou  Ton  a  lequation  =  X,  le  sens  dans  le- 

quel  on  comptera  les  segments  positifs  est  indifferent, 
memc  quand  deux  points  /i,  a'  ou  b'  coincident  en  un 
seul. 

Mais  pour  Je  cas  de  trois  points ,  cxprime  par  Tequation 
'^"^im^  =  i  5  il  n'en  est  pas  de  m^nie :  on  doit  indiquer  dans 

quel  sons  se  comptcront  les  segments  positifs;  et  si  ensuite 
on  veut  les  compter  dansle  sens  contraire,  on  aura  deux 
nouvclles  solutions.  De  sorte  que  si  Tenonce  de  la  question 
laisse  ce  sens  indetermin^,  on  doit  consid^rer  qu'il  y  a 
quatre  solutions.  Toutefois  ces  quatre  solutions  sont  les 
m^mes  que  les  quatre  dnes  a  Tind^termination  du  signe 
de  la  constante.  Car,  si  un  point  m  satisfait  a  T^quation 

=  ^9  dans  rhypolh^se  que  les  segments  positifs  sont 
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comptes  a  droite  et  que  la  constante  est  positive,  ce  point 
con viendra  encore,  si  Ton  compte  les  segments positifs  vers 
la  gauche ,  et  qu*on  suppose  la  constante  negative. 

Ainsi,  dans  les  deux  cas,  de  quatre  ou  de  trois  points, 
la  question  admet  gen^ralcment  quatre  solutions ,  quand  on 
ne  donne  de  signes  ni  a  la  direction  des  segments,  ni  a  la 
constante. 

Les  Anciens  regardaient  la  constante  toujours  comme  po- 
sitive, et  ne  donnaicnt  pas  de  signes  aux  segments;  ce- 
pendant  ils  ne  trouvaient ,  g^n^ralement,  qu'une  solution. 
D  apres  ce  que  nous  venons  de  dire ,  ils  auraient  du  en  trou- 
ver  deux  dans  le  cas  de  quatre  points ,  ct  quatre  dans  le  cas 
de  trois  points. 

II  y  a  14  un  fait  mathematique  qui  merite  d^&tre  remar- 
qu^  et  que  Ton  en  recherche  la  cause.  C'est  que  les  An- 
ciens, qui  probablement  s'^taicnt  aperfus  de  la  multipli- 
cite  des  solutions,  et  qui  cependant  ne  pouvaient  pas  les 
comprendre  sous  un  principe  unique ,  parce  que  la  notion 
des  signes  pour  exprimer  la  direction  des  segments  leur 
manquait,  introduisaient  dans  les  donn^es  de  la  question 
une  condition  qui  suppl^ait  a  Fusage  des  signes.  Ils  desi- 
gnaient,  comme  condition  du  probl^me,  la  region  dans  la- 
quelle  devait  se  trouver  le  point  cherche.  On  pent  s' assurer 
que  cette  condition  conduisait ,  pour  une  m^me  valeur  nu- 
merique  de  la  constante,  aux  quatre  solutions  r^pondant 
aux  signes  -f-  el  — .  Mais  cet  examen ,  qui  est  necessaire 
pour  se  bien  rendre  compte  de  ce  qu'^tait  la  geometric  des 
Grecs ,  et  des  difficultes  auxquelles  donnait  lieu  la  non- 
admission  des  quantit^s  negatives ,  serait  ici  superfiu. 

288.  Question  de  maximum  ou  minimum. — L'indica- 
lion  de  la  region  dans  laquelle  «loit  se  trouver  le  point 
cherche  m ,  donne  lieu  k  une  question  de  maximum  ou  mi- 
nimum. 

En  effet ,  prenoiis  le  cas  de  quatre  points  exprime  par 
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,       .      rna .  ma'      ^  -  1 1  §  . 

1  equation  =  A,  el  supposons  que  le  segment  00  soit 

compris  entiirement  sur  aa',  et  qu'on  demande  que  le 
point  cherche  m  soit  silue  a  droite  du  segment  aa'  (fig*  3^ ). 
Le  point  fx  sera,  ou  a  gauche  du  point  a ,  ou  a  droite  du 

point  f.  Or  si  le  point  a  est  a  gauche  de  a ,  le  rapport  ^ 

e^al  a  X  est  toujours  i ,  et  augmente  quand  ^  s'^loigne , 
jusqu'a  devenir  ^gal  a  I'unit^  quand  [jl  est  a  Tiufini.  Puis  si 
Ton  suppose  que    revienne  de  Finfini  a  droite  du  pointy, 

le  rapport     augmente  au  fur  et  a  mesure  que  [x  s'approche 

du  point  6 ;  mais  ^  ne  peut  pas  franchir  le  point  parce 
que,  ea  deca  dey* sur  le  segment  ef^  il  donnerait  des  points 
171,  Til'  imaginaires^  Done  la  plus  grande  valeur  qu  on  puisse 

donner  au  rapport  ^  f*^^  coi'ncider 

avec/,  et  cette  valeur  est 

foL   aa' 

Alors  le  point  cherche  m  est  situe  lui-m^me  en  f» 
Mais  si  Ton  veut  que  le  point  m  soit  sur  le  segment  bb\ 

le  point  fx  sera  k  droite  de  S ,  et  le  rapport  ^  sera  minimum 

quand  fi  coincidera  avec  e ,  auquel  cas  le  point  cherche  m 
se  *trouvera  lui-m^me  en  e ,  et  le  rapport  X  aura  pour  va- 
leur : 


~  [yjab'.  a'b  —  ^ab.a'b'Y 

Supposons  maintenant  que  le  segment  bV  soit  situe  au 
dela  de  aa!  ( fig.  33) ,  et  qu'on  demande  que  le  point  m  soit 
sur  Tun  des  deux  segments ,  sur  bb'  par  exemple.  Alors  le 

point  fr.  sera  a  gauche  de  S.  Le  rapport  ^  diminue,  abs- 

^  -4 
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traction  faite  de  son  signe  — ,  quand  fA  s'eloigne  de  6.  Or 
ne  peut  pas  franchir  le  point y^,  parce  que  le  point  cher- 
che  m  deviendrait  imaginaire;  done  la  plus  grande  valeor 
qu'oii  puisse  donner  au  rapport  X  est  celle  qui  fait  coYn- 
cider  le  point  a  en  J'.  Cette  valeur  maximum  est 

 5 

/a 


/g  ~  [  sab' .  a'b  —  slab .  a'b'y 

Si  Von  demande  que  le  point  m  soit  au  dehors  des  deux 
segments  aa' ^  bh\  le  point  p  sera  lui-meme  au  dehors  du 
segment  etc,  et  Ic  rapport  X  pourra  avoir  une  valeur  quel- 
conque.  De  sorte  qu'il  n*y  a  pas  alors  de  question  de 
maximum. 

289.  x\insi  le  probleme  de  la  section  determinee  donne 
lieu  a  trois  cas  de  maximum  ou  minimum,  quand  on  in- 
diquc  dans  queUe  region,  par  rapport  aux  deux  segments 
aa'  et  hb' ^  doit  se  trouver  le  point  cherche. 

Ces  questions  d'impossibilit^  et  de  limite  nc  nous  ont  ol- 
fert  aucune  difficulte,  parce  que  nous  y  avons  introduit  la 
notion  du  point  u,  milieu  des  deux  points  cherches  w,  /»', 

et  celle  de  IVxpression  ^  egale  au  rapport  X ,  qui  sert  a 

determiner  immediatement  le  point  [i. 

Mais  5  a  defaut  de  ce  moyen  de  solution ,  c'est  en  raison- 

1^  •        1  1-     ^  am.a*m 

nant  direciement  sur  1  expression  plus  compliquee 

de  la  constante  /,  qu'on  a  du  chercher,  dans  chaque  cas, 
la  position  du  point  m,  ses  limites,  et  les  valeurs  maxi- 
mum ou  minimum  de  X.  Ces  questions  difficiles  ont  ete 
fort  bieii  resolues  par  Apollonius,  qui  a  non-seulement 
determine  les  points  liraitcs  o  ^  j\  mais  est  parvenu  aax 

expressions  des  rapports^?  ^-^-^  telles  que  nous  les  avons 
donnees. 
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La  recherche  de  ces  expressions  offrait  surtout  de  grandcs 
difficultes  qui  ont  exige  toutes  les  ressources  du  g^om^tre. 
Car  Apollonius  ne  connaissant  pas  les  differentes  relations 
analytiques  de  rinvolulion  dont  nous  avons  fait  usage,  c'est 
au  moyen  de  figures,  et  par  des  considerations  de  pure  g^o- 
metrie,  differentes  dans  les  trois  cas,  qu'il  est  parvenu  a  la 
determination  des  valeurs  en  question  (*).  Ce  sont  ses 
propres  solutions,  conservees  par  Pappus,  que  les  geo- 
metres  modernes  ont  reproduites. 

On  pent  voir,  par  ce  que  nous  venous  de  dire,  que  ce 
probl^me  de  la  section  determinee  etait,  dans  la  geometric 
ancienne,  et  est  reste  jusqu'ici  une  question  fort  compli- 
quee,  resolue  longuement  et  peniblement.  Ilfaut  se  livrer 
a  une  etude  approfondie  des  lemmes  de  Pappus  qui  s'y 
rapportent  et  de  Touvragede  R.  Simson,  pour  bien  con- 
naitre  et  appr^cier  ses  difficultes  ct  la  marche  suivie  par 
ApoUonius  dans  les  83  propositions  dont  son  ouvrage  se 
composait. 

(*)  Les  trois  questions  de  maximam  on  rai>iimum,  dans  Tordrc  dans 
lequel  nous  Jes  avons  traitees,  font  le  sujet  des  propositions  G^,  61  et  6) 
da  septieme  livre  do  Pappus,  et  G5,  69,  62  de  K.  Simson. 

Dans  Jes  deux  premiers  cas,  les  valeurs  maximum  ou  minimum  du  rap- 
port il,  trouvees  par  Apollonius ,  sont  celles  que  nous  avons  donnees ;  el 
c'cst  par  des  proprieles  du  ccrcle,  differentes  dans  lea  deux  cas,  que  Pauteur 
yest  parvenu.  Mais  dans  le  troisieme  cas ,  qui  forme  le  second  du  gco- 
niMre  grec,  sa  meihodc  est  encore  differente;  il  y  emploie  une  figure  com- 
posee  de  triangles  et  assez  compliquee,  et  Texprcssion  du  rapport  maxi- 
mum difTfere  des  premieres;  elle  est 

{)lah'.a!b-^^j:ib'.a'T')' 

♦  bb' 

On  verifie  -sans  difficuUe  que  cette  expression  est  identique  a  la  n6tre ,  eu 
vertu  de  la  relation  aa' .  bb' =  ab . a' b' — ab'.a'b  entre  les  quatre  points 

J.  Leslie  ,  qui  a  consacr^  buit  propositions  h  ce  probl^nie ,  n^a  traite  qu''un 
des  trois  cas  de  limites  ou  d'impossibiiite  (celui  qui  fait  le  sujet  de  la  pro- 
position 61  dc  Pappus  et  69  de  Simson  )  sans  laissor  cntrcvoir  au  Iccteur  les 
autres  cas.  (Voir  Geometrical  Analysis.  Edinburgh,  1821,  in-.S**,  p.  69-83.) 

.4. 
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CHAPITRE  XV. 


QUESTIONS  DONT  LA  SOLUTION  SE  RAMENE  A  LA  CONSTRUCTION 
DES  POINTS  DOUBLES  DE  DEUX  DIVISIONS  HOMOGRAPH IQCES 
SUH  UNE  IfiME  DROITE. 


§  1.  —  Expose  de  la  melhofie, 

!290.  II  existe  un  grand  nombre  de  questions  qu'on  peul 
ramener  a  la  construction  des  points  doubles  de  deux  divi- 
sions homographiques  :  de  sorte  que  ces  questions ,  qui ,  en 
analyse,  dependent  dV'quations  du  second  degre  ou  d^equa- 
tions  de  degre  superieur  qui  se  raminent  au  second ,  se  re- 
solvent toutes  par  une  construction  uniforme ,  quoiqu'elles 
puissent  ii'avoir  en  apparence  aucun  lien  de  similitude^ 
et  cette  construction  est  touj ours  tres-simple,  mfemedans 
le  cas  ou,  par  les  methodes  ordinaires,  on  eprouverait  des 
difficult^  r^elles,  surtout  a  raison  de  la  multiplicity  des 
racines  qu'on  ne  pourrait  eviter  dans  la  mise  en  equation 
du  probleme. 

Les  deux  divisions  homographiques ,  dans  chaque  ques- 
tion, sont  d^teriniD^es  par  trois  couples  de  points  corres- 
pondants.  Les  deux  points  de  chaque  couple  sont  donnas 
par  une  sorte  de  construction  rTessai,  qui  n'est  la  bonne 
que  quand  les  deux  points  qu'elle  determine  se  trouvent 
coincidents.  Cette  methode  a  de  Tanalogie  avec  les  regies 
de  fausse  position  en  acithm^tique,  et  cette  analogic  est 
r^lle ;  car,  quoique  fondee  sur  une  construction  g^me- 
trique,  la  methode  s^applique  a  la  resolution  d*un  sys- 
time  d'equations  du  second  ou  du  premier  degre ;  et ,  pour 
eelles-ci,  ia  construction,  traduite  en  analyse,  donne  les 
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memes  expressions  des  raciiies ,  que  les  r^les  de fausse  posi- 
tion que  I'ou  connait  (*}. 

A  raison  de  la'  diversite  et  de  Tetendue  de  ses  applica- 
tions, eette  melhode  peut  meriier  ici  une  attention  particu* 
liere;  car  ce  qui  manque  en  geomelrie,  ce  sont  des  me- 
thodes  generates  et  uniformes,  propres,  chacune,  a  un 
grand  nombre  de  quf  stions ,  conimc  il  en  existe  en  analyse. 

La  methodc  dont  il  s'agit  satisfait  completcment  a  cette 
condition. 

Au  nombre  des  questions  auxquelles  elle  s'appHquo ,  se 
trouvcnt,  parmi  les  plus  faciles,  relies  qui  ont  fait  le  sujet 
des  irois  ouvragcs  d'Apollonius,  intitules  :  de  la  Section  de 
raison,  de  la  Section  de  VespncCy  et  de  la  Section  detrr^ 
minee,  Chacune  de  ces  questions  exigeait  un  grand  nombre 
de  propositions.  Pappus  rapporte  qu'il  s'en  trouvait  dans 
lelivre  de  la  Section  de  raison  i8i;  dans  celui  dc  fa  Sec 
lion  de  Vespace  124,  et  dans  celui  dc  la  Section  deUmii^ 
nee  83.  Cost  que  la  solution  ne  se  faisait  jamais  directe- 
meni  pour  le  cas  le  plus  general  dc  la  question ;  on  procedait 
par  cas  particuliers^  en  s'elevant  des  plus  simples  a  de  plus 
composes;  la  solution  de  chaque  cas  reposait  toujours  sur 
la  solution  des  cas  pr^c^dents.  Outre  cela,  chaque  probleme 
donnait  lieu  a  autant  de  questions  difierentes  qu'il  y  avait 
de  vari^tes  dans  les  positions  relatives  des  diverses  parties 
dc  la  figure.  Dans  les  deux  si^cles  derniers ,  ou  ces  pro- 
blames  ont  occiTpe  d'eminents  geometrcs  dont  plusieui^  ont 
cherche  a  retablir  les  Irois  buvrages  d'Apollonius^  c'est 
cette  marchc  longue  et  penible  qu'ils  ont  encore  suivie; 
el,  bien  qu'ils  aient  cherche  a  renfermer  la  solution  de  cha- 
cun  de  ces  problimes  dans  le  plus  petit  nombre  possible  de 
propositions,  il  en  a  toujours  fallu  plusieurs  pour  s'elever 


( ')  On  sail  que  celle  mclbode  des /ausses  posilions  est  fort  arici  ii.ii<  .  Elle 
nous  est  venue  des  Arobcs,  qui  la  teriaient  des  Indiens. 

'4* 
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des  cas  parliculiers  h  la  qucslion  gen^rale.  Ainsi ,  J.  Leslie, 
dans  son  Analyse  geometriqite,  consacre  a  la  Section  de  rai- 
son  quatrc  propositions  (prop.  i-4  du  s<!cond  livre)^  i  la 
Section  de  IVspace  six  (prop.  5-io)^  ct  a  la  Section  determi- 
nee  huit  (prop.  11-18)*,  ce  qui  fait  dix^buit  propositions, 
tandis  que  par  notre  methode  une  solution  unique  suffit 
pouft  Ics  trois  questions  consider^s  dans  leur  enonce  le 
plus  general. 

La  secondc  solution  que  nous  avons  donnee  du  probl^c 
de  la  Section  deternunee  (^3),  est  fondle  sur  cette  me- 
tbode,  ct  pourrait  suffire  pour  en  montrer  Ics  usages.  Mais 
nous,  allons  en  presenter  diverses  ^utres  applications,  cn 
cboisissant  principalement  les  questions  qui ,  sous  des  enon- 
ces  generaux,  comportent  un  grand  nombre  dc  corollaires 
ct  de  questions  particulieres. 

§  IL  —  Questions  on  I'on  considers  deux  dix^isions  homo- 
gruphif/ues  sur  deux  droites. — Prohlhues  de  la  Section 
de  raison  et  de  la  Section  de  Vcspnce, 

SOI.  Deux  divisions  homographiques  sur  deux  droites  donnent 
lieu  a  deux  genres  de  questions  differentcs  :  dans  les  unes  on  sc 
proposera  de  determinef  deux  points  homologues-satisfaisant  a 
certaines  conditions ;  et  dans  Ics  autres ,  de  determiner  deux  seg- 
ments homologues  satisfaisant  aussi  i\  des  conditions  donnees. 

Ces  questions  peuvent  se  presenter  sous  des  formes  tres-di- 
verses;  nous  n^en  donnerons  ici  que  quelques  temples »  le  mode 
de  solution  etant  ton  jours  le  mctne. 

L 

tt9tt.  Etant  donnees  sur  cleux  droites  AL,  BL'  denx  diptsions 
homographiques y  on  demande  dc  mcnery  par  deux  points  donnes 
P,  P',  des  droites  aboutissant  a  deux  points  homologues  a ,  a'  dvJt 
deux  divisions f  ct  faisant  entrc  dies  un  angle  de  grandeur  donnee. 

On  prendra  arbitrairemenl  le  point  a  (fig.  34)  sur  la  premiere 
clroite  AL^  el  Ton  determincra  sur  la  scconde  BL'  le  point  homo- 
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logue  a!  cle  la  scconde  division ;  puis  on  m^nera  la  droite  P'<i',  et , 
par  le  point  P,  une  droite  faisant  avec  V  a!  un  angle  egal  a  Tangle 
donne;  celle  droite  rencontrera  AL  en  un  point  a'.  I^es  deux 
points  a  et  a'  formeronl  deux  divisions  homographiques.  En  effet, 
les  deux  rayons  P'  a!  et  P  a',  qui  font  entre  eux  un  angle  de  gran- 
deur constante,  forment  deux  faisceaux  homographiques  ( l4jS} , 
et  par  consequent  leurs  traces  a!  et  a'  sur  les  deux  droites  BL'  et 
AL,  respectivement,  Torment  deux  divisions  homographiques; 
mais  a'  et  a  fornient  aussi  deux  divisions  homographiques  par 
hypothese ;  done  les  deux  points  a  et  a'  forraent  deux  divisions 
homographiques  (280).  £t  il  est  evident  que  chacun  des  deux 
points  doubles  de  ces  divisions  fournit  une  solution  de  la  question. 

Comme  on  pent  mener  par  le  point  P  deux  droites  faisant  avec 
V a'  un  angle  egal  i\  un  angle  donne,  sauf  le  cas  ou  cet  angle  est 
droit,  la  question  aura ,  en  general ,  quatre  solutions,  et  deux  sou- 
lement  quand  Tangle  donne  sera  droit. 

895.  Trois  couples  de  points  tels  que  a  et  y!  sufBront  pour 
determiner  les  deux  points  doubles  cherches.  Or  quand  on  pi*end 
sur  la  droite  AL  un  point  a  et  qu'on  determine  le  point  a'  con- 
formement  a  Thypothese,  et  le  rayon  Pa'  faisant  avec  V a' 
Tangle  donne,  on  peut  considerer  qu'on  fait  une  construction 
fTessaiKivxx  reussiraitsi  le  rayon  Pa'  coi'ncidait  avec  Pa,  mais  qui 
donne,  en  general,  une  erreur  marquee  par  le  segment  a  a',  qui 
devrait  etre  nul ;  et  c'est  au  moyen  de^  trois  erreurs  semblables 
donnees  par  trois  constructions  dVssai  quelconques,  que  Ton  re- 
scue la  question.  II  y  a  done  une  certaine  analogie,  comme  nous 
Tavons  dit ,  entre  cette  methode  generale  et  les  regies  arithme- 
tiques  de  fausse position. 

Mais  onconcoit  qu'ici  Ton  devra  faire  choix  des  donnees  parti - 
culieres  qui  sont  propres  a  simplifier  extremement ,  comme  nous 
Tavons  vu  ( IS4 ) ,  la  construction  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques ,  construction  qui  constitue  la  solution 
generale  du  probleme. 

294.  On  peut  donner  a  la  question  un  enoncc  plus  otendu,  en 
demandant  que  les  deux  droites  menees  par  les  deux  points  fixes , 
au  lieu  de  faire  entre  elles  simplrment  un  angle  de  {grandeur  con- 
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stante,  soient  deux  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 

graphiques  donnes. 

S95.  Le  problerocy  meme  rednit  a  I'enonce  sous  lequel  nous 
Favons  cdnsidere ,  est  susceptible  d'un  grand  nombre  d'applica- 
tions^  tant  k  cause  des  differentes  mani^res  de  former,  geometri- 
quement  ou  par  des  expressions  anaiytiques,  les  deux  divisions 
homographiques  sur  les  droites  AL ,  BL%  qu'k  raison  des  cas  par- 
ticuliers  auxquels  il  donne  lieu ;  car  on  peut  supposer  que  les  deux 
points  fixes  P,  F  se  confondent  en  un  seul;  que  Tangle  donne  soit 
nul,  et  que  les  deux  divisions  homographiques  soient  formees  snr 
une  meme  droife. 

II  est  inutile  d'examiner  ici  les  nombreuscs  questions  qui 
naissent  de  ces  diverses  hypoth^s.  Toutefois  il  en  est  trois  qui 
meritent  d'etre  distinguees ;  ce  sont  celles  de  la  Section  de  raison , 
de  la  Section  de  I'espace  et  de  la  Section  determines  Les  deux  pre- 
mieres se  presentent  naturellenient  comme  cas  particuliers  de  la 
question  generate ,  si  Ton  y  suppose  les  deux  p^les  P,  F  coinci- 
dents en  un  meme  point,  et  Tangle  donne  nul.  Pour  la  troisieme 
il  faut  supposer,  en  outre,  que  les  deux  divisions  homographiques 
soient  formees  sur  une  meme  droite.  Mais  la' solution  ctant  pre* 
cisement  la  seconde  des  deux  que  nous  avons  donnees  precedem- 
ment ,  en  traitant  directement  la  question ,  nous  n'aurons  pas  k  j 
revenir  ici. 

11.  Prohlime  de  la  Stiction  do  raUon. 

296.  JEtant  donnees  deux  droites  AL^  BL',  on  dcmandedeme- 
ner  par  un  point  p  une  transversale  qui  forme  sur  ces  detix  droites, 
a  partir  dc  deux  points  fixes  A,  B,  deux  segments  Aa,  ha'  qui 
soient  entre  eux  dans  une  raison  donnee  >. 

Concevons  sur  les  deux  droites  (fig*  35)  deux  points  variables 
fl,  a'  lies  entre  eux  par  la  relation 


ils  f'urnieront  deux  divisions  homographiques;  de  sorte  que  la 
question  sera  dc  mener  par  le  point  p  unc  Iransversale  qui  ren- 

I 
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contre  les  deux  droiies  en  deux  points  homologues  de  ces  divi- 
sions. Ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  question  generale  (ft92). 
Nous  dirons  done  que,  le  point  a  etant  pris  arbitraireroent  sur 

Aa 

la  droite  AL ,  et  le  point  a'  determine  par  la  relation  — ,  =  > ,  si 

Ton  mene  le  rayon  pa'  qui  rencontre  la  droite  AL  en  un  point  a\ 
ce  point  et  le  premier  a  forroeront  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  fourniront  les  deux  solutions  de  la  ques- 
tion. 

D*apres  cela ,  voici  comment  on  construira  ces  points  en  se  ser- 
vant des  points  I  et  J'  qui  dans  les  deux  divisions  correspondent  a 
rinfini  (IM). 

Pour  le  point  I  (position  deaquand  a'  est  ^  Tinfini),  on  menera 
par  le  point  p  (fig.  36)  la  parallele  a  AL ,  laquelle  rencontrera  BL' 
AI 

en  I',  et  Ton  prendra  —  =  >.  Le  point  J'  (position  de  a'  quand  a 

est  k  I'infini )  se  determine  immediatement  par  la  droite  p  J'  pa- 
rallele k  BL'.  Soit  0  le  milieu  du  segment  IJ';  il  faut  considerer 
ce  point  comme  une  position  du  point  a  et  chercher  la  position 
correspondante  de  a'.  Pour  cela,  on  determinera  sur  BL'  le  point 
AO 

a'  par  la  relation       r=  > ;  et  Ton  men^a  la  droite  pH'  qui  ren> 
BlI 

contre  AL  en  0'. 

Enfin  on  prendra,  de  part  el  d*autre  du  point  O,  les  points  <?,  / 
determines  par  la  relation 

Oe  =  — 0/=  v/OO'.OJ'. 

Les  deux  droites  pe,  0/  satisferont  h  la  question;  c'est>a-dire 
qu'elles  rencontreront  la  droite  BL'  en  deux  points  e\/*  tels,  que 
Ton  aura 

ii-,  et 
Be'~~^  B/' 

497.  Observation  RKLATiVK  aux  signes  des  segmewts.  —  Pour 
Aa 

faire  usage  de  la  relation  =  >. ,  il  faut  donner  des  signes  aux 
segments  comptes  sur  les  deux  droites  a  partir  des  deux  points 
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fiKes  A  et  B;  carautrement,  a  iin  point  a  correspond raient  deux 
points  a'  sjtiies  de  part  et  d'aulre  de  Torigiue  B.  De  sorte  que  si 
le  sens  des  segments  n*est  pas  present,  le  probleme,  an  lieu  de 
deux  solutions,  en  admettra  quatre.  Les  Anciens  suppleaienta  cet 
usa^^e  des  signes  en  indiquant  de  quels  cotes  devaient  se  trouver  les 
points  cherches ,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  au  sujet  du  probleme 
de  la  section  determinee  ( 287 ). 

HI.  Probleme  de  la  Seclion  dc  Tespace. 

498.  Etant  donnees  deux  droites  AL ,  BL'  sur  lesquellcs  sont 
dewE points  fixes  k  etl&,  on  dcmande  de  mencr par  un  point  p  une 
transversa  le  qui  forme  sur  les  deux  droites  deux  segments  Aa  jBa' 
dont  le  produit  ait  une  valeur  donnee  v. 

Si  Ton  prend  sur  les  deux  droites  [fig,  87)  deux  points  a' 
satisfaisant  h  la  relation 

Afl.Bfl'=:v, 

ces  points  forment  deux  divisions  honiographiques  ( 121 ) ;  et  il 
s'agit  de  mener  par  le  point  p  une  droite  passant  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions. 

La  droite  pa'  rencontre  AL  en  a',  et  les  deux  points  a,  a' 
forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
fournissent  les  solutions  dc  la  question. 

La  droite  pB  marque  sur  AL  le  point  J'.  Pour  le  point  I,  on 
menepr  parallele  A  AL,  qui  marque  sur  BL'  le  point  I',  et  Ton 
determine  le  point  I  par  la  relation  AI.BI'  ==  y.  On  prend  le  milieu 
0  du  segment  IJ',  et  sur  BL'  le  point  il'  determine  par  AO .  Bn'  = 
la  droite  pu'  marque  sur  AL  le  point  0'.  Enfin,  on  prend ,  d^  part 
et  d'autre  du  point  O  , 

Oc  =  Ofz=^  V^OO'.  OJ' 

Les  deux  droites  pe  et  p/  resolvent  la  question. 

Si  le  sens  des  segments  positifs  n'cst*pas  present,  le  probleme 
admettra  quatre  solutions,  de  meme  que  le  precedent. 

IV. 

290.  Etant  donnees  deux  divisions  honingraphiqucs  sur  dcat: 
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droites  Let  L' (fig.  38),  determine^  dfux  segments  homologiics 
qui  soient  vus  dc  deux  points  donnes,  sous  des  angles  donnes. 

Soient  a'  ei  byb'  deux  couples  de  points  homologues  des 
denx  divisions ;  il  faut  determiner  ces  quatre  points  de  maniere 
quelcs  deux  segments  ab  et  a' b'  soient  vus,  respectivement ,  de 
deux  points  P,  P'  sous  des  angles  donnes  \[/  et  \[;'.  Concevons 
qii*ayant  pris  un  point  a  sur  la  droite  L,  on  forme  Tangle  ^iP  ^  egai 
a  Tp,  et  soient  a\  b'  les  deux  points  de  la  seconde  division  qui  cor- 
respondent aux  deux  /z,  ^  de  la  premiere.  Que  Ton  forme  Tangle 
a'V^'  egal  k  et  que  Ton  fasse  glisser  le  point  a  sur  la  droite 
L;  les  deux  points  b'y  6'  formeront  deux  divisions  homographi- 
ques  dont  les  points  doubles  determineront,  evidemment,  deux 
solutions  de  la  question. 

L'angle  a'P'€'  peut  ^tre  forme  a  droite  ou  k  gauche  de  P'a',  ce 
qui  donne  deux  systemes  differents  de  solutions;  en  tout  quatre 
solutions,  lesquelies  se  rednisent  ^  deux  quand  Tangle     est  droit. 

On  peut  aussi  former  Tangle  ^  P  ^  ^  droite  ou  k  gauclie  de  P/7 ; 
mais  les  quatre  solutions  relatives  la  la  seconde  niani^re  sont  les 
memes  que  les  premieres.  Car  en  changeant  les  lettres  des  deux 
cotes  de  chacun  des  angles  a  P^ ,  a'V  b'  dans  chacune  des  quatre 
solutions,  c'est-4-dire  en  donnant  la  lettre  «  au  cote  P6  et  la  lettro 
b  au  cote  P« ,  et  de  meme  pour  Tangle  a'  P'  b'^  on  aura  les  quatre 
nouvelles  solutions,  qui,  par  consequent,  scront  les  memes  que 
les  premieres. 

300.  On  peut  demander  que  les  deux  segments  ab^  a'  b'  soient 
de  longueurs  donnees;  la  solution  derive  des  memes  conside- 
rations. 

§  ni.  —  Questions  oh  Von  considere  deux  sjstemes  de 
deux  divisions  homographiques . 

501.  £tant  donnees  deux  divisions  homographiques  sur  deux  droi  - 
tes  AL ,  A'  L',  et  deux  autrcs  divisions  homographiques  sur  deux 
autres  droites  fiM ,  B'  M',  on  demande  de  mencrpar  un  point  donne 
P,  deux  transversales  qui  rencontvent  les  deux  premieres  droites , 
respectivement,  en  deux  points  de  division  homologues,  et  les  deux 
autres  droites ,  pareillement  en  deux  points  dc  fli vision  homolttgue.v. 
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Soient  a  vt  a'  [fig,  39)  ckiMx  points  homologncs  des.  Jeiix  di- 
visions siir  les  droitos  AL,  A'L';  qu'on  mene  la  droite  Pa  qui 
rencontre  la  droite  BM  en  et  soit  b'  le  point  homologue  siir 
B'M'.  La  droite  Vb'  rencontre  la  droite  A'L'  en  un  point  a'. 
On  reconnait  aisement  que  les  deux  points  a\  a'  Torment  deux 
divisions  homographiqites  dont  les  points  doubles  resolvent  la 
question. 

502.  On  pent  supposer  que  les  deux  droites  AL,  A'L'  coin- 
cident ensemble,  ainsi  que  les  deux  BM,  B'M'.  Alors  on  aura 
deux  divisions  homograpbiques  sur  une  m^me  droite  AL,  et  deux 
autres  divisions  liomographiqnes  sur  unc  seconde  droite  BM. 

Ces  deux  droites  AL,  BM  peuvent  mcme  se  confondre  en  unc 
seuie,  de  sorte  qu'on  aura  deux  systemes  de  deux  divisions  I10- 
mograpbitpies  sur  une  meme  droite,  ct  la  question  sera  de  de- 
terminer deux  points  qui  soient  homologues  h  la  fois  dans  les 
deux  premieres  divisions  et  dans  les  deux  autres. 

Ces  questions  sont  susceptibles  d'applications  tres-di verses. 
Nous  en  enoncerons  une  seule. 

503.  ^tant  donnees  deux  droites  AL,  BM,  on  demande  de 
niener  par  un  point  P  deux  transversales  qui  intcreeptent  sur  Ifs 
deux  droites^  deux  segments  de  longueurs  donnees  X  et  fi. 

Concevons  sur  la  premiere  droite  un  segment  aa'  egal  a  a,  et 
qu'on  le  fasse  glisser  pour  lui  donner  difTerentes  positions,  les 
deux  points  a,  a'  fonneront  deux  divisions  homographiques ;  et 
de  meme,  un  segment  bb'  egal  h.  pt  sur  la  seconde  droite,  deter- 
mine deux  divisions  homographiques.  De  sorte  que  le  probleme 
rentre  dans  la  question  generate. 

o04.  Au  lieu  de  demander  que  les  deux  segments  aa'j  bb' 
soient  de  longueurs  donnees,  on  peut  demander  quMIs  soient  viis 
dedeux  points  fixes,  respectivenient,  sous  des  angles  donnes. 

§  IV.  —  Questions  tlwcrses, 

50  tf.  Etant  donnees  dcnx  droites  L,  L'  (fig.  4o},  on  demamlt- 
de  placer  entre  elles  une  corde  aa'  f/ui  soit.  vue  de  deux  points 
donni'S  P,  P'  sous  des  angles  donnvs  11,  11'. 

Qu'on  preune  arbitrairement  un  point  a  sur  la  premiere  droite 


TRAITS  DE  GtOM^TRIE  SUPfiRIEURE.  221 
L,  et  qu*on  forme  sur  les  deux  rayons  P«,  Vales  deux  angles 
flPa',  a  9' a"  egaux,  respectivement »  aux  deux  angles  donnes 
a,  of;  leurs  seconds  cotes  rencontreront  la  droite  JJ  en  deux 
points  a',  a".  Quand  le  point  a  glissera  sur  la  droite  L,  ces  deux 
points  formeront  deux  divisions  homographiqnes ,  et  chacnn  des 
deux  points  doubles  de  ces  divisions  donnera  une  solution  de  la 
question. 

Si  le  sens  daus  lequel  on  doit  former  les  deux  angles  n ,  sur 
les  rayons  Pa,  P'a  n'est  pas  indique,  la  question  admettra  huit 
solutions. 

306.  Cas  paatigulikrs.  —  I.  L'un  des  angles  peut  etre  nul ;  alors 
on  demande  de  placer  entre  deux  droites  une  corde  passant  par 
un  point  donne ,  et  qui  soit  vue  d*un  autre  point  sous  un  angle 
donne. 

U.  Au  lieu  de  demander  que  la  corde  aa'  soit  vue  du  point  P 
sous  un  angle  D. ,  on  peut  demander  que  sa  projection  sur  un  axe 
soit  de  grandeur  donnee.  Et  de  meme  a  Tegard  de  Tangle 

Les  deux  droites  peuvent  co'incider.  Alors  on  resout  les  ques- 
tions suivantes  : 

ni.  Determiner  sur  une  droite  un  segment  qui  soit  vu  de  deux 
points  donnes  sous  des  angles  donnes. 

IV.  Determiner  sur  une  droite  un  segment  de  longueur  donnee , 
qui  soit  vu  d'un  point  donne  sous  un  angle  donn^, 

Toutes  ces  questions  se  resolvent  par  une  m6me  construction 
toujoiTrs  tr^s-simple. 

307.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  (Jig  ^i)  un  rectangle 
nmpq  egal ,  en  surface ,  a  un  carr^  donne. 

Qu'on  mene  mr  parallele  k  AB,  on  forme  le  parallelogramme 
mnKr  equivalent  au  rectangle  mnpq^  ou  au  carre  donne.  r^ous 
supposerons  done  que  c'est  ce  parallelogramme  qu'il  s'agit  de  de- 
terminer. 

Concevons  un  autre  parallelogramme  M/z'A/de  m^me  sur- 
face ;  ses  deux  cotes  M/i',  rencontrent  le  c6te  BC  du  triangle 
en  deux  points  a,  a'  qui  formeront  deux  divisions  homographiques 
quand  on  fera  varier  ce  parallelogramme.  En  effet,  puisqu'il  a 
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toujours  merae  surface ,  on  a 

An' .  Ar^=  const  =r  v. 

Done  ies  deux  points  n'  et  Torment,  sur  les  deux  cotes  AB,  AC^ 
deux  divisions  homographiques  ( 121).  Or  les  points  n'  el  a  fer- 
ment deux  divisions  homographiques ,  ainsi  que  les  points  r  et  of. 
Done  les  deux  points  a  et  a'  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques (280).  II  est  evident  que  le  point  cherche  /r?  estun  point 
double  de  ces  deux  divisions.  D'apres  cela ,  on  determinera  les 
deux  points  m  qui  satisfont  a  la  question ,  de  la  maniere  suivante : 
Les  deux  points  I  et  J'  des  deux  divisions  seront  en  B  et  C.  Par  le 
milieu  O  de  BC,  on  menera  On"  parallele  k  AB;  on  prendra  le 
point  r"  determine  par  la  relation  An" ,  Ar"=  v.  La  parallele 
k  AC,  menee  par  determinera  sur  BC  le  point  0'.  On  prendra 
0/w  =  v/OO'.  OJ'.  Le  point  m  sera  le  sommet  du  parallel ogramme 
demande.  II  existera  au-dessous  du  point  0  un  second  point  m 
qui  sera  le  sommet  d'un  second  parallel  ogramme  satisfaisant  ega- 
lement  a  la  question. 

S08.  itant  donne  un  poljrgone  de  n  cdtes  et  n  points  places 
arbitrairement ,  on  demande  d'inscrire  dans  le  poly  gone  un  autre 
poly  gone  dont  les  n  c6tes  passent  par  ces  n  points, 

Soit  ABCDE  {Jig.  42)  le  polygene  donne,  et  P,  Q,  R,  S,  T  les 
points  par  lesquels  doivent  passer  les  cotes  consecutifs  du  polygone 
cherche  a  be.,.. 

Nous  allons  determiner  le  sommet  a  du  polygone  demande ,  qui 
se  trouve  sur  le  cote  AE. 

Qo*on  prenne  arbitrairement  sur  AE  un  point  «,  et  qu'en  me- 
nant  a  P  qui  rencontre  AB  en  Z» ,  puis  b  Q  qui  rencontre  BC 
en  c\  etc.,  on  forme  ainsi  un  polygone  dVssai  abc. dont  le 
dernier  cote  Te  rencontre  le  cote  AE  en  un  point  a'  different  de  a. 
Ces  deux  points  a,  a'  forment,  evidemment,  deux  divisions  ho- 
mographiques dont  les  points  doubles  seront  les  sommets  de  deux 
polygones  satisfaisant  k  la  question. 

Remarque.  —  On  pent  dire  que  le  polygone  que  Ton  construit  est 
inscrit  au  polygone  donne  ABCDE ,  et  drconscrit  a  un  second 
polygone  PQRST  du  meme  nombre  de  cotes. 
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509.  Etant  donnes  trois  points  p,  P,  Q  (fig.  4^)  t'^  deux  droitcs 
L ,  L',  on  demande  de /aire  passer  par  les  trois  points  les  cdtes  d'un 
triangle  ABC  qui  ait  ses  deux  sommets  A,  B  sur  les  droites  L,  L' 
et  dont  I'angle  en  C  soit  ^gal  a  un  angle  donn^. 

Scit  menee  par  le  point  0  une  droite  rencontrant  les  deux  L ,  L' 
en  /I  et  qu^oR  mene  ,  puis  Qn'  faisantavec  Vb  Tangle  c  egal 
h  Tangle  donne.  Les  deux  points  a  et  a'  formeront  deux  divi- 
sions homographiques  dont  chacun  des  points  doubles  sera  une 
solution  de  la  question. 

510.  On  resoudra  de  meme  la  question  suivante  : 

£tant  donnes  n  points  quelconques  et  [i\ —  i)  droites  aussi  quel- 
conques ,  on  demande  de  former  un  poly  gone  dff  n  cdtes ,  tel ,  que 
ses  cdtes  passent  par  les  n points ,  que  ses  sommets,  moins  un, 
soieni  situes  sur  les  {n  —  i)  droitcs,  et  que  1* angle  au  dernier  som- 
met  soit  de  grandeur  donnee. 

Ce  probleme  comprend  le  suivant  : 

Un  rayon  de  lumiere  partant  d*un  point  fixe  et  se  reflechissant 
successivement  sur  plusicurs  droites ,  determiner  la  direction  que 
doit  prendre  le  rayon  initial  pour  que  le  dernier  rayon  reflechi  le 
coupe  sous  un  angle  donne, 

51  f .  Observations.  —  Dans  les  questions  prccedentes  nous 
avons  toujours  considere  des  divisions  homographiques;  mais  on 
concoit  qn'on  ponrrait  aussi  ramener  les  questions  a  la  considera- 
tion de  faisceaux  homographiques ,  soit  dans  leur  enonce ,  soit 
dans  .'eur  solution  ,  laqiielle  dependrait  alors  de  la  recherche  des 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  ayant  le  meme  centre.  II  est 
inutile  de  donner  des  cxemples  de  ce  genre  de  questions.  La  me- 
thode  sera  toujours  la  meme. 

Lc  petit  nombre  de  problemes  que  nous  venons  de  resoudre 
par  cette  methode  generale  se  rapporte  aux  figures  rectilignes, 
parce  que  ce  sont  les  seules  dont  nous  devious  nous  occuper  ici ; 
mais  la  theorie  des  sections  coniques  donnera  lieu  ik  de  tres-utiles 
applications  de  la  methode. 
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§  M.  —  Resolution  d'uti  syst^me  iT equations  du  premier 
ou  du  second  degre, 

I.  Equft lions  du  premier  degre. 
SI2.  Gonsiderons  un  syst^me  d'equalions  determinees,  du  pre- 
mier dej^re  el  de  la  forme 

^n*'  -hfA„x-4-v„=r  o. 

Supposons  qn'il  y  ait  a/,  au  lieu  de  daus  la  derniere  equation. 
Cela  pose  ,  si  l*on  donne  k  x  une  valeur  arbitraire  dans  la  pre- 
miere equation ,  il  s'ensuivra  des  valeurs  correspondantes  des  va- 
riables z  y . . . ,  et  pour  dans  la  derniere  equation ,  une  valeur 
diiTerente  de  celle  attribuee  k  x.  II  faudrait,  pour  que  celle-ci  fdt 
une  racine  des  equations ,  qu^elle  rendit  la  derniere  equation  iden- 
tique,  c'est-^i-dire  qu'il  en  resultAt  la  meme  valeur  pour  j/. 

D'apres  cela ,  supposons  que  les  variables  x ,  . .  . ,  repre- 
sentent  les  distances  d*autant  de  points  X,  Y, . . . ,  situes  sur  une 
meme  droite,  k  une  origine  commune.  La  premiere  equation  expri- 
mcra  que  deux  points  variables  X,  Y  forment  deux  divisions 
homographiques  ( iStf ) ;  la  seconde,  que  les  deux  points  Y  et  Z 
forment  aussi  deux  divisions  homographiques ;  et  ainsi  de  suite , 
jusqu'k  la  derniere  qui  exprime  que  les  deux  points  V  et  X'  forment 
aussi  deux  divisions  homographiques.  II  resulte  de  cette  serie  de 
divisions  homographiques ,  que  les  deux  points  extremes  X  et  X' 
formest  ensemble  deux  divisions  homographiques  ( d80) ;  et  il  est 
evident  que  le  point  double  de  ces  deux  divisions ,  qui  correspond 
4  deux  valeurs  egales  de  x  et  ^ ,  fournira  la  racine  en  x  des  equa- 
tions proposees.  Les  deux  divisions  n'auront  qu*un  point  double, 
parce  que ,  d'apres  la  forme  des  equations,  ce  sont  des  divisions 
semblables  dont  le  second  point  double  est  k  Tinfini  (i^7). 

La  resolution  des  equations  se  reduit  done  a  construire  le  point 
double  dedenx  divisions  homographiques  semblables;  ce  qo'on 
fera  au  moyen  de  deux  systemes  de  points  homologues  (158). 
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Soit  done  a  une  valeur  arbitraire  donnee  k  x  dans  la  premiere 
equation ,  et  la  valeur  resultante  de  x  dans  laderniere  equation ; 
et  pareillement  b  et  b'  deux  autres  valeurs  correspondantes  de  x, 
A  partir  d'une  origine  A,  on  portera  sur  une  m^me  droite  les  seg- 
ments Aa,  Aa'y  A€,  A6'  egaux,  respectivement ,  aux  quatre  n om- 
bres a  ^  a^^by  b'y  et  Ton  determinera  1e  point  e  par  Tequation 

S'^i-  <•••)• 

ou 

Ae — Aa         A6  —  Aa 

A^— Aa'""  A6'  — Aa'' 

d'ouTon  tire 

—         Aa.A6^  — Aa^  A6 

(Aa  — Aa')  — (A6  — A6')' 

ou 

_  Aa(A6'  — Ag)  — A6(Aa'  —  Aa) 
(A6'-A€)— (Aa'  — Aa) 

Or  (A a' —  Aa),  c^est-^-dire  la  difference  entre  la  valeur  a  at- 
tribuee  k  x  dans  la  premiere  equation  et  la  valeur  a'  de  x  dans 
la  demiere  equation  ,  pent  ^tre  consideree  comme  Verreur  relative 
k  la  valeur  d*essai  a ;  et  de  m^me  (A  6'  —  A6  )  sera  Terreur  rela- 
tive k  la  seconde  valeur  d'essai  b  :  designant  ces  deux  erreurs  par  e 
er  t',  on  aura 

Aa.«'— A€,c 

Atf  =   ;  , 

ou 

«.•'-  b.i 


C'est  la  formule  connuc  dans  la  regie  de  /ausse  position. 

Remarque.  —  II  est  clair  que  ce  mode  de  solution  s'applique  k 
des  equations  quelconqucs  du  premier  degre  entre  un  pareil  nom- 
bre  d'inconnueSy  sans  qu*il  soit  necessaire  que  chacune  des  equa- 
tions ne  contienne,  comme  ct-dessus,  que  deux  inconnues.  Car 
on  pourra  loojours,  par  voie  d'addition,  ramener  les  equations 
proposees  a  la  forme  des  precedentes. 

i5 
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II.  Resolution  .d'une  cquslion  du  second  degre. 
515.  L*equation  dii  second  d^re  a  une  seule  inconnue 
ax^ bx -h  c  =  o 

se  pcut  resoudre  par  les  memes  considerations,  c'est~^-dire  par 
la  construction  des  points  doubles  de  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Pour  cela,  on  Tecrira  ainsi  : 

XX' -h  ^JT -h  c  =  o  J 

et  Ton  regardera  x  et  x'  comme  representant  les  distances  de  deux 
points  nty  m'  k  une  origine  commune  sur  une  droite  indefinie; 
Tequation  exprimera  que  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homographiques,  et  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions  de- 
termineront  les  racines  de  Tequation  proposee ,  lesqnelles  seront 
les  distances  des  deux  points  doubles  ^  Torigine.  Cette  construc- 
tion conduit  k  Texpression  connue  des  racines  de  Tequation ;  mais 
il  est  inutile  de  nous  arrcter  ^ces  details. 

III.  Resolution  de  deux  equations  k  deux  inconnuos. 
514.  Soient  les  deux  equations 

(1)  xy  4-         pir  -4-  V  ==  o, 

(2)  jx-hVj-hfx'x-e  v'=  o. 
Ecrivons  dans  la  seconde  x'  an  lieu  de  x ;  on  aura 

(3)  jx'-f-  Vr  -4-  fz'x'  -h  v'  =  o. 

Si  Ton  regarde  x,  x'  comme  les  distances  de  trois  points 
m'y  m"  ^  une  origine  commune ,  la  premiere  equation  exprimera 
que  les  deux  points  m,  m'  appardennent  &  deux  divisions  homo- 
graphiques, et  Tequation  (3)  que  les  deux  m'  et  forment  anssi 
deux  divisions  homographiques.  11  s*ensuit  que  les  divisions  for* 
mees  par  les  deux  points  m  et  m"  sont  homographiques  entre  elles; 
et  il  est  evident  que  les  points  doubles  dte  ces  deux  divisions  de- 
termineront  les  valeurs  de  Tinconnpe  x,  qui  satisfont  aux  equa- 
tions proposees  :  relies  de  Tinconnue/  s  ensuivronl  naturellement. 
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Voici  commoDt  on  appHquera  ce  mode  de  solution  geom^- 
trique. 

On  donnera  k  x,  dans  la  premiere  equation ,  une  yaleur  avbi- 
traire  a ,  et  Ton  en  conciura  la  valeur  correspondante  dc  y,  qai, 
mise  dans  la  seconde  equation,  donnera  une  valeur  a-  de  x,  Pafeil* 
leroenty  k  une  autre  valeur  b  dex  dans  la  premi^  ^qnatioii^  eoi"- 
respondra  une  valeur  b'  dans  la  seconde  ^qu^tion;  et  enlia  on 
ibrmera  de  mdme  un  troisieme  couple  de  valeurs  Cy    de  jo. 

On  prendra  sur  une  m^me  droite,  k  partir  d'une  origine  4  des 
segments  Aa,  A  a',  AS,  A€',  Ay,  Ay'  egaux  respectivemept  aux 
nombres  a,  (i\  6,  b\  c,  c',  et  Ton  chercbera  les  points  (foubjef 
f  des  deux  divisions  homographiqi^es  determinees  par  Les  deux 
series  de  trois  points  a,  6,  7  et  a%  6',  7^  Les  deux  segmeiit^ h.e  , 
A/seroDt  les  racines  en  x  des  deux  equations  proposees. 

lOn  pourra  determiner  ces  deux  points  doubles  par  la  cpnstruc- 
don  generate  (265).  Mais  on  la  simplifie,  comme  nous  avpns 

vu  ( iS4 ),  en  prenant  a  et  ^  infinis,  et  c  =  Representons^ 

I  -i» 

dans  cette  hypothese,  a'  par y" b  par  /,  c  =  — ~-  par  o  et  </  par 
o';  les  racines  cherchees  seront 

! 

IV.  Resolution  d'uo  nombre  qiieiconque  d't^qaations. 

515.  -Cette  methode  s^applique  k  un  nombre  quelconque  d'^- 
quations  de  la  forme  des  precedentes ,  et  c*est  dans  ce  cas  surtout 
qu'elle  pent  etre  utile.  Soient  n  equations  entre  n  inconnues  -v , 
Zyty...Py  de  la  forme 

X/  -+-  Xx  -h  pt/  -f-  V  =:  O  , 


II  est  evident  que,  comme  dans  le  cas  de  deux  equations  seule* 

i5. 
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ment,  si  Ton  regarde  les  variables  2,... ,  comme  exprimaDt 
des  segments  comptes  sur  une  meme  droite  k  partir  d*une  origine 
commune,  chacune  des  n  equations  exprimera  deiix  divisions  ho- 
mographiqnes.  Par  consequent ,  les  valeurs  arbitraires  donnees  k  x 
dans  la  premiere  equation,  et  les  valeurs  qui  en  resulterontpourx 
dans  la  demi^re  equation,  determineront  deux  divisions  homogra- 
phiques  dont  les  points  doubles  correspondront  aux  deux  racines 
en  X  qui  satisfont  aux  equations. 

516.  Remarque.  —  En  combinant  les  equations  par  voie  d*addi- 
tion ,  on  pourra  en  remplacer  une  partie  par  d'autres ,  equiva- 
lentes,  oii  les  variables  seront  melees  et  se  trouveront  plus  de 
deux  dans  une  m^me  equation.  La  roethode  s'appliquera  k  ces 
nouvelles  equations;  et,  en  general,  elle  s'appliquera  k  un  sys- 
t^me  d'equations  qu^on  pourrait  ramener,  par  voie  seulement  d*ad- 
dition  (etde  multiplication  par  des  coefficients  numeriques),  a  la 
forme  des  n  Equations  precedentes. 
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CHAPITRE  XVI. 

PROPRIETIES  RELATIVES  A  DES  STSTEMES  DE  POINTS  SITUis  EN 

LIGNE  DROITE.          APPLICATION  A  LA  DECOMPOSITION  DES 

FRACTIONS  RATIONNELLES  EN  FRACTIONS  SIMPLES. 


§  I.  —  Sys times  de  points  en  ligne  droite. 

317.  Les  relations  entre  trois  ou  qaatre  points  dout 
nous  avoDs  fait  si  souvent  usage ,  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers  de  certain  es  propri^t^s  gen^rales  concemant  un 
ou  deuY  systemes  de  points  en  nombre  quelconque  sur  une 
m^medroite.  Ces  propri^tes ,  qu'on  peut  comprendre  toutes 
dans  une  m^me  proposition  dont  la  demonstration  est  tr^s- 
simple ,  m^ritent  de  trouver  place  ici ,  d'autant  plus  qu'on 
deduit  naturellement  de  cette  seule  proposition  une  thto- 
rie  alg^rique  importante,  celle  de  la  decomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

I.  Theoreme  general. 

318.  tltant  pris  sur  une  m^me  droite  n  points  a,  b, 
c , . . .  et  (n  —  i)  points  m ,  n ,  p , . . . ,  o/i  a  toujours ,  quelles 
que  soient  les  positions  de  ces  points ,  la  relation 

,  .  am ,an  ap, . »      bm •bn,bp .  .  • 

0  — r  S  +  ,    ,  ,  ,^  hetc.  =  i. 

ab,ac,ad.,.  bc.bd.be,.. 

Mous  allons  prouver  que  si  cette  Equation  a  lieu  pour  deux 
systimes  de  (/i  —  i)  et  ( «  —  a)  points »  elle  sera  vraie  pour 
deux  systemes  ayant  chacun  un  point  de  plus. 

En  elTet ,  si  Tequation  propos^e  n'est  pas  identique ,  quels 
que  soient  les  n  points  a,  ft ,  etc.,  et  les  {n  —  i)  points  m, 
»  ^  etc.,  on  peut  regarder  tons  ces  points  comme  fixes ^  a 
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Texception  d^un  seul  qu'on  d^terminera  de  maniire  que  F^- 
quation  soiC  satisfaite.  Supposons  que  le  point  inconnu 
appardenne  au  second  systime  et  soit  le  point  m-y  sa  deter- 
mination se  fera ,  evidemmcnt ,  par  une  equation  du  pre- 
mier degre ,  parce  que  ce  point  n'entre  que  dans  un  seul 
segment  de  chaque  terme  \  par  consequent  il  ne  pourra  exis- 
ter  qu^une  position  du  point  m,  Cependant  si  Ton  fait  coin- 
cider  ce  point  avec  Tun  quelconque  de  ceux  du  premier  sys- 
teme,  on  satisfait  a  T^uation  ,  car  si  c'est  avec  le  point  a, 
par  exemple,  elle  devient 

bn,bp.  .  .      cn,cp^. . , 
DC ,ba, .  .        cd,ce  .  . . 

et  cette  Equation  entre  deux  systimes  de  («  —  i)  et  (ti  —  2) 
points  est  identique,  par  hypothese.  Done  F^quation  pro- 
poB^e  a  lieu  pour  plusieurs  positions  du  point  m ,  done  elle 
est  identique. 

Ainsi  il  est  prouv^  que  si  le  th^or^me  est  vrai  pour  denx 
systimes  de  et  [n — a)  points,  il  I'est  aussi  pour 

deux  systemes  contenant  chacim  un  point  de  plus*  Or  il  est 
vrai  pour  deux  points  a ,  &  et  un  point      car  on  a 

f      f  bm  ,  ^ . 

am mb -\- ba  =  o»    ou  — r  H- t — =i  (8)- 

ab      ba  ^  ' 

Done  il  est  vrai  pour  trois  points  a ,  6 ,  c  et  deux  m ,  ^  et , 
par  consequent ,  pour  quatre  points  a ,  & ,  c ,  ^  et  trois  m , 
71 Et  ainsi  de  suite.  Done ,  etc. 

Autrementn  Si  Ton  regarde  tons  les  points  des  deux 
systemes ,  moins  le  premier  a  du  premier  syst&me,  comme 
fixes,  et  qu'on  cherche  a  determiner  celui-la  de  maniire  a 
satisfaire  a  F^uation ,  on  trouve  que  sa  position  depend 
d'une  equation  du  degr^  [n  —  a),  laquelle  aurait  cepen- 
dant [n  —  i)  racines  qui  correspondraient  aux  positions 
c,  du  point  ind^termine  a,  Ce  qui  prouve  que  Fequatioti 
est  identique.  Done,  etc, 
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II.  CoroUaires. 

319.  Si  dans  I'identite  (i)  oa  suppose  Tun  des  points  du 
second  systime,  le  point  q  par  exemple,  situ^  k  I'infini ,  et 
qu'on  divise  tous  les  termes  par  le  segment  aq^  le  premier 
terme  ne  contiendra  plus  le  point     et  les  termes  suivants 

ne  le  contiendront  que  dans  les  rapports  ^9 

viennent  tous  ^aux  k  Tunit^ ;  enfin  le  second  membre  — 
sera  nul  \  on  aura  done  T^quation 
bm  bn. 


^  7 — 7-r  H  etc. 


ab.ac,  . .       be .  bd. 

entre  n  points  a,     . . .  et  {n  —  2)  points  /n,  /i, . . .. 

Dans  cette  ^nation  on  peut  supposer  que  Fun  des  points 
/n ,  ^ , . . . ,  soit  situ^  a  Tinfini,  et  Ton  en  conclut  par  le  m^me 
raisonnement ,  que  F^quation  a  lieu  entre  n  points  a, 
et  (n — 3)  points  m,  w,...;  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
qu'on  a  ce  theorime  g^n^ral  : 

£tant  pris  sur  une  drovte  un  systhme  de  n  points  a ,  b , 
c , . . .  etun  second  systkme  de  points  m ,  n , . . .  en  nombre 
inferieur  <i  (n —  i) ,  on  a  toujours  entre  ces  points ,  queltes 
quesoient  leurs  positions^  Videntite 

,  .  am  •an .  .  .       bm  ,bn, .  , 

2)  —J-  ^  ^  L    Lj  hetc.  =0. 

'  ab.ac, .  »        be  bd. ,  , 

320.  Puisqu^un  point  du  second  systime ,  suppose  a  Tin- 
fini,  disparait  de  I'equation  ,  on  peut  faire  disparaitre  tous 
les  points  successivement ,  et  Ton  arrive  a  ee  tb^r^me  : 

£tant  donne  un  systeme  de  points  a ,  b ,  c , . . .  e/i  ligne 
droite,  on  a  toujours  entre  eux  la  relation 
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Ces  propositions ,  deduites  ici  du  th^or^me  primitif ,  se 
d^montreut  aussi  directement  par  les  m^mes  considerations. 

321.  R]£ciPROQUEMENT  :  Dc  r^uation  (2)  entre  n  points 
a  et  deux  points  de  moins ,  m ,  /i , . . . ,  on  peut  re- 

monter  a  F^uation  (i)  relative  a  deux  systimes  dont  le  se- 
cond n'a  qu'un  point  de  moins  que  le  premier. 

En  eflfet,  prenons  cinq  points  a,  h^Cy  et  trois 

points  m ,  /z,      on  aura 

am  ,an.ap  em,  en,  ep 

 L  1_.  .  .  _|  —  o. 

ab,ac,ad,ae  ea,eb,ec,ed 

Qu'on  multiplie  tous  les  termes  par  de ,  et  qu'on  suppose  le 

1  de    de    de     em     en  en 

point  e  a  1  intini ,  les  rapports  —  >  -7-  >  —  >  —  >  ~t 
^  ae    be    ce      ea  eb 

sont  egaux  a  I'unite ,  et  Tequation  devient 


ec 


am ,an,ap  dm  ,dn.dp  

ab,ac  ad.ae  da.db.dc 

Equation  entre  quatre  points  a^b^c^dei  trois  points 
n^p\  ce  qui  demontre  le  theorime  (318). 

Ainsi  Ton  peut  dire  que  le  theoreme  (319)  a  la  m^me 
port^e  que  celui  d'ou  nous  Tavons  d^duit. 

III.  Autres  consequences  du  theoreme  general. 

322.  Dans  toutes  les  Equations  precedentes ,  on  peut  sup- 
poser  que  deux  ou  plusieurs  points  du  second  systdme  m, 
/z,  etc.,  coincident  ensemble.  U  s'ensuit  qu'en  ne  conside- 
rant  qu'un  scul  point  m ,  on  a  ce  theoreme  : 

tltant  donnes  n  points  a,  b,  c,...,  e«  ligne  droUCy  et 
etant  pris  sur  cette  droite  iin  point  quelconque  ana  les 
^(/nations 

 (n-i) 

am  bm 
ab.acad,,,      bc.bd,be,,,  * 
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et 


.  =  0, 


ab»ac,ad.,.      be, bd.be, 
e  pouvant  prendre  toates  les  valeurs  i,  2, . . . ,  (n —  i). 

323.  Quand  les  nombres  [n  —  i)  et  {n  —  i  —  e)  sont 
pairs ,  le  point  m  pent  6tre  pris  au  dehors  de  la  droite  sur 
laquelle  sont  les  points  a ,  6 ,  c  ^ . . . ,  et  les  Equations  sub- 
si  stent. 

En  effet,  sou  (n  —  1)  =  am  =  am  ==  [am  )  . 
Appelons  mi  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaiss^e  du  point 
m  sur  la  droite  a&  ^  on  a 

am  =  tfiWi  4-  mntx , 

et 

— (•-')     /  »  .  .   »  3 

am      =  \ami      mmi  )  =  amx   -i- v.mnti  ,  anii        -h .  # . -h /wm, 

Done 

i/n  ^     anil   »  ^  anti 


^     ami   »  ^  ami   

ac.ad,.,     ^ab.ac.ad...  ^ab.acad,..  ^ab.acad.. 

Or  le  point  m,  ^tant  sur  la  droite  ab^  le  premier  terme  du 
second  membre  est  ^gal  a  Funit^,  et  tous  les  termes  sui- 
vants  sont  nuls  (322);  le  premier  membre  est  done  ^gal  a 
Funite.  C'est-a-dire  que : 

tltant  donne  un  nombre  impair  (11  u  -^i)  de  points  a, 
b,  en  Ugne  droite,  et  etant pris  un  point  qiielconque 

m  sur  la  droite  ou  au  dehors,  indifferemment ,  on  a  tou- 
jours  Vequation 

am  bm 


ab. ac.ad.,.      be.bd.be.  ». 


■4-...  =1. 


32i.  On  d^montre  de  m^me  que^  quand  (n  —  i  —  c) 
est  un  nombre  pair,  dans  la  seconde  partie  de  la  proposi- 
tion (322),  Tequation  subsiste,  c'est-a-dire  que  : 

£tant  donnes  n  points  a ,  b ,  c , . . . ,  e/i  Ugne  droite,  et  un 
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point  m  quelconque  y  sur  cette  droite  ou  au  dehors^  si  2y 
est  un  nombre  pair  plus  petit  que  (n  — i) ,  on  aura  tou- 
jours : 

am  bm   

ab.ac^ad,,.  bc,bd,be 

325.  Si  dans  le  th^orinie  (322)  2c  +  i=3,  il  en  re- 
sulte  r^quation  suivante  entre  trois  points  a,  b^  cen  ligne 
droite,  et  un  quatriime  point  quelconque 

am  bm  cm   

ab  »ac     bcba     ca^cb  ' 

ou 

am  .  be  -H  bm  .ca-\-cm.ab     ab  ,  be .  ca  ^  o, 

C'est  cette  relation  que  nous  avons  deduite  comme  cas 
particulier  d'une  proposition  (214)  relative  a  trois  couples 
de  points  et  a  un  septi^me ,  places  d'une  mani^re  quelconque 
en  ligne  droite  (*). 


-(*)  Cette  propridte  de  quatre  points  en  ligne  droite  a  6te  ooDnae  des 
Anciens  j  elle  fait  partie  des  lemmes  de  Pappus  qui  se  rapporlent  aox  deux 
livres  des  tdeux  plans  d^Apollontas  {voir  prop.  ia5  et  ia6  du  7'"  livre  des 
CoUeetions  matMmati^ues  de  Pappus ).  Quelques  autros  lemmes  coocernant 
le  triangle  peuveut  se  rattacher  au  cas  do  trois  points  pris  Aur  une  mftme 
droite  et  un  quatriftme  pris  au  dehors  :  toutefois  on  n'y  voit  pas  la  proposi- 
tion dans  son  ^Dono6  g^n^ral.  Mais  elle  pouvait  se  trourer  dans  PouTrage 
d^ApoUonius :  il  est  k  remarquer  que  B.  Simson,  en  r^tablissant  ces  dem 
liYres  des  Lieux  plans,  a  ajout^  cette  proposition  aux  lemmes  de  Pappus, 
et  s^en  est  senri.  [Apollonii  Pergai  Locorum  planorum  lihri  II.  Glasguss, 
1749,  in-40.) 

£n  citant  dans  VAperqu  historique  (page  175)  les  auteurs  qui  onl  tail 
usage  de  celte  proposition ,  le  nom  de  Carnot  nous  a  ^happ^.  Non-seule- 
ment  ce  g^om^re  demontre  le  th^rdme  dans  sa  Geomdtrie  de  position;  mais 
il  le  signale  comme  fondamenul  {voir  pages  363  et  SgS).  M.  T.-S.  Davies, 
le  savant  professeur  de  T Academic  royals  militaire  de  Woolwich,  Pa  d^ 
montre  aussi  |  en  citant  la  Geomitrie  deposition,  dans  le  second  YoluBe  de 
son  Mition  du  Cours  de  HatMmatiques  du  Hutton  (1841-184^  )>  edition 
qui  so  distingue  des  onze  pr6c^entes  par  de  nombreuses  additions  dont 
plusienrsBo  rapportent  aox  methodes  de  la  g6om^trfe  moderne. 
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§  n.  —  Decomposition  des  fractions  rationnelles  en 
fractions  simples, 

I. 

5d6.  Les  theor^mes  precedents ,  que  oous  avons  deduits  tous 
d'un  seul ,  peuvent  prendre  diverses  formes  analydques ,  qui  don- 
nent  entre  autres  les  formules  connues  dans  la  theorie  de  la  de- 
composition des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

Considerons,  sur  une  m&me  droite,  un  syst^me  de 
points  a,     Cy  » .  ,      et  un  systeme  de  m  points  rrtf  n  y      ,  ,  , 
on  aura,  d*apres  le  theoreme  general  (518),  Tidentite 

am.an.ap,.,       bm^bn.bp,..  xm.xn,xp,,.  

ab,ac»ad. ,  .ax     be .  bd . ,  .bx.ba  xa.xb.xc. 

Designons  par  les  ro^mes  lettres,  respectivementy  les  distances 
de  tous  les  points  des  deux  syst^mes  k  une  origine  commune ;  Pe- 
quation  deviendra  I'identite  suivante  entre  les  deux  syst^mes  de 
quantites  quelconqnes  a,  bjCy  . . . ,  a:  et  m ,  /i ,     .  • . , 

{a—m){a-n)(a^p)...  ^  ^  {x^m){x-^n){x--p) ^ 
[a — b){a — c){a — d),,,{a — x)  {x — a)(x — b)(x — c)... 

Supposons  que  les  quantites  du  premier  systeme  by  c^, , . , 
moins  la  derniere  Xy  soient  les  racines  d'une  equation  F  j?  =  o ,  et 
que  my  rtyp. . .  soient  aussi  les  racines  d'une  equation  fxz=20y 
de  sorte  qu'on  ait 

Fj:=Ax"-4-Bx*~'-4-  ...  ;=  A(x a){x  —  *)..., 

et 

^.r  =  aj^H-  6j:"~*  -f-  ...  =a{x  —  m)(x —  n). .  .; 
{x  —  a){x —  b)  ,  . ,  {x  ^  m)(x  —  n)  ...  =  ^i 


L'equation  devient 

A        fa  A         tfb  A  (fX 
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ou 

(fX  a  ffa  f  b 

Dans  cette  formule  Fx  etffx  sont  deux  polyndmes  du  memc 
degre;  si  <fx  est  d*un  degre  quelconque  inferieur  k  celui  du  deno- 
minateur  Fx^ie  coefficient  a  est  nul ,  et  il  vient 

(b)  y.r_y 

^  ^  Fx'^  ^{x^a)F'a 

Gest  la  formule  connue  pour  la  decomposition  d*une  fraction 
rationnelle  en  fractions  simples. 

II. 

527.  Le  theor^me  general  d*oili  nous  venons  de  deduire  ces 
formules,  est  susceptible  d'une  autre  interpretation  analytique. 

Prenons  Tequation  (i)  entre  m  points  a,  by  Cy  . , .  et  (m  —  i) 
points  nty  ny  py  . . . ,  et  represcntons  par  les  memes  lettres , 
respect! vement,  les  distances  de  ces  points  a  une  origine  com- 
mune ;  Tequation  devient 

(fl  — iw)(fl-^7i)(fl— y?)...      [b^m){b'^n){b  _ 
[a-^b)(a  —  c){a--dY.,(b  —  c)[b-^d)[b^e).,,  ' 

ou 

^{a  —  m)(a  —  n){a  --^  p). . ,  _ 
^(a  — 6)(a  —  c)(a  — *~  ' 
Supposonsy  comme  precedemment ^  que  Oy  by  Cy  .  .  .  soient 
les  racines  d'une  equation  Fx  =0  du  degre  /» ,  et  m ,  77 , . . .  les 
racinesd*une  equation  ^x^od'un  degre  moindre  d'une  unite; 
on  aura 

Fx  =  A:c"-f-Ba?»-'-|-  . . .  =  A(x  — —       .  . 
ffx  =  ^x^"*  -h  7^-*-h  ...  =  6(jc  —  m){x  —  /!)..• 

d'oii 

—  m)  (a  —  Ai)  . . .  = > 


6 
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er  Tequation  devient 

Si  Ton  y  suppose  6  =  0,  auquel  cas  la  fonction  f  x  est  d'un  degre 
quelconque  inferieur  k  {m  —  i),  il  vient 

w 

C*est  la  forraule  d'Euler.  EHe  repond  k  Tequation  (2,  319)  entre 
deux  systemes  de  points.  On  y  pent  snpposer  que  ffx  soit  du 
degre  o ,  et  Ton  en  conclut 

S!I8.  Ces  considerations  par  lesquelles  on  raf  tache  ces  formules 
d^analyse  h  une  meme  proposition  de  geometrie  dont  elles  sont  des 
expressions  differentes,  montrent  qu*^  part  la  derni^re,  qui  ne 
conoeme  qu^une  seule  fonction ,  elles  ont  toutes  la  m^roe  etendue  y 
et  que  Ton  peut  passer  de  Tune  k  Tautre  indifTeremment.  Et  en 
efTet,  on  passe,  comme  on  sait,  tr^ -facilement  de  Tequation  (c) 
a  Tequation  { ^ )  (*). 

III.  Atttres  formules  dans  lesquelles  fx  est  d'un  degrd  sup^rieur 
h  celai  de  Fx. 

3d9.  Soient  les  deux  polyn6mes 

Fx  =  Bx"-' H- Cx*-»-|-  . . . , 

On  veut  decomposer  le  rapport  ^  en  fractions  dont  les  denomi- 

Fx 

nateurs  soient  tous  du  premier  degre. 

Que  Ton  concoive  un  premier  syst^m'e  de  1)  points  a, 

by  . .  .y  x'y  X9  et  un  second  syst^me  de  m  points  m ,/?,...  ;  on 


O  Voyez,  par  exemple,  le  Journal  de  MatMmatiques  de  M.  LiouYille, 
tome  XI  y  page  46a  ^  ann^o  1846. 
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aura  la  relation 

am, an.. .  j/ot . a/n . . .       xm ,xn, .  . 

ab.ac  —  ax\ax  xfx.x'a,,.      xa.xb.,,xx'  '* 

El,  par  consequent,  en  regardant  a,  6, .  • x^,  x  et      n^, . 
comme  des  quantites , 

{«- 6)...  (fl-a/)(a-^)  "t*(x'-a?)(ar' 

{x  —  m)(x^n)...  _ 
{x^a)(x^b)...{x'^x')~  ' 

Supposons  que  a ,  ^ ,  . .  soient  les  (m  —  i)  racines  de  Tequa- 
tion  Fx  =z  Oy  et  m ,  /I ,  celles  de  ^equation  ^ =  o ;  Te- 
quation  precedente  deviendra 

B  ffa  B      (px'  B       f  JT 

ou 

Fx~"Far'^^       ^  Lb     -^{a  —  x')  (a  ^  x)  F'lf  J 

Gette  formule  satisfait  k  la  question ;  x'  est  un  nombre  arbi- 
traire.  Si  I'on  suppose  x'  =:  o  i  il  vient 

fx  <fO        Fa      V  __y^___ 

Fi""Fo"*"^LB"*'w2rffl(x  — a)F'fl 

550.  Si  f  xest  du  degre  (m i),  comme  Fx,  a  sera  nul,  et 
I'equation  se  reduit  k 

Fx     Fo        -^a(x— a)F'«" 
Or ,  d*apres  la  formule  (a),  on  a 

Fx^B"*"-^(x-^«)rfl' 

Done 

1-4-  V     y^     —  y^  _i_  yg 


I 


ou 


ou  en6n 
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2yg  /   ^\   fo   € 

(x—a)ra  V     a/  ~"  Fo  B' 

^    fa   6  fO 

2d  «Fa'~B""Fo* 


,    -     .      Fx     Cx"-»+ Djf-^-l- 
531.  DccomposoDs  la  fraction  —  = 


fX        ax*-h  6a:*-'H-.  .  . 
en  fractions  dont  les  denominateurs  soient  du  premier  degre.  . 

Goncevons  {m  + 1)  points  a,  6,  . .  ^  x"^  x'^  x ^  et  m  points 
nty  n,  . . . ,  on  aura  Pidentite 


x'm.x'n. 


ah ,ac, .  ,ax^' ,ax\ax         '      x" of  x" x ,x" a. ,  . 

x^m .  x'n ,  • .  xm .  xn . .  . 

j/x , x^a . .r' A . . . j/x"     xfl  xb,., xx" ,xx'     ^ ' 

£t7  par  consequent,  en  designant  par  les  m^mes  lettres, 
a ,  ^ ,  •  •  M  ^  x',  X  et  m ,  /I , . .  .  les  distances  de  ces  points  k  une 
origine  commune , 

 (fl— —  Tl)...  ^^^^ 

(a  —  ft)  (a  —  c).  .  .  (<i  —  x")  [a  —  x')  (a  —  x) 

 {x"-'m){x"  --n)..,  

-        (x"  —  x')  (x"  —  x)  (x"  —  ^i)  (x"  —  6) .  .  . 

 (x^-/w)(y--/i)   

■^(x^— x)(x'-a)(x'— ft)...  (x'  — x")  • 

^  (x  —  m)(x— /!)...  

(x  —  «)  (jf — ft)...(x  —  x")  (x  —  x') 

Supposons  que  les  quantites  du  premier  syst^me  ft, . . .  moins 
x",  x^  etx  soient  les  racines  de  I'equation  Fxz=o,  et  que  les 
quantites  du  second  syst^me  m ,  /t , . . .  soient  les  racines  de  Te- 
quation  ^ x  =  o;  on  aura 

Fx  =  Cx*-'-hDx"-^-h...  =C(x  — a)  (x  — ft)..., 

^x  =  ax* 6x*-'  -f-.  .  .     =a(x  —      (x — /i).... 
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£t  Tequation  devient 

C  fa   .  C  yx-- 

.C  yx^   ,  C  ffx  

a  (a:'— «")  (x'— x) Fx' a  (x  —  ^r'')  (x  —     )  Fx  "~  ' 

d'ou 

^x   a  ,    .  (x  —  x")  ^x'       (x  —  x')^x" 

—  _-(x-x  J (X-: X  j  +  Fx'      (x"-  x')  Fx'' 

-(X-X^)(x-X')2(^_^„)(^j[yj(^_jp)p,^- 

Gette  fonnule  satisfait  k  la  question.  Les  deux  constantes  x',  x" 
sont  arbitraires. 

On  voit  comment  on  operera  dans  le  cas  ou  ^  x  restant  du  de- 
gre  m  ,  Fx  serait  du  degre  (m  —  3),  ou  ( m  —  4)>  Nous  n'a- 
vons  pas  besoin  .de  faire  reroarquer  qu*il  entre  toujours  dtns  le 
developpement  de 

If 

autant  de  quantites  arbitraires  .1/,  x'% . . .  quUl  y  a  d'unites  dans 
la  difference  des  dcgres  des  deux  polyn6mes  <px  el  F.r. 
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CHAPITRE  XVII. 

DIVERS  MODES   DE   DESCRIPTION  d'uNE  DROITE   PAR  POIDTS. 

  SYSTEMS  DE  DROITES   PASSANT   TOUTES   PAR  UN  MtME 

POINT. 


§1.  —  Description  d'une  droile  par  points, 

332.  Le  th^reme  relatif  k  deux  faisceaux  homographi- 
ques  qui  ont  deux  rayons  homologues  coincidents  (105), 
et  la  propriete  de  deux  divisions  homographiques  faites 
sur  deux  droites  dont  le  point  de  rencontre  est  la  reunion 
de  deux  points  homologues  (103),  donnent  lieu  a  diverses 
propositions  interessantes ;  et  quoique  plusieurs  soient 
connues  et  fort  anciennes,  nous  allons  les  reproduire  ici,  k 
raison  de  Textr^me  facility  avec  laquelle  elles  d^rivent  na- 
turellement  des  th^ries  pr^^dentes. 

333.  tltant  donnes  uti  angle  et  deux  points  O,  O'  en 
ligne  droite  auec  son  sommet,  si,  autour  d'wi  point  fixe  p 
on  fait  toumer  une  transversale  qui  rencontre  les  cdtes 
de  Vangle  en  a  et  a',  le  point  de  concours  m  des  deux 
droites  Oa,  O'a'  engendrera  une  dmite  {fig.  44)« 

En  effet,  les  poiiits  a^  a'  forment  sur  les  deux  droites  SA, 
SA'  deux  divisions  homographiques  (102)-,  les  rayons  Oa, 
O'a'  forment  done  deux  faisceaux  homographiques.  Mais 
le  point  S  est  la  reunion  de  deux  points  de  division  homo- 
logues ;  les  deux  faisceaux  ont  done  deux  rayons  homologues 
coincidents  suivant  la  droite  OO'.  Done  leurs  rayons  homo- 
logues se  coupent  deux  a  deux  sur  une  droite  (105). 

c.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  La  droite  lieu  du  point  m  passe  par  le 
point  n  intersection  de  SA  et  pO\  et  par  le  point  p  inter- 

i6 


TRAIT6  DE  G^.OMETRI£  SUPtRIEURE. 
section  de  SA'  el  pO;  il  en  resulte  que  la  figure  presente 
un  hexagone  pOaSa'O'  inscrit  aux  deux  droites  paa!  et 
OSO'  et  donl  les  trois  points  de  concoui's  des  c6tes  opposes 
sont  m,  71,  p.  Or,  d'apr^s  le  ih^reme,  ces  troi9  points 
son  I  en  ligne  droite-,  on  retrouve  done  la  propriety  de 
ITiexagone  inscrit  a  deux  droites,  deji  d^montree  directe- 
meni(109)(*). 

334.  Siy  autour  rVun  point  fixe  p  on  fait  tourner  une 
transi^ersale  qui  rencontre  deux  droites  fixes  en  deux 
points  a ,  a',  et  que  de  deux  autt^s  points  fixes  P,  P',  en 
ligne  droite  avec  le  premier,  on  mine  des  rayons  a  ces 
deux  points  respectiuement ,  le  point  d' intersection  de  ces 
deux  rayons  decrira  une  ligne  droite  passant  par  le  point 
de  concours  des  deux  droites  fixes  : 

En  effet,  les  deux  points  a,  a'  {fig.  45)  marquent  sur 
les  deux  droites  deux  divisions  homographiques  (102) ,  par 
consequent  les  deux  rayons  Va^  P'a'  forment  deux  fais- 
ceaux  homographiques.  Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons 
coincidents  suivant  la  droite  PP'.  Done  leur  point  d'inter- 
section  d^crit  une  ligne  droite  (105)^  et  cette  droite  passe 
par  le  point  d'interseclion  des  deux  SA ,  SA',  parce  que 
deux  rayons  homologues  passent  par  ce  point. 

C.  Q.   F.  D. 

Remarque,  —  Les  deux  rayons  Pa,  Pa'  rencontrent  les 
deux  droites  SA',  SA  respectivement  en  deux  points  a,  a', 
et  la  droite  aa!  tourne  autour  d*un  point  fixe  R  situe  sur 
la  droite  joPP'.  Car  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homographiques  dans  lesquelles  le  point  S  represente  deux 
points  homologues  coincidents  (102).  Cons^uemment ,  les 

('^)  Ge  tbtorime,  sons  un  <'noncd  different,  so  troaTe  dant  les  CoUee* 
tions  mathemaii^ues  dc  Pappus  (liv.  VII,  prop.  i38,  189,  141,  143)9  au 
nombrc  des  icmmes  qui  se  rapporlent  aux  porisraes  dTuclide.  Cette  re- 
marque  est  due  k  M.  Poncelet  (Voir  TraitS  des  Propri^tes projectiles  des 
figures;  page  90.) 
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droites  aa  concourent  en  un  m^me  point  (103) ;  et  ce  point 
est  snr  la  droite  pPP',  parce  que  celte  droite  est  elle-m^me 
une  des  positions  de  la  ligne  aot'. 

335.  On  pent  considerer  qae  les  trois  droites  qui  tour- 
nent  autour  des  trois  points  fixes  p,  P,  P'  forment  un  tri- 
angle ama'  dont  les  deux  sommets  a,  a'  glissent  sur  deux 
droites  fixes  ^  le  troisieme  m  ddcrit  aussi  une  droite.  Sous 
ce  point  de  vue,  le  tli^orime  s^etend  k  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  c6t^s ,  ainsi  qu'il  suit : 

iltcuit  donne  un  polygone  den  cdteSy  si  on  le  deforme 
en  Jiusant  toumer  tons  ses  cdtes  autour  d'autant  de  poles 
situes  en  Hgne  droite,  de  mani^re  que  tous  ses  sommets ^ 
moins  un,  glissenl  sur  des  divites fixes ;  le  dernier  som^ 
met  decrira  une  ligne  droite;  et  2°  le  point  de  concours 
de  deux  cdtes  quelconques  non  contigus  decrira  aussi  une 
droite. 

Soient  a',  a'\.,.^  a„  (Jig-  46)  les  n  sommets  du  poly- 
gone dont  les  n  c6tes  a„a,  aa\...  tournent  autour  de  n 
p6les  fixes  P,  P',  P",...  situes  en  ligne  droite,  tandis  que 
ses  (n — 1)  premiers  sommets  a,  a',.-«  glissent  sur  [n  —  i) 
droites  A,  A',...;  je  dis  que  le  dernier  sommet  a„  decrit 
une  ligne  droite ,  et  que  le  point  de  concours  de  deux  cotes 
quelconques,  tels  que  aa'  et  a" a"\  decrit  aussi  une  Ugne 
droite. 

En  effet,  deux  c6tes  consecutifs,  tels  que  aa'  et  a'a"^ 
qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  P ,  P',  forment 
deux  faisceaux  homographiques ,  puisque  leur  point  d'in- 
tersection  glisse  sur  la  droite  A'  \  et  dans  ces  deux  faisceaux 
la  droite  PP'  est  un  rayon  commun  (104).  Pareillement, 
le  c6le  suivant  a"  a'"  forme  autour  du  point  P"  un  faisceau 
homographique  a  celui  formd  autour  du  point  P',  et,  par 
consequent,  a  celui  form^  autour  du  point  P^  et  ainsi  suc- 
cessivement  des  faisceaux  formes  par  les  cotes  suivants.  De 
sorte  que  deux  c6t^s  quelconques  forment,  en  tournant 

16. 
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autour  de  Icurs  deux  p6les  fixes,  deux  faisceaux  homographi' 
ques dans  lesquels  la  droite  PP'P'^..  est un  rayon  commun. 
Done  Hntersection  de  ces  deux  c6t^s  d^crit  une  ligne  droite. 
Ce  qui  d^montre  les  deux  parties  du  th^rime  (*). 

§  II.  —  Propositions  elans  lesqueUes  on  considere  des 
droites  concourantes  en  un  mdme  point. 

336.  iltant  donnc  an  angle  ASA^  (fig*  47)}  autour 
de  deux  points  fixes  O,  O',  en  ligne  droite  as^ec  son  som^ 
met,  on  fait  tow  ner  deux  rctfons  dont  le  point  de  con- 
cours  m  glisse  sur  une  droite  fixe  L ,  la  droite  qui  joindra 
les  points  de  rencontre  a ,  a'  des  deux  cotes  de  V angle 
par  ces  deux  rayons,  respectiv^ement ,  passera  toujours 
par  un  m^me  point  fixe. 

En  eflet,  les  deux  droites  Om,  O'/n  forment  deux  fais- 
ceaux homograpbiques  dont  deux  rayons  homologues  coin- 
cident suivant  00'  (i04>)  ^  par  consequent,  les  deux  points 
fl,  a'  marquent  sur  les  deux  droites  SA ,  SA'  deux  divisions 
homographiques  qui  ont  deux  points  homologues  comci- 
dents  en  et,  par  suite,  les  droites  aa'  vont  concourir  en 
un  m^me  point  (103).  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Ce  th^ordme  aurait  pu  se  conclure  im- 
m^iatement  de  la  proposition  (333)  dont  il  est  la  reci- 
proque  (**). 

(*)  Ce  thdordme  a  ^l^  connu  det  A.ncienB;  on  le  trouve  enonce  dans  le 
septiimelivre  des  Collections  mathSmatitfues  de  Pappus,  aii  sujet  du  Traiie 
des  Porismes  d^Euclide.  11  paratl  que  ce  Traite  conteiiait  seulomcnt  l«  cas 
«iu  triangle;  car  Pappus,  aprds  avoir  enonce  le  cas  general  d'un  polygone 
quelconque,  sgoute :  <f  11  nW  pas  vraisemblable  qu^EucIide  ail  ignore  ceite 
u  extension,  mais  il  aura  voulu  sculement  en  poser  les  principes.  Car  on 
»  reconnatt  dans  tous  ses  porismes,  quMI  n^a  eu  en  Tne  que  dc  repandre 
»  des  princi|>es  et  le  germe  d^une  t'onle  de  proposilioos  utiles  el  impor- 
»  tantes.  »  (  Voir  Traite  des  Proprietes  pvojectives;  page  sgS.) 

(  **)  Ces  deux  propositions  ont  leurs  analogues  dans  Pespace ,  dont  voici 
Penonce : 

tltant  donnas,  dans  Vespace,  un  triangle  et  un  angle  iriedre  ay  ant  son  som- 
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337.  Si  les  trois  sommets  fT im  triangle  glissent  sur  tmis 
droites  fixes  concouiwiles  en  un  meme  pointy  tandis  que 
deux  de  ses  cdtes  tournent  autour  de  deux  points  fixes, 
le  troisieme  c6te  tournera  autour  d'un  troisieme  point fixe 
en  Ugne  droite  ayec  les  deux  premiers. 

Son  a  a*  a"  (fig»  48)  triangle  dont  les  trois  sommets 
glissent  sur  les  trois  droites  SA,  SA',  SA'^,  pendant  que  ses 
deux  e6tes  aa'^  aa"  tournent  autour  de  deux  points  fixes 
P,  P';  je  dis  que  le  troisieme  c6te  a' a"  passe  toujours  par 
un  m^me  point  situe  sur  la  droite  PF. 

En  effet,  les  deux  droites  Pa,  Va  forment  deux  fais- 
ceaux  homographSques ,  puisqu^elles  se  coupent  sur  la 
droite  SA.  Done  les  points  a'^  a"  qu'elles  marquent  sur  les 
deux  droites  SA',  SA'^  forment  deux  divisions  homogra- 
phiqnes.  II  est  evident  que  le  point  S  est  la  reunion  de  deux 
points  homologues  de  ces  deux  divisions.  Done  la  droite 
a*  a"  passe  par  un  point  fixe  (103).  Ce  point  est  situ^  sur 
la  droite  PP',  parce  que  cette  droite  est  une  des  positions 
de  la  droite  d  a",  Le  th^oreme  est  done  demontr^. 

Remarque,  —  Ce  th^or^mc  peut  etre  consider^  comme 
la  reciproque  du  th^reme  (334) ,  et  s'en  conelure  sans 
une  nouvelle  demonstration,  II  s'^tend  a  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  c6tes ,  comme  il  suit. 

338.  Etant  donne  un  polygone  de  n  cdtes ,  si  on  le 
deforme  en  faisant  glisser  ses  n  sommets  sur  des  droites 
concourantes  en  un  m^me  pointy  tandis  que  (n  —  i)  de 


met  situd  dans  le  plan  de  cette  figure,  si  de  chaque  point  d*un  plan  fixe  on 
m^ne  trois  plans  passant  par  les  trois  cotis  du  triangle,  lesquels  rencontre^ 
ront,  respectivement ,  les  trois  arites  dt  V angle  triedre ,  en  trois  points,  le 
plan  determine  par  ees  trois  points  passera  toujours  par  un  meme  point, 

Ei  reciproquement ,  si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  un  plan  trans^ 
versal  qui  rencontre  les  trois  ardtes  de  I'angle  triedre  en  trois  points ,  et  que 
par  ces  points  on  mdne  trois  plans  passant,  respectivement,  par  les  cotes  du 
triangle ,  le  point  d* intersection  dc  ces  trois  plans  decrira  un  plan- 
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s€s  cotes  tourneht  autour  de  {n  —  i )  points  fixes  piis  arbi-- 
trairvmenty  le  n**"**  cote  du  poly  gone  toumera  autour 
d'un  point  Jixe,  ainsi  que  chacune  de  ses  diagonalcs. 

Soit  aa'a"a"'...  {Jig.  49)  le  polygene  donl  les  sommets 
a,  a',  a'',...  glissent  sur  des  droites  A  ,  A',  A'',.-  toules 
concourantes  en  un  m^me  point  S,  pendant  que  ses  (n  —  i) 
cdles  aa',  a*a"^  a"a'"^...  tournent  autour  des  points  P, 
P',  P'',.-'  pri*  arbitrairement.  Je  dis  que  le  dernier  cdte 
aa„  passera  toujours  par  un  m^me  point ,  el  qu'il  en  est 
de  m6me  de  chacune  des  diagonales  lelles  que  a'a^"^  etc- 

En  elfet,  deux  points  contigus  a',  a"  marquent  sur  deux 
droites  SA',  SA"  deux  divisions  homographiques  donl  le 
point  S  est  un  point  commun,  puisque  le  c6te  a' a"  tourne 
autour  d'un  point  P'  (102).  Pareillement  le  point  suivant 
a'"  marque  sur  la  droite  SA"^  une  division  qui  est  homo- 
graphique  ^  la  division  marqu^  sur  A^',  et,  par  conse- 
quent, k  celle  marquee  sur  la  droite  A';  et  ainsi  de  suite. 
Done  deux  sommets  quelconques  forment  sur  les  deux 
droites  qu'ils  parcourent  deux  divisions  homographiques 
qui  ont  un  point  commun  en  S ,  point  de  concours  de  ces 
droites.  Done  la  droite  qui  joint  ces  deux  sommets  tourne 
autour  d'un  point  fixe;  ce  qui  d^montre  les  deux  parlies 
du  thtorime. 
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CHAPITRE  XVllI. 

PHOPRltTtS  »U   QTADRILATERE  RELATIVES  A  L*INVOLtTIOK 
ET  A  LA  DIVISION  HARMONIQUE. 

I. 

339.  Toule  transuersale  menee  rians  le  plan  d*un  qiui- 
fln'laiere  rencontre  ses  qnatre  cStes  ft  ses  deux  diagonales 
en  six  points  qiiisont  en  m^olution, 

SoUABCD  le  quadrilat^re  (yifg-.  5o).  Uiie  transversale  L 
rencontre  en  a  et  a'  les  deux  c6i&  opposes  A 13,  CD;  en  h 
et  b'  les  deux  autres  c6t^s  AD,  BC;  et  en  c  et  c'  les  deux 
diagonales  AC,  BD.  Les  six  points  a';  et  c,  c', 
Gonjugues  deux  a  deux,  sont  en  involution. 

En  eflet,  les  quatre  droites  issues  du  sommet  A,  savoir, 
A6,  AC,  AD  et  Ac'  rencontrent  la  diagonale  BD  aux 
m^mes  points  que  les  quatre  droites  issues  du  sommet  C, 
CB,  CA,  CD  et  Cc^  Le  rapport  anharmonique  des  quatre 
premieres  est  done  egal  a  celui  des  quatre  autres.  Conse- 
quemment  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a , 
c,  b^  c\  dans  Icsquels  les  quatre  premieres  droites  ren- 
contrent la  transversale  L,  est  egal  a  celui  des  quatre  points 
b\c^a\c'^  dans  lesquels  les  quaire  autres  droites  ren- 
contrent la  m^me  transversale. 

On  pent  clianger  Tordre  de  ces  quatre  dcrniers  points  et 
^rire  a',  c\  i',  c  (41 ).  Or  ces  quatre  points  compares  aux 
quatre  premiers  a,  e,  c',  un  a  un  respectivement,  don- 
nent  les  trois  systemes  ^i,  i'  el  <?,  c'.  Et  piiisque  le 

rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  6,  c,  c'  est 
^gal  a  celui  des  quatre  points  correspondants  a\  h\  c\  c. 


V 
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on  en  concliit  que  ces  trois  systimes  des  deux  points  a,  a^; 
ei  Cy  c'  forment  une  involution  (182).      c.  q.  f.  p. 

340.   G)NSTR1ICTI01i  DU  SIXIEME  POlUT  d'uWE  IWVOLBTION. 

—  Le  th^rime  (339)  peut  servir  pour  determiner  par  de 
simples  intersections  de  lignes  droites  le  sixiime  point  fbr- 
mant,  avec  cinq  points  donnas,  une  involution.  En  eflet, 
soient  b^V\  c^c'  deux  couples  de  points  conjugu^s ,  et  a 
le  cinquiime  point  dout  11  s'agit  de  trouver  le  conjugu^  of. 
On  mine  par  le  point  a  une  droite  indefinie  sur  laquelle  on 
prend  arbitrairement  deux  points  A,  B.  Les  droites  Kh, 
Ac  rencontrent,  respectivement ,  les  droites  Be',  Bi'  en 
deux  points  D,  C  ^  et  la  droite  CD  determine  le  point  a^ 

34-1 .  Dans  tout  quctdrilalere ,  les  deux  ddagonales  di- 
vnsent  harmoniquement  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  cotes  opposes, 

Cette  proposition  est  une  consequence  du  thtorime  pre- 
cedent^ il  suffit  de  prendre  pour  la  transversale  L  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  c6tes  opposes;  chacun 
de  ces  deux  points  est,  dans  Tin  volution,  un  point  double. 
Us  divisent  done  harmoniquement  le  segment  compris  entre 
les  deux  diagonales.  Du  reste,  la  demonstration  du  theo- 
rime  general  s^applique  d'elle-m^me  a  ce  cas  particulier. 

Observation,  —  On  peut  dire  aussi  qu^une  diagonale  est 
divis^e  harmoniquement  par  I'autre  diagonale  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  cdt^s  opposes. 

342.  Construction  du  quatriIsme  harmonique  a  trois 
POINTS  DONNAS.  —  La  propositloH  pr^c^dente  peut  servir 
pour  trouver,  par  de  simples  intersections  de  lignes  droites , 
le  quatriime  harmonique  a  trois  points  donnes.  Aiusi  E , 
F  et  h  {Jig'  5i)  etaut  les  irois  points  donnes,  on  veut  de- 
terminer le  point  g  conjugue  harmonique  de  h  par  rapport 
aux  deux  F,  F.  On  mow  par  levs  points  F,  F  deux  droites 


TRArrt  DE  G^OM^TRIE  SUP^WEURE.  249 
qiielconques  EC ,  FC  i  par  Ic  point  k  une  transversalc  qui 
rencontre  ces  deux  drones  en  D  et  B;  puis  les  deux  diago- 
nales  FD,  EB  qui  se  coupent  en  A;  et  enfin  la  droiteCA 
qui  determine  le  point  g  {*)» 

II. 

343.  Les  SIX  droites  menees  d*un  m^me  point  aux 
quatre  sommets  ct  aux  points  de  concours  des  cdtes  oppo- 
ses d^un  gnadi ilatere,  forment  un  faisceau  en  immolation. 

Soit  ABCD  le  quadrilatire  (Jig.  5^)  ^  E,  F  les  points  de 
concours  de  ses  c6tds  opposes  \  O  le  point  d'ou  Ton  m^ne 
les  six  droites  OA ,  OB,  etc.  La  droite  OE  rencontre  les 
deux  c6tds  opposes  AD,  BC  en  deux  points  e,  e'^  de  sorte 
qu  on  a  sur  ces  c6tds  deux  series  de  quatre  points  A ,  D,  e , 
F  et  B,  C,  e',  F  dont  les  rapports  anharmoniques  sont 
egaux ,  puisque  les  trois  droites  AB ,  DC ,  ee'  concourent  au 
m^me  point  E.  II  s'cnsuil  que  les  quatre  droites  OA,  OD,  OE, 
OF  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
droites  OB,  OC,  OE,  OF.  On  peut  changer  Tordre  de 
celles-ci  et  ^crire  OC,  OB,  OF,  OE  (45) ,  de  maniere  que 
les  quatre  droites  OA ,  OD,  OE ,  OF  correspondent  une 
a  une,  respectivement,  aux  quatre  OC ,  OB,  OF,  OE.  Alors 
on  a  les  trois  systimes  de  deux  droites  conjagu^es  OA ,  OC; 
OD,  OB  et  OE,OF,  qui  sont  lelles,  que  quatre  droites 
appartenant  aux  trois  syst^mes  ont  leur  rapport  anhar^ 
monique  egal  a  celui  des  quatre  droites  conjugu^es.  Done 
les  six  droites  formcnt  une  involution  (243).     c.  q.  f.  p. 

^utrement.  La  proposition  se  peut  conclure  directement 
du  thforeme  (339);  et  reciproquement. 

En  eflel,  les  deux  droites  OA  ,  OB  donnent  lieu  au  qua- 
drilaiire  OAFB  dont  I'cs  deux  diagonales  sont  OF,  AB.  La 


La  theorie  des  sections  conif|uo«  nous  ofTrira  cliflTcrenles  aulrcs  ma- 
nicrcs  dc  coiistriurc  le  quatridme  point  d'^uao  proportion  harmoniqua. 
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droite  DC  coupe  les  quatre  c6tes  et  les  deux  diagonales  dc 
ce  quadrilatere  en  six  points  qui  sont  en  involution  (339). 
Done  les  six  droites  OA,  OC^  OB,  OD  et  OE,  OF,  qui 
passent  par  ces  six  points,  sont  elles-mAmes  en  involu- 
tion, c.  Q.  r.  p. 

344.  CoROLLAiRB.  —  Le  point  O  peut  6tre  a  Tinfini. 
alors  les  six  droites  menses  par  les  sommets  et  les  points 
de  concours  des  cotes  opposes  du  quadrilatere  sont  paral- 
liles^  mais  elles  rencontrent  toujours  unc  m^me  droite  en 
six  points  en  involution.  Nous  dirons  done  que :  Les  pro- 
jections des  quatre  sommets  et  des  deux  points  de  concours 
des  cdtes  opposes  d'un  quadrilatere,  sur  une  droite^  sont 
six  points  en  inv^olution . 

345.  Supposons  que  le  point  par  lequel  on  mene  des 
droites  aux  sommets  et  aux  points  de  concours  des  c6tes 
opposes  d'un  quadrilatere  soit  uu  des  points  dUntersection 
des  deux  circonferences  de  cercle  decrites  sur  les  deux  dia- 
gonales, comme  diametres*,  les  droites  menees  de  ce  point 
i  chaque  couple  de  sommets  opposes  seront  rectangulaires^ 
ils'ensuit  que  les  deux  autres  droites  de  Tinvolution  se- 
ront aussi  rectangulaires  (246) ,  et ,  par  consequent,  que  la 
circonference  d^crite  sur  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  c6tes  opposes ,  comme  diametre ,  passera  par 
les  m^mes  points  que  les  deux  autres  circonferences.  On  a 
done  ce  theorime : 

'  Les  trois  circonferences  de  cercle  qui  ont  pour  diametres 
les  diagonales,  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  cdtes  opposes  d'un  quadrilatere,  ont,  toutes  trois,  les 
mdmes  points  d* intersection. 
Et,  par  consequent: 

Les  points  milieux  des  deux  diagonales  d'un  quadrila- 
tere et  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  cdtes  opposes  sont  en  ligne  droite* 
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Ce  second  th^rime  sera  d^montre  plus  loin  d'une  ma- 
niere  plus  directe,  et  comme  cas  particulier  d'une  autre 
proposition  (349). 

346.  Dans^tout  quadrilatirey  les  deux  diagonales  et 
les  droiies  menees  de  leur  point  de  rencontre  aux  points 
de  concours  des  cdtes  opposes  forment  un  faisceau  har- 
monique. 

Get  proposition  resulte ,  conune  cas  particulier,  du  th^o- 
r^me  g^n^ral  (343),  et  se  d^montre  aussi  directement ,  de 
la  m^me  maniire. 

On  pent  encore  la  conclure  du  th^rime  (341).  Car, 
puisque  les  deux  points  h  (fig-  5i)  divisent  harmoni- 
quement  le  segment  EF,  les  deux  droites  ig^  ih  sont  conju* 
gn^es  harmoniques  par  rapport  aux  deux  droites  lE,  i  F; 
ce  qui  exprime  le  th^orime. 

III. 

347.  iltant  pris  arbitrairement  un  point  P  dans  le  plan 
d'un  quadrilatere,  les  polaires  de  ce  point  rdatis^es  aux 
trois  angles  dont  I'un  est  forme  par  deux  cdtes  opposes 
du  quadrilaterei  le  second  par  les  deux  autres  cdtes  op^ 
poses y  et  le  troisikme  par  les  deux  diagonales,  ces  trois 
droites y  dis-je,  passent  par  un  niSine  point  P'. 

Nous  appelons  polaire  d^un  point  P,  re^lative  a  un  angle, 
la  droite  conjuguee  hartnonique  de  celle  qui  joint  le  point  P 
au  sommet  de  Tangle,  par  rapport  aux  deux  c6t^  de 
cet  angle  (79). 

Soit  ABCD  [fig.  Si  his)  le  quadrilatire,  et  P'  le  point  de 
rencontre  des  polaires  du  point  P  relatives  aux  deux  angles 
AE6,  AFD  formes  respectivement  par  les  deux  couples  de 
c6te8  opposes.  Je  dis  que  la  polaire  relative  k  Tangle  DGC 
des  deux  diagonales  passe  par  ce  point  P'.  En  effet ,  la  droite 
PP'  rencontre  les  quatre  c6t^s  et  les  deux  diagonales  du 
quadrilatire  en  six  points  qui  sont  en  invdlution  (339). 
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Or  Ics  deux  points  P,  P'  sont  conjugu^s  harmoniqoes  par 
rapport  aux  deux  points  appartenant  aux  deux  premiers 
c6tes  opposes,  et  par  rapport  aux  deux  points  appartenant 
aux  deux  autres  cdt^s  opposes ,  puisque  P'ySst  en  meme 
temps  sur  les  deux  premieres  polaires.  Doncles  deux  points 
P,  P'  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  (205)  ^  done  ils 
divisent  harmoniquement  le  segment  compris  sur  la  trans- 
versale  entre  les  deux  diagonales ;  done  le  point  P'  appar- 
tient  a  la  polaire  du  point  P  relative  a  ces  deux  diagonales. 
Le  th^r^me  est  done  demon tre. 

348.  CoROLLAiRE.  —  Si  Ic  point  P  est  a  Tinfini  sur  une 
droite  meuee  arbitrairement  dans  le  plan  du  quadrilat&re, 
sa  polaire  par  rapport  a  deux  c6t^s  opposes  passera  par  le 
milieu  du  segment  intercept^  sur  cette  droite  entre  les  deux 
c6tes  (80)  on  en  conclut  ce  theorimc  : 

Tine  transversale  etant  tracee  dans  le  plan  d'un  qua- 
drilaterej  la  droile  menee  du  point  de  concours  de  deux 
cdtes  opposes  an  point  milieu  du  segment  intercepte  sur 
la  transuersale  entre  ces  deux  cdtes ^  la  droite  menee  sem- 
blablement  du  point  de  concours  des  deux  autres  cdtes  au 
point  milieu  du  segment  compris  sur  la  transversale  entre 
ces  deux  cdtes ;  et  en/in  la  droite  menee  du  point  de  ren- 
contre des  deux  diagonales  au  point  milieu  du  segment 
compris  entre  ces  deux  droites;  ces  trois  droiies,  dis-je, 
passent  par  un  m^me  point, 

IV. 

349.  £tant  donne  un  tfuadiilatere,  si  Von  mene  une 
trans\fersale  qui  rencontre  ses  deux  diagonales  ct  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  cdtes  opposes  y  et  qu'on 
prcnne  sur  ces  trois  droites  les  points  qui,  avec  la  trans^ 
uersale,  les  divisent  liarmoniquement ,  ces  points  seront 
en  ligne  droite, 

Soient  g^  h ,  i  [fig,  53)  les  trois  poinls  provenant  de  Tin- 
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tersectioD  des  deux  diagonales  AC,  BD  et  de  la  droite  EF 
par  une  transversale  L ;  et  soient  g\  A',  V  les  conjugu^s 
harmoniques  de  ces  trois  points  par  rapport  aux  trois 
droites  AC ,  BD ,  EF,  respectiveinent.  Je  dis  que  les  trois 
points  h\  a  sont  en  ligne  droite.  En  efTet,  soit  O  le 
point  de  rencontre  de  la  droite  g^h'  et  de  la  droite  L.  Les 
droites  men^  de  ce  point  aux  quatre  sommets  et  aux  deux 
points  de  concours  des  c6t^s  opposes  du  quadrilatire  sont 
en  involution  (343),  Or  les  deux  droites  Og^,  Og''  sont  con- 
jugu^s  harmoniques  par  rapport  aux  deux  OA,  OC,  parce 
que  les  points  g  et  divisent  harmoniquement  la  diago-* 
nale  AC  \  elles  le  sont  aussi  par  rapport  aux  deux  OB,  OD, 
par  une  raison  semblable.  Done  elles  le  sont  aussi  par  rap- 
port aux  deux  autres  droites  de  Tinvolution ,  OE,  OF  (244). 
Mais  la  premiere  passe  par  le  point  i\  done  la  seconde 
passe  par  le  point     Ce  qui  d^montre  le  th^reme. 

CoROLLAiRE.  —  Si  la  droite  L  est  a  Tinfini ,  les  points 
g^,  h\  i*  seroni  les  milieux  des  droites  AC,  BD,  EF;  par 
consequent :  Dans  tout  quadrilatkrcy  les  points  milieux 
des  deux  diagonales  et  de  la  droite  joint  les  points  de 
concours  des  cdtes  opposes  sont  trois  points  en  ligne  droite, 

C'est  le  theorime  deja  ddmontr^  par  d'autres  considera- 
tions (345). 

V. 

3S0.  Dans  un  quadrdathre^  on  pent  considerer  les  deux 
couples  de  sommets  opposes  et  les  deux  points  de  con-- 
cours  des  cdtSs  opposes  comme  formant  ttvis  couples  de 
points  en  inv^olution, 

II  exisle,  enlre  ces  six  points,  les  relations  a  six  el  a 
huil  segments,  et  plusieurs  des  equations  a  trois  termes 
qui  ont  lieu  entre  six  points  en  iwolution, 

Et  si  Von  mine  dans  le  plan  du  quadrilatere  une  ou 
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deux  droites  fixes  quelconques,  il  existera,  entre  les  dis^ 
tances  des  six  points  du  quadtilatere  a  ces  droites,  des  ref- 
lations semblables  a  celles  qui  ont  lieu  entre  six  points  en 
involution  et  un  ou  deux  points  arbitraires. 

Ces  propriet^s  tres-diverses  du  quadrilatere  r^sultent 
imm^iatemcnt  des  relations  d'involution ,  par  cette  simple 
consideration ,  que  la  projection  des  sommets  et  des  points 
de  concours  des  c6tes  opposes  du  quadrilatere,  sur  une 
droite^  donne  six  points  en  involution  (344). 

En  effet,  chacune  des  relations  d^involution  est  form^, 
en  general,  de  divers  rapports  d^  deux  segments,  et,  dans 
la  pjupart ,  les  deux  segments  de  chaque  rapport  corres- 
pondent a  deux  segments  en  ligne  droite  dans  le  quadrila- 
tere d'ou  il  resulte  que  le  rapport  des  deux  segments  en 
projection  est  egal  a  celni  des  deux  segments  appartenant 
au  quadrilatere,  et,  par  suite,  que  la  relation  des  six  points 
en  involution  s' applique  aux  six  points  du  quadrilatere. 
On  a  done  ainsi  naturellement  des  propri^tds  du  quadri- 
latere. 

II  nous  suffira  d'^noncer  ces  theoremes,  en  indiquant 
seulement  celles  des  formulas  d'involution  d'ou  ils  derivent. 

Soit  h\^ab  {Jig.  54)  le  quadrilatere ,  dont  A ,  a  sont  deux 
sommets  opposes,  B,  &  les  deux  autres  sommets  et  C,  c  les 
deux  points  de  concours  des  c6tes  opposes.  Ces  six  points 
donnent  lieu  a  des  relations  telles  que  les  suivantes  : 

I.  .   =  —          (equar.  a,  £84 ). 

AC.  Ac     flC./fc    ^  *  ^ 

II.  Ab/Bc.Cazn-^aB.bC.cA    (equat.  b), 
ou 

6th  bC  cA_ 
flC'^A'rB*"*^*' 

IIL  AB  =  AC.— -BC.^ 

ae  be  ^ 
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AC. Ac  BC.Rc 

IV.  AB  =  — r-7  s —  (220). 

Ab  Ba       ^  ^ 

BA  Ba  Bb 
Ac     aC  be 

Cette  equation  resultc  de  la  formulc  entre  quatre  points  a, 
a',  i,     et  un  point  double  e, 

17-=  —  -+-—  • 

Pour  appliqucr  cette  relation  au  quadrilat^re,  il  sufiit  de 
faire  la  projection  par  des  droitcs  parallMes  Cc,  de  ma* 
niere  a  avoir  un  point  double  en  projection. 

BA     Ba  Bb 

ou 

Br     BC  BG_ 
Ac'^«C"^6G'^'^** 

On  tire  la  premiere  de  ces  deux  equations  de  celle  qui  pre- 
cMe,  en  observant  que  la  diagonale  Bb  etant  divisee  bar- 
moniquement  en  G  el  e  (341 ) ,  on  a 

2       11  B^»  B^ 

bB'^Ve'^bG'  Te^JG^-^ 

£t  la  seconde  equation  resulte  imm^diatement  de  la  pre- 
miere. 

VII.  Designant  les  distances  des  six  sonunets  et  points  de 
concours  du  quadrilat^re,  a  une  droite  fixe  M,  par  ( A ,  M) , 
(a,  M),  etc.,  et  appelant  a,  6,  y  les  points  milieux  des 
deux  diagonales  Aa,  et  de  la  droite  Cc,  on  a  la 
relation 

{A,M)(fl,M).e7-+-(B,M)(^,  M)  7a-h{C,M)(c,  M)a6  =  o. 

En  effet,  si  Ton  projette  la  figure  sur  une  droite  perpen- 
diculaire  a  la  transversale  M,  les  distances  ou  perpendicu- 
laires  ( A ,  M) ,  etc. ,  conservent  les  m^mes  grandeurs  en 


256  TRA1T6  DE  G60MM:TRIE  SUPERIEURE. 
projection,  et  les  segments  Sy^ya^  a6  sont  proportionnels 
k  leurs  projections,  parce  que  les  trois  points  a,  y  sent 
en  ligne  droite  (349,  corol.)^  de  sorte  qu'on  retrouve  la 
relation  d^involution  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
(i ,  215) ;  et,  par  consequent,  de  cctte  relation  se  conclut 
la  proposition  actuelle. 

Vin.  CoROLLAiKE.  —  Si  la  droitc  M  passe  par  le  som- 
met  A,  le  rapport  des  distances  des  deux  points  B  et  c  a 

AB 

cette  droite  est  egal  au  rapport  —5  et  de  meme  le  rapport 

des  distances  des  deux  points  6  et  C  a  la  m^me  droite  est 

Ab  ,    .  - 

^gal  a  —  ;  de  sorte  que  Tequation  se  reduit  k 

AC  Ac  a7 

IX.  Soil  une  droite  fixe  N  ^  d^signant  par  ,  61,  y ,  ies 
trois  points  qui ,  avec  cette  droite,  divisent  harmonique- 
ment  les  deux  diagonales  Aa ,  et  la  droite  Cc  «  respec- 
tivement ,  et  appelant  n  le  point  d^intersection  de  la  droite 
^1     7i  (3-49)  par  la  droite  N  ,  on  a  la  relation 

(A,  N)(<»,  N)  "^(B,  N)  (b,  N)      (C,  N)  (c,  N) 

Cette  ^uation  derive  de  la  premiere  equation  du  n*^  229 , 
de  m^meque  la  pr^edente  de  I'equation  (i ,  215). 

X.  Les  deux  theorimes  precedents  peuventAtre  conside- 
res  comme  des  cas  particuliers  d'une  m^me  proposition  ge- 
n^rale ,  dans  laquelle  on  consid^re  les  distances  des  points 
du  quadrilat^re  a  deux  droites  fixes  M  et  N.  On  a ,  quelles 
que  soient  ces  deux  droites , 

(A,  M)(a,M)  (B,M)(6,M)  ' 

(A,1S)(«,  N)''^-''"'-^(B,N)(6,N)^''-'''" 
(C,  M)(£r,M)  . 
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Car  celie  equation  resuhc  nature! iement  dc  la  formule 

(^45) ,  relalive  k  uo  faisceau  de  six  droites  en  involution. 
XI.       S.  y  etant  les  milieux*  des  deux  diagonales  A.  u  ^ 

Bi  el  de  la  droite  Cc ,  on  a  la  relation 

En  eiTet)  si  ron  projette  orlhogonalement  la  figure  sur 
une  droite  X,  on  a  six  points  en  involution  (344),  et  en 
appliquanl  le  theorime  (222) ,  on  en  conclut  Tdquation 

— =2   i 

afl.cos' (flcfl,  X).67 -h  6^.cos' (6 ^,  X).7a 

■ — » 

-h 7c, cos' (7c,  X).a6 -h aS.67.7a  .  cos' (a 8,  X)  =  o. 

Pour  une  autre  droite  X',  on  a  une  relation  semblablr; 
et,  en  supposant  les  deux  droites  rcctangulaircs,  on  conclut 
des  deux  equations,  ajoutees  membre  k  membre,  celle  qu'il 
s'agit  de  demontrer. 

Remarque.  —  Cette  equation  prouve  (d'apr^222)  que 
^es  circonferences  decrites  sur  les  trois  droites  Aa,  Bi  et 
Cc^  comme  diamitres,  ont  le  m&me  axe  radical  (203). 

XIL  Les  trois  droites  Aa,  Bi,  Cc  elant  couples  en  . 
V,  v',  v"  par  une  transversale  N,  on  a  la  relation 

<^i^     Si7,  ^        ^  7^  ^  7it'     a^  ^  «i  6i»<>i7i«7»a<  ^ 
7^'  TV    ""y-       nct,.nt,,nfy  ' 

dans  laquelle  aj,  Sf,     et  //  ont  la  mcme  signification  que 
dans  le  theoreme  IX . 

En  eflet,  par  une  projection  de  la  figure  sur  une  droite 
perpendiculaire  a  la  droite  N  ,  cette  relation  se  change  en 
une  propriety  de  six  points  en  involution  (222,  corolL  II). 

351 .  Dans  tout  quadrilatere  les  deux  couples  de  coles 
opposes  et  les  deux  diagonales  forment  trois  couples  de 
droites  qui  donncnl  lieu,  relalivement  nux  angles  quelles 
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font  enlre  clles^  a  loutes  les  i'elatiojis d' involution  an 
jaisceau  de  six  droites. 

En  etiet,  si  Ton  coufoit  ime  iratisversale  menee  arbi- 
tral remcnt,  elle  rencontrcra  les  quatre  cot^s  et  les  deux  dia* 
gonales  du  quadrilat^re  en  six  points  en  involution  (339) ; 
et  les  droites  menses  d^un  m^me  point  a  ces  six  points  for- 
meront  un  faisceau  en  involution.  Si  la  transversale  s'e- 
loigne  a  I'infini ,  ces  six  droites  seront  parall^les  aux  quatre 
cot^s  et  aux  deux  diagonales  du  quadrilatire.  Done,  etc. 

^utrement.  On  peut  donher  du  theorime  uue  demons- 
tration directe.  Qu'on  mine  par  les  sommets  opposes  A , 
C,  des  paralleles  a  la  diagonale  DB  {fig»  55) ;  ces  sommets 
seront  les  cientres  de.  deux  f aisceaux  de  quatre  droites  ayant 
les  memos  rapports  aiih&rnioniques ,  parce  que  les  quatre 
droites  du  premier,  AD^  AB,  AC  et  AI,  rencontrent,  res- 
pectivement,  les  quatre  droites  du  second,  CD,  CB,  CA  et 
CI'-,  en  quatre  points  en  ligne  droite.  Changeant  I'ordre 
des  quatre  droites  du  second  faisceau,  nous  dirons  que  ies 
deux  series  de  quatre  droites  AD,  AB,  AC ,  AI  el  CB ,  CD, 
CI',  CA  ont  leurs  rapports  anharmopiques  eg^ux.  Or  les 
deux  AC  et  C  A  coMcident ,  et  les  deux  AI  et  CI'  sont  paral* 
Jiles.  Done  les  deux  series  ne  contiennent ,  quant  a  la  direc- 
tion ,  que  six  droites ,  conjugu^es  deux  a  deux  ^  et  par  conse- 
quent, en  vertu  de  Tegalite  des  rapports  anharmoniques , 
ces  six  droites  ont  entre  elles  tomes  les  relations  d'involur 
tion  (243).  Le  theoreme  est  done  demontre. 

CoaoLLAiRE,  —  On  CQpclut  du  theorime,  d'apres  unc 
propriety  de  rinvolulio^.  (246)  ,.que  : 

Qiiand  deux  coles  opposes  d*un  cjuadrilatere  sont  r^c- 
tangulaires,  ainsique  les  deux  diagonales  ^  les  deux  aulres 
cotes  sont  aussi  rectangul aires. 

Du  reconnait  aisement  que  ce  theoreme  revient  a  celui-ci , 
que ,  dans  un  triangle ,  les  perpendiculaires  abaissecs  des, 
somjnels  surles  cotes  opposes  p assent  par  tm  m^me  poin'. 
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CHAPITRE  XIX. 

propri6t6s  du  triangle. 


§  I.  —  Theoremes  generaux, 

I.  Triangle  coupe  par  une  transversale. 

352.  Un  triangle  ABC,  dont  les  c6tes  sonl  coupes  par 
une  transversale  en  trois points  a,  i,  c  (fig-  56) ,  peut  ^tre 
consider^  comme  un  quadrilat^re  ABa&,  dont  les  points  de 
€oncours  des  c6tes  opposes  sont  le  sommet  C  du  triangle 
et  le  point  c  sur  le  c6te  oppose  AB.  Par  consequent ,  Ics  di- 
verses  propri^tes  du  quadrilatere  s'appliquent  an  triangle , 
notamment  celles  dans  lesquelles  nous  avons  considere  les 
trois  couples  de  points  A,  B,  ^>  et  C,  c  comme  trois 
couples  en  involution  (350). 

De  ces  propri^tes,  nous  ne  reproduirons  ici  que  la  se- 
conde ,  qui  donne  lieu  a  cette  proposition  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  coupe  par  une  transfer- 
sale  abc,  il  existe,  entre  les  segments  qite  cette  droite 
fait  sur  ses  cotes,  la  relation 

aB   AC  cA  _ 

Ce  th^r^me  derive  ici  imm^iatement  de  cette  conside- 
ration ,  que  les  projections  des  sommets  du  triangle  et  des 
trois  points  a^  c  sur  une  m^me  droite  forment  six  points 
en  involution  (350) ,  proposition  dont  la  demonstration  a 
ete  tris-simple.  Mais  on  peut  d^montrer  le  theor^me  direc- 
tement  de  di verses  autres  raanieres  egalement  simples. 

Que  Ton  mifene  la  droite  ab'  paralUle  au  c6te  BA ,  et  que 

'7- 
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Foil  consid^re  les  quatre  droites  issues  du  poinl  a,  les- 

quelles  etant  coupes  par  les  deux  c6tes  AC ,  AB,  donneut 

b' oQt 

Mais  ^  =  —9  pulsque  ab'  est  parallele  a  BA.  Done 


ah   bC  cA__ 


Autrement.  La  trausversale  donae  lieu  aux  trois  tri- 
angles Aic,  Bca,  Ca&,  dans  lesquels  on  a 

Kb  sin  c     Be   sina     Qa  sin b 

Ac      sin  6'     Ba     sine'    Cb  sin/i 

Multipliant  ces  trois  equations  raembre  a  membre,  il  en 
r^sulte 

^   ^   rA  _ 

Ainsi  le  produit  des  trois  rapports  est  ^gal  a  Tunite.  Mais 
il  ne  s'agit  ici  que  de  la  valeur  numerique,  ou  absolue,  du 
produit,  abstraction  faite  de  son  signe,  parce  que,  dans 
les  proportions  dont  nous  nous  sommes  servi ,  les  rapports 

^5  etc. ,  n^admettent  pas  de  signes,  puisque  les  deux  seg- 
ments qui  y  eutrent  sont  comptes  surdes  lignes  difierentes. 
Par  consequent  la  demonstration  n'est  pas  complete  comme 
les  pr^cMentes  \  il  reste  a  demon  trer  qu'en  observant,  relati- 
vement  aux  segments  formes  sur  chacun  des  trois  c6tes  du 
triangle ,  la  r^gle  g^nerale  des  signes ,  c'est  le  signe  -h-  qui 
convient  au  second  membre  de  I'equation.  Or  cela  resulte 
d'une  verification  facile-,  car  il  ne  pent  arriverque  deux  cas 
relativement  a  la  position  des  trois  points  a,  c,  savoir, 
que  deux  de  ces  points  soient  sur  deux  coles  du  triangle,  et 
le  troisieme  sur  le  prolongement  du  troisiime  cdte ,  ou  bien , 
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que  les  trois  points  soient  tous  les  trois  sur  les  prolonge- 
ments  des  trois  c6tes.  Dans  le  premier  cas,  deux  rapports 
scront  n^atifs  et  le  troisi^me  positif,  et,  dans  le  second 
cas,  ils  seront  tous  les  trois  positifs.  De  sorte  que  le  signe 
du  produit  des  trois  rapports  est  toujours  positif. 

353.  Lemme.  —  Si  par  les  sommets  fTun  triangle  ABC 
on  niene  trois  droites  quelconques  qui  rencontrent  les 
cotes  opposes  en  trois  points  a ,      c ,  o/t  aura  la  relation 

aB   bC  cA  sin/iAB  sin  6  EC  sin  rCA 

aC   ^  '  rB  ~~  sin  a  AC  '  sin  ^BA  '  sin  cCB' 

dans  laquelle  s' observe  ta  regie  des  signes, 

Chaque  rapport  de  segments,  tel  que  ^  {fig'  ^7) 

demment  le  m6me  signe  que  le  rapport  de  sinus  correspon- 

dant  II  suffit  done  de  demontrer  que  les  deux  mem- 

smaAB  ^ 

bres  de  Tequation  sont  egaux  numeriquement.  Or  on  a, 

dans  le  triangle,  les  trois  ^nations 

flB__sinflAB   AB     ^  _  sin^BC  BC     cA  _sincCA  CA 
flC  ~*  sinflAC  *  AC'   ^  ~"  sin  ABA  '  BA '   cB  ~"  sin  cCB  '  CB* 

qui ,  multipliees  membrc  a  membre ,  donneut  T^uation 
quHl  s'agit  de  demontrer.  Done,  etc. 

354.  Siy  par  les  sommets  d^un  triangle  ABC  (fig»  58) 
on  mine  trois  droites  rencontrant  les  cdtes  opposes  en 
trois  points  a,  b,  c  situes  en  tigne  droite,  il  existe,  entre 
les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font,  chacune  auec  les 
deux  cotes  de  V angle  d'oii  elle  part,  la  relation  suivante : 

sin  «AB   sin  6BC   sin  cCA  

sin  a  AC   sin  ABA  '  sin  cCB  V* 


Cetto  proposition  resulte  de  la  prdcedenie  en  vertu  du 
lemme. 
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358.  Les  reciproques  des  deux  theorimes  precedents  ont 
evidemment  lieu;  c'est-a-dire  que  :  si  par  les  somniets  fTun 
triangle  ABC  on  mene  trois  droites  telles,  que  Vime  ou 
r autre  des  deux  equations  (3  <?f  4)  ^oit  verifiee,  les  trois 
droites  passeront  par  un  mSme  point, 

III.  Theoremes  dans  lesquels  on  considere  a  la  fois  ufl  point  et 
une  droite  dans  le  plan  d*iin  triangle. 

359.  6tant  donnes  un  triangle  et  une  transi^ersale , 
si  d^un  m^me  point  on  mene  des  droites  aux  sommets 
du  triangle  et  aux  points  ou.  la  transyersale  rencontre 
les  cotes  opposes^  ces  droites  formeront  trois  couples  en 
involution. 

En  efl'et,  le  triangle  ABC  [fig-  6i)  et  la  transversale 
forment  un  quadrilatere  K&ab  dont  les  points  de  concours 
do3  cotes  opposes  sont  le  sommet  C  du  triangle  et  le  point  c 
intersection  du  c6te  oppose  AB  par  la  transversale.  Les  six 
droites  que  Ton  a  a  considerer,  savoir  OA,OB,  OC,  et 
leurs  conjuguees  Oa ,  Oi,  Oc ,  forment  done  un  faisceau  en 
involution  (343).  c.  q.  f.  d. 

Reciproquement:  Si  d'un  meme  point  on  mene  des 
droites  aux  trois  sommets  d'un  triangle  et  trois  autres 
droites  formant  avec  ces  premieres  trois  couples  en  im^o- 
lution ,  ces  trois  droites  iront  rencontrer  les  cdtes  opposes 
du  triangle  en  trois  points  situes  en  ligne  droite. 

Eneffet,  soienta,  ft,  c  ces  trois  points.  Appelons  c'^Ie 
point  ou  la  droite  ab  rencontre  le  cote  AB^  la  droite  Oc\ 
d'apres  la  proposition  qui  vient  d'etre  demontree,  forme 
une  involution  avec  les  cinq  OA,  Oa;  OB,  Oft  el  OC. 
Mais,  par  hypotliise,  c'esi  Oc  qui  forme  cette  involution; 
done  le  point  c'  n'est  autre  que  le  point  c.  Done,  etc. 

360.  CoROLLAiRE.  — Lc  thdor^mc  (359) ,  si  Ton  y  sup- 
pose la  transversale  a  Tinfini ,  prend  cet  enonce  : 

Si  par  un  mrmc  point  on  mene  des  droites  aux  trois 
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sommcts  (Tun  triangle  et  des  paraUkles  aux  trois  cdtes, 
ces  six  droites  forment  trois  couples  en  ini^olution. 

El  reciproquement :  Si  par  les  sommels  d'un  triangle 
on  mene  trois  droites  faisant  a\^ec  les  cdtes  opposes^  res- 
pectii^ement ,  trois  couples  de  droites  paralleles  aux  rayons 
d'un  faisceauen  in%^olution,  ces  trois  droites  concourront 
en  un  inSme  point.  • 

C*est ,  sous  un  autre  ^nonce ,  la  m^ine  propri^t^  que  pr^- 
cedemment  (356) ,  savoir,  que  les  trois  droites  menees  aux 
sommets  d^un  triangle  out  avec  les  c6t^s  toutes  les  relations 
d^angles  de  six  droites  en  involution. 

361.  Si  d'un  meme  point  on  mene  trois  droites  aux 
sommets  d'un  triangle ,  toiite  transi^ersale  rencontrera  ces 
droites  et  les  cdtes  du  triangle  en  six  points  formant  trois 
couples  en  involution. 

En  effet,  les  deux  droites  OA,  OB  {Jig,  62)  etles  deux 
c6tes  AC ,  BC  du  triangle  forment  un  quadrilatere  dont  les 
diagonales  sont  la  troisieme  droite  OC  et  le  troisiime  c6te 
AB.  Ce  quadrilatere  est  coup^  par  la  transversale  en  six 
points  en  involution  (339).  Mais  trois  de  ces  points,  a^ 
b^c^  appartiennent  aux  c6tes  du  triangle ,  et  les  trois  points 
conjugu^s  a',  c'  aux  droites  menees  a  ses  sommets. 
Done,  etc. 

Reciproquement  :  Si  surune  transs^ersale  qui  rencontre 
les  cotes  d'un  triangle  en  trois  points,  on  prend  trois 
autres  points  quelconques ,  formant  a\^ec  ceux-la  trois 
couples  en  in\^oltition ,  les  droites  menees  de  ces  trois 
points  aux  sommets  opposes  du  triangle  concourront  en 
un  mSme  point, 

Cette  proposition  inverse  est  une  consequence  evidente 
du  theoreme. 

IV,  Triangles  inscrit  el  circonscrit  Pun  a  Taiitre. 

362.  L«?s  diHi\  iheoremes  (352  <a  366)  peuvent  fetre 
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compris  dans  uae  mSme  proposition  dont  ils  deriveront 
I'uii  et  I'autre  comme  cas  particuliers.  Cette  proposition 
exprime  tout  a  la  fois  une  propriete  de  trois  points  qiiel- 
conques  pris  sur  les  c6tes  d^an  triangle ,  lesquels  peuvent 
hire  en.  ligae  droite ,  et  une  propri^t^  relative  a  trois  droites 
quelconques  menees  par  les  sommets  d'un  triangle,  les- 
quelles  peuvent  ^tre  concourantes  en  un  m^me  point;  en 
voici  renoDce  : 

Si,  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  (fig.  63),  on 
mbne  tfois  droites  Aa,  Bb,  Cc  qui  forment  un  second 
triangle  abc  circonscrit  au  premier,  on  a  la  relation 

Aa   Bb   Cc  sin^rAC  sin^BA  sincCB 

^  ^        Ac  '  Brt  '  CTI      ~  sin^AB   sin  bBC  '  siacCA* 

En  etlet,  la  proportionnalite  des  sinus  des  angles  aux 
cot^s  opposes,  dans  les  trois  triangles  aAB,  iBC,  cCA, 
donne  trois  equations  qui ,  multipliees  membre  a  membre, 
produisent  celle-ci : 

Aa  B^  Cc  sIdaBA  sin^CB  sine  AC 
Ba'  Cl'  Ac"  sin  aAB  '  sin  b  BC  *  sincCA* 

Pour  introduire  des  rapports  de  deux  sinus  d' angles  ay  ant 
un  c6te  commun,  qui  donnent  lieu  a  Tapplicationdu  prin- 
cipe  de  signes,  dont  cette  Equation  est  ind^pendante ,  on 
rempla<iera  les  angles  cAC,  5CB,  aBA  par  leurs  supple- 
ments /jAC,  cCB,  aba,  et  r^quation  devient,  sauf  le 
signe  du  second  membre ,  celle  qu'il  s'agit  de  d^montrer. 
Ainsi  il  est  prouve  que  les  deux  membres  de  Tequation  (5) 
sont  egaux  numeriquement;  mais  il  reste  a  demontrer  que 
leurs  signes  sont  differents ,  quand  on  donne  des  signes  aux 
segments  et  aux  sinus  qui  y  entrent.  Ce  complement  de  la 
demonstration  se  fait  par  une  verification  sur  la  figure, 
dans  les  quatre  cas  qu'elle  pent  presenter.  Nous  disons 
quatre  cas;  car  les  trois  droites  menees  par  les  sommets 
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du  triangle  ABC  et  qui  forment  le  triangle  circonscrit  abcy 
peuvenl  etre,  ou  tomes  les  trois  exterieures  au  triangle, 
ou  toutes  les  trois  int^rieures,  ou  une  interieure  et  deux 
exterieures ,  ou  enfin  une  ext^rieure  et  deux  interieures.  On 
reconnait  aisement  que  dans  tous  les  cas  les  signes  des 
deux  membres  de  I'^quation  sont  diflKrents. 

Ainsi  le  th^oreme  est  d^montr^  (*) . 

CoROLLAiRES.  —  Voici  Comment  cette  proposition  donne 
lieu  aux  deux  theoremes  (352  et  356)  comme  cas  particu- 
liers  : 

1°.  Que  Ton  considere  la  proposition  comme  se  rappor- 
lant  a  trois  points  A,  B,  C  pris  sur  les  c6tes  du  triangle 
aic,  etqu^on  suppose  ces  points  cn  ligne  droite,  on  trouve 
que  le  second  membre  de  I'equatioii  devient  egal  a  4-  i ,  et 
Ton  a  en  consequence 

Cc  _ 
A~c  'B^  'Cb  — 

Ce  qui  est  le  theoreme  (352). 

2°.  On  pent  regarder  la  proposition  comme  exprimant 
une  propri^t^  relative  k  trois  droites  menees  par  les  som- 
mets  d'un  triangle  ABC,  et  si  Ton  suppose  que  ces  trois 
droites  concourent  en  un  m^me  point  O,  alors  les  trois 
points  a,      c  coincideront  en  ce  point  unique,  les  trois 

rapports  ^5  etc.,  deviendront  egaux  a  runil^,  et  Ton  aura 

r^uation 

sin  OAC  sin  OBA  sin  OCR  _ 
sinOAB  *  sin  OBC  "  sinOCA 

Ce  qui  exprime  le  theorime  (356). 


(*)  N0U6  donncrond  plus  loin  (5C4)  ilcux  uutrcs  detnoiistiaiions  dti^ 
theoreme,  qui  comporler<>nl  rappHcalion  dc  la  regie  dcs  signos. 
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V.  Reflexions  siir  le  caractere  des  demonstrations  fondces  sur 
les  theories  exposees  dans  cet  ouvrage.  —  Autres  demonstra- 
tions  du  theorem e  precedent. 

363.  La  demonstration  prec^dente  est  tris-simple  en  ce 
qui  concerne  I'egalit^  numerique  des  deux  membres  de 
r^quation  qu^il  s'agissait  de  demontrer;  mais  il  faut  dire 
que  la  verification  relative  au  signe  n'est  pas  aussi  simple , 
parce  qu'elle  exige  I'examen  de  quatre  cas  difTerents  que  peut 
pr&enter  la  figure.  On  conyoit  que  si ,  au  lieu  d'un  simple 
triangle,  il  s'agissait  d'un  polygone  quelconque,  on  pour- 
rait  avoir,  pour  une  pareille  question  de  signe ,  a  exami- 
ner un  bcaucoup  plus  grand  nombre  de  cas  ^  ce  qui  pour- 
rait  presenter  des  difficultes  reelles,  et  ce  qui,  d'ailleurs, 
n'est  pas,  en  general,  une  marche  satisfaisantc.  II  est  done 
a  desirer  que  Ton  puisse  adapter  aux  propositions  du  genre 
de  celle  qui  pr^cMe,  des  demonstrations  qui  comportent 
par  elles-m6mes  toutes  les  conditions  de  signes,  nous  pou- 
vons  dire  des  demonstrations  completes.  C'cst  la  notion 
du  rapport  anharmonique  et  les  theories  qui  s'en  sont  d6- 
duites  naturcUement ,  qui  paraisscnt  destinees  a  procu- 
rer ces  demonstrations  adequates.  Sous  ce  point  de  vue, 
ces  theories  ont  dans  la  geometric  moderne  un  caractere 
qui  les  distingue  essentiellement,  cn  les  rendant  propres 
a  donner  aux  conceptions  geometriques  toute  la  generalite 
dont  sont  empreints  les  r^suhats  de  1' analyse.  II  sera  done 
utile  d*etendre  les  usages  de  ces  m^thodes,  et,  pour  cela, 
de  chercher  a  les  appliquer  aux  propositions  m^mes  pour 
lesquelles  les  proced^s  ordinaires  de  la  geometric ,  tels  que 
la  proportionnalite  des  c6tes  dans  les  triangles  semblables, 
ou  des  cdt^s  aux  sinus  des  angles  opposes  dans  tout  tri- 
angle, fournissent  une  demonstration  facile;  a  plus  forte 
raison ,  quand  cette  demonstration  n'embrasse  qu'une  par- 
tie  de  la  proposition,  commc  cela  a  ru  lieu  dans  Ic  theo- 
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rime  pr^^ent.  Nous  ne  doutons  pas  qu'on  ne  parvienne 
toujours  a  une  demonstration  vraiment  satisfaisante.  Du 
moins  les  applications  d^ja  faites  ici  des  methodes  en 
question  aux  figures  rectilignes,  et  surtout  Tetendue  et 
la  facility  de  celles  qui  se  preseuteront  dans  la  theorie  des 
sections  coniques ,  comme  dans  celle  des  courbes  du  troi- 
si^e  degie  et  des  surfaces  du  second  ordre,  nous  per- 
suadent  que  ces  methodes  fecondes  forment  les  bases  natu- 
relles  de  la  gdom^trie. 

Appliquons-les  au  th^or^me  precedent. 

364.  Autre  demonstration  du  theoreme  (362).  — Les 
trois  droites  menses  du  point  a  aux  sommets  du  triangle 
ABC  (fig'  64) ,  donnent  la  relation 

sin  a  AC  sin  ^BA  sinaCB 

 •   •   =  —  I     ( 006  ) ; 

sin«AB   sin^^BC  sin«CA  ^  ^' 

et  la  droite  AB,  qui  coupe  les  trois  cdt^s  du  triangle  abc^ 
donne  celle-ci  : 

^.|^.Z£-,  (588). 
Ac    Bfl   7^  ^  ^ 

On  a  done 

Aa  Bb   yc  sin  a  AC  sin&BA  sinaCB 

Ac   Ba   yb         sinaAB  sin^BC  sin^CA 

Or  les  quatre  droites  issues  du  point  C,  savoir  CA ,  Ca  , 
CB  et  Cc,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des 
quatre  points  A,  a',  B,  7,  lequel,  a  cause  des  droites  con- 
courantes  en  a,  est  egal  a  celui  des  quatre  points  c ,  C ,  & 
el  y.  On  a  done  T^galite 

sin  a  CA  sin  cCA   C  c  7c 

sinaCB  '  sinrCB  '^Cb''^b 

Ely  par  suite ,  Tdquation  precedente  devient 

Aa   Bb   Cc   sin  a  AC   sin^BA  sinrCB 

Ac    Ba   Cb         sinaAB  sin  6BC   sin  cCA 


c.   Q.   F.  1). 
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Autremcnt,  Les  trois  triangles  a  AB,  iBC  et  cCA ,  cou- 
pes respeclivement  par  les  transversales  be  ^  ca  el  ai,  don- 
nent  [fig^  65)  les  trois  ^nations 

7A  ca  aB  cQ   ab  _        6C   «A    ^^i?  _ 

MultipHant  ces  equations  membi^  a  membre,  on  obtient 
yA   aB  6C    ^B  cC  aA_ 

TS'^c'Ia^a'^'^c""""'' 

ou 

ak    ftB   cC  _      aC   6A  yB 
fli'^C'cA'^  iB'ec'yA* 

Or,  d'apres  le  lemrae  (353) ,  on  a  dans  le  triangle  ABC 

oC  6A   yB__sinaAC  sin^BA  sincCB 
^  '  6C  '  7A     sin^AB  *  sin  ^BC  '  sinrCA* 

Done 

rtA  ^B    sinaAC  sin  6BA  sincGB 

flB    hC   cA         sinaAB   sin^BC  sincGA 

c.  Q.  F.  D. 

VI.  Triangles  homologiques. 

365.  Quand  deux  tnnngles  ont  leurs  sommets  deux  h 
deux  sur  trois  droites  concowantes  en  un  mSme  point, 
leurs  cotes  se  rencontrent,  deux  h  deux,  en  trois  points 
situes  en  ligne  droite. 

Soient  ABC,  abc  {fig-  66)  les  deux  triangles  dont  les 
sommets  sont,  deux  4  deux,  sur  les  trois  droites  Aa,  Bi,  Cc 
concourantes  en  un  m^me  point  je  dis  que  les  trois  c6t^s 
AB,  BC,  CA  du  premier  rencontrent  respeclivement  les 
trois  cot^s  ai,  &c,  ca  du  second  en  trois' points  y,  a,  6 
situ&  en  ligne  droite. 

En  eOet ,  les  deux  c6tes  AB ,  ab  rencontrent  la  droite  SCc 
en  deux  points  D,  d\e\  I'on  a  sur  ces  deux  c6l^s,  respec- 
tivement ,  les  deux  series  de  quatrc  points  A ,  D,  B,  7  et 


TRAITS  DE  GEOMI^TRIE  SUPfiRlEURE.  9.71 
a ,  b^y  dont  les  rapports  anharinofiiques  soiit  c>gaux , 
parce  que  les  trois  droites  Aa,  \}d^  B&  coiicourent  cn  un 
m^me  poiau  Done  les  quatre  droites  issues  du  poiut  C , 
CA,  CD,  CByCy^  ont  leur  rapport*  atiharmonique  egal  a 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  ca,  cd^  eb^  cy. 
Mais  dans  ces  deux  faisceaux,  les  deux  droites  homologues 
CD,  cd  coincident;  done  les  trois  autres  droites  du  pretnier 
faisceau  rencoiitrent  respectivement  les  trois  droites  bomo- 
logues  du  second  faisceau  en  trois  points  situes  en  ligne 
droite  (43)*  Done  les  trois  points  o,  a,  y  sont  en  ligne 
droite.  c.  q.  f.  d. 

366.  Reciproquement  ;  Si  deux  tnuuglss  sont  tels  y  que 
leurs  cdtes  se  coupcuty  deux  a  deux  rcspcctweiuent  ^  en 
trois  points  situes  en  ligne  droite,  leurs  somniets  sont  sur 
trois  droites  concourantes  en  un  m€me  point, 

Les  trois  points  a ,  6 ,  7  ^tant  supposes  en  ligne  droite ,  je 
dis  que  les  trois  droites  A  a,  136,  Cc  concourent  en  un 
Oi^me  point.  En  eflfet,  les  quatre  droites  issues  du  poiut  C, 
Cy,  Ca,  Cc  et  C6 ,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  c ,  cy,  oa ,  cC  et  c  S , 
parce  que  celles-ci  rencontrent  la  droite  yoL&  aux  monies 
points  que  les  qu£(tre  premieres,  respectivenient;.donc  les 
quatre  points  y,  A ,  D  ont  leur  rapport  anhsirnionique 
^gal  a  celui  des  quatre  points  y,  6,  a,  d\  done  les  trois 
4roites  B&,  }jd  on  Cc  et  A  a  concourent  en  un  menie 
point  (38).  c.  Q.  F.  D. 

367.  Ces  theoremes  sont  attribu^s  a  Desargues,  parce 
qu^on  les  trouve,  avec  quelques  autres  propositions,  a  la 
s^ite.du  Traite  de  Perspective  de  Bosse,  imile  des  itfe- 
thodes  de  Perspectis^e  de  Desargues.  Les  demonstrations  y 
sont  longues  et  penibles.  Depuis ,  ils  ont  ete  demon tres  par 
plusieurs  autcurs,  rl,  on  dernier  lieu,  par  M.  Poncelet, 
danj5  son.  Trait C  'des  Propric/e.s  profrrt/vrs  (page.  8(}\  ou 
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ces  theoi*emes  forineiu  la  base  de  la  iheorie  des  figures  ho- 
mologufues.  Cello  iheorie  sera  cxposee  dans  un  des  chapi- 
tres  suivanls  (XXV*',  §111)5  nous  dirons  seuleoienl  icique 
M.  Poiiceleta  appele  centra  d'homologie  des  deux  Iriangles 
le  poinl  de  concours  des  dpoilesqui  joignent  leurs  sommels 
correspondaius ,  el  axe  d'homologie  la  droite  sur  laquellc 
leurs  c6les  se  coupenldeux  a  deux  ;  les  deux  triangles  eux- 
m^mes  sonl  dits  homologiques, 

Les  deux  iriangles  donnent  lieu  a  diverses  relations  de 
grandeur,  ou  relalions  melriques ,  fort  imporlautes,  qui 
derivent  immediatemenl  de  la  notion  du  rapport  anharmo- 
nique;  mais  ces  relations  devant  se  presenter  plus  lard 
comme  consequences  naturelles  de  la  iheorie  genera  le  des 
figures  homographiqucs  (cliap.  XXV),  nous  n'en  parle- 
rons  pas  ici. 

368.  Lemme.  —  £tant  pris  sur  une  premih^e  droits 
(fig.  67)  deux  points  A ,  B,  sur  utie  seconde  deux  points 
a,  b,  et  etant  menecs  les  droites  Aa,  Bb  qui  se  ren- 
con  f  rent  en  un  point  S;  si  I 'on  fait  tourncr  la  seconde 
droite  ab  autourde  son  point  de  rencontre  y  a^ec  la  pre- 
midre,  le  point  S  change  de  position ,  et  alors  il  arris^e  : 

1°.  Que  la  di*oite  mence  par  le  point  S  parallelement  a 
la  droite  ab,  dans  chacune  de  ses  positions ,  rencontre  la 
droite  AB  toujours  en  un  meme  point' I ; 

Et  a**  que  le  point  S  decrit  un  cercle  qui  a  pour  centre 
ce  point  I. 

En  efiet,  les  quatre  points  A ,  B,  I  out  leur  rapport 
anharmopique  ^gal  a  celui  des  quatre  a^  b\  y  el  I'infiui , 
sur  la  droite  ab  \  et  cetle  egalile  determine  la  position  du 
point  I.  Par  consequent ,  cette  position  res^e  la  m^me  quand 
la  droite  ab  tourne  aulour  du  poinl  y,  Ce  qui  demonlre  la 
premiere  parlie  du  lemme. 

Quant  a  la  seconds ,  les  deux  triangles  srmblables  SBI  el 
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bBy  donQent 

SI      BI  BI.^7 
by      By  By 

Cette  valcur  de  SI  est  constante.  Done  le  point  S  decrit  un 
cercle  qui  a  pour  centre  le  point  I.  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Si  la  droite  ai,  en  tournant  autour  du 
pointy,  sort  du  plan  de  la  figure,  le  point  I  sera  toujours 
fixe,  et  le  point  S  decrira  une  sphere  ayant  son  centre  en 
ce  point. 

369.  Quand  deux  triangles  sont  homologiques,  si  Von 
fait  tourner  le  plan  de  Vun  d'eux  autour  de  Vaxe  d^ho-- 
mologie,  les  droites  qui  joignent  deux  &  deux  leurssom- 
mets  homologues  concourent  en  un  m^me  pointy  et  ce 
point,  variable  de  position,  decrit  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  h  Faxe  d'homologie. 

En  eflfet,  si  Ton  fait  tourner  le  triangle  acb  [fig,  68) 
autour  de  la  droite  a  6,  les  deux  droites  AB,  a&,  qui  se  ren- 
contrent  en  y,  sont  dans  un  m&me  plan,  et  par  consequent 
les  deux  droites  Aa^Bb  se  rencontrent,  puisqu'elles  sont 
dans  ce  plan.  Pareillement,  la  droite  Aa  rencontre  la  droite 
Cc,  et  celle-ci  rencontre  la  droite  Bi.  Or  ces  trois  droiies 
Aa,  B6  et  Cc,  qui  se  rencontrent  deux  k  deux,  ne  sont  pas 
dansun  m^meplan*,  il  s'ensuit  qu'elles  se  rencontrent  en 
un  m^me  point  S. 

Menous  par  ce  point  des  parallMes  aux  trois  c6t6s  du 
triangle  a&c,  lesquelles,  ^tant  dans  un  m6me  plan  parallile 
a  celui  du  triangle,  rencontreront  les  cot^s  du  triangle 
fixe  ABC  en  trois  points  I,  J,  K  situ^s  sur  une  droite  pa- 
rallMe  a  Taxe  d'homologie  ocSy.  D^apris  le  lemme,  ces 
trois  points  resteront  fixes,  et  seront  les  centres  de  trois 
splieres  sur  lesquelles  se  mouvra  le  point  S.  Done  ce  point 
decrira  un  cercle,  intersection  conamune  de  ces  spheres,  et 
silue  dans  un  plan  perpendiculaire  a  la  droite  UK,  et  par 
consequent  a  I'axe  d'homologie  a 67.  c.  q.  f.  d. 

18 
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Remarque.  — Les  trois  droites  Aa,  B6,  Cc  concourant 
en  un  m^me  point  dans  ]'espace,  les  deux  triangles  sont  la 
perpective  Tun  de  Fautre ;  on  pent  done  donner  au  theo- 
rime  cet  enonce  : 

Quand  on  a  mis  en  perspectwe  iine  figure  plane  sur 
un  tableau  plan,  si  Von  fait  tourner  le  tableau  autoiw  de 
la  ligne  de  terre  (*) ,  les  deux  figures  restent  toujours  en 
perspectiv^e  ^  et  le  lieu  de  Voeily  qui  change  de  position 
dans  Fespace,  decrit  un  cerclc  situe  dans  un  plan  per- 
pendiculaire  it  la  ligne  de  terre  (**)• 

§  II.  —  Application  des  theoremes  precedents  a  la 
demonstration  de  dii^erses  propnetes  du  triangle. 

I. 

570.  La  proposition  (3tt9),  relative  aux  segments  qu'une  trans- 
versale  fait  sur  les  cotes  d^un  triangle ,  est  connue  generalement 
sous  le  nom  de  T/ieoremc  de  Ptolemee ,  parce  qu^on  la  trouve  dans 
le  grand  Trait^  Astronomic  de  ce  geometre ,  ou  elle  sert  pour 
demontrerle  theoreme  analogue  sur  la  sphere,  qui  forme  la  base 
de  la  trigonometrie  spherique  des  Grecs.  Mais  cette  proposition 
n*est  pas  de  Ptolemee ;  elle  renionte  plus  haut :  car  on  la  trouve 
dans  les  spheriques  de  Menelaus ,  geometre  anterieur,  de  pr^  d*un 
siecle,  ^  Ptolemee.  Plus  tard,  Pappus  Ta  demontree  et  s'en  est 
servi  dans  ses  Collections  mathematiques,  Les  Arabes,  et  les  gco- 
metres  europeens  a  la  renaissance  et  encore  au  xvii* siecle,  en  ont 
fait  un  grand  usage.  On  la  trouVe  notamment  dans  le  petit  traite 
de  Pascal  intitule  Essai  pour  les  coniques. 

Chez  les  Anciens,  ce  theoreme  servail  principalement  pour  com- 


{*)  On  appelle  ligne  de  terre  la  droite  d^iiile  section  du  plan  dela  figure 
mUe  en  perspective,  par  le  plan  du  tableau. 

Cetle  proposition  ne  se  rencontre  pas  dans  les  Trait^s  de  Perspee- 
tive\y  oii  elle  serait  de  nature  a  trouyer  place.  Je  ne  sais  mdme  si  on  Ta 
quelquefois  <^noncce;  mais  elle  est  comprise  implicitcment  dans  les  beauv 
tMordmes  de  M.  Poncelet  sur  la  perspective  des  sections  coniques.  ( Voir 
Traite  des  Propri^iifs  projectiles  des  figures;  pages  55  el  75.) 
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poser  les  raisons  de  raisons ,  c'est-k*dire  pour  former  le  produtt  de 
deux  rapports,  et  Tex  primer  par  un  rapport  unique.  Ainsi,  soient 

mB     nC  rapports  dont  on  veut  former  le  pro- 

duit.  On plaoe  les  deux  lignes  mA,  nD  de  mamere  que  leurs  ex- 
tremitesA  et  D  coincident,  et  Ton  forme  ainsi  le  triangle  BAC, 
dans  lequel  la  droite  mn  determine  sur  la  base  BC  les  deux  seg- 

ments pC,  pB,  dont  le  rapport  ^  est  egal  au  produit  des  deux 

rapports  donnes.  Les  Arabes  se  sont  beaucoiip  exerces  sur  ce 
sujet,  aujourd*hui  de  peu  d'interet. 

Le  th^oreme  (5if7)  sur  les  segments  que  trois  droites  menees 
^*un  m^nie  point  aux  trois  sommets  d'un  triangle  font  sur  les 
c6tes  opposes,  avait  cie  altribue  h  Jean  Bernoulli ,  parce  qu'on  le 
tronve  dans  le  recueil  de  ses  oeuvres  (t.  IV,  p.  33).  Mais  on  a  re- 
marque  depuis  que  ce  theoreme  avait  etc  demon tre  anterieure- 
ment ,  par  le  geometre  italien  Jean  de  Ceva ,  dans  un  ouvrage 
intitule :  De  lineis  rvctis  se  inpicem  secantibus ,  statica  constructio 
(Milan,  1678,  in-4'')  >  ouvrage  dans  lequel  Taiiteur  emploie  des 
demonstrations  fondees  sur  des  considerations  de  statique. 

M.  Carnot ,  apres  avoir  demontre  ces  deux  theoremes  dans  sa 
Geometric  de  position ,  les  a  reproduits  dans  son  Memoire  intitule 
Essai  snr  la  theorie  des  transve r sales y  en  les  regardant,  le  pre- 
mier principalement,  comme  le  fondement  de  cette  theorie.  «  Ce 
»  theoreme,  dit  Tillustre  auteur,  qui  doit  elre  rt^arde  comme 
»  le  principe  fondamental  de  toute  la  theorie  des  transversales. . .  •» 

Les  deux  theor^mes  ont  eu ,  dans  les  onvrages  de  M.  Carnot, 
et  depuis  dans  ceux  de  quelques  autres  geometres ,  un  usage  spe- 
cial et  un  usage  general.  Un  usage  special  pour  demontre r ,  par 
Tun,  que  trois  points,  consideres  dans  une figure,  sont  en  ligne 
droite ,  et  par  I'autre,  que  trois  droites  passent  par  un  meme  point. 
€*est  ainsi  qu'on  demontre  avec  une  grande  facilite,  par  exemple, 
que  les  trois  centres  de  similitude  directe  de  trois  cercles  pris  deux 
a  deux,  sont  en  ligne  droite;  ou  bien  que  les  droites  menees  des 
sommets  d'un  triangle  aux  milieux  des  cotes  opposes  passent  par 
un  meme  point.  Dans  leur  usage  general,  les  deux  theoremes 

18. 
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peuvent  servir  de  lien  ou  de  transition  pour  la  demonstration 
d'autres  propositions.  On  pent  en  faire  usage,  parexerople,  pour 
demontrer  les  proprietes  du  quadrilatere  sur  Tinvolution.  Mais 
ces  applications  des  deux  theoremes  sont  bornees,  et  les  demons- 
trations qu'ils  pfocurent  sont,  en  general,  beaucoup  moins  fa- 
ciles  que  eelles  que  procure  la  theorie  du  rapport  anbarmonique. 
On  le  con^oit;  car,  outre  que  les  deux  theoremes  sont  moins 
simples  que  la  notion  du  rapport  anharmonique ,  et  moins  pro- 
pres,  par  consequent,  a  trouver  des  applications,  ils  se  reduisent 
k  eux-mdmes  et  ne  donnent  pas  lieu  k  des  theories  etendues  comme 
celles  du  rapport  anharmonique,  de  la  division  homographique , 
et  de  rinvolution,  qui  ne  sont  au  fond  que  des  developpements 
de  cette  notion  simple  et  clementaire  du  rapport  anharmonique. 

571.  On  ne  s^est  servi,  jusqu'ici ,  que  des  deux  theoremes  dont 
nous  venons  de  parler,  dans  Iesi]uels  on  considere  les  segments 
faits  par  trois  points  sur  les  cotes  d*un  triangle ;  mais  il  est  indis. 
pensable  d'y  joindrc  les  theoremes  corresfiondants  (3o4)et  (356) 
relatifs  aux  sinus  des  angles  que  les  droites  menees  des  sommets 
k  ces  points  font  avec  les  cotes,  car  ils  ont  leurs  applications  pro- 
pres ,  qui  peut-etre  m^me  sont  les  plus  nombreuses. 

Les  theoremes  dans  lesquels  on  considere  tout  k  la  fois  une 
transversale  et  un  point  fixe  dans  le  plan  d'un  triangle ,  et  qui  pre- 
sentent  une  application  plus  directe  de  la  theorie  de  rinvolution , 
seront  ^galement  utiles,  comme  nous  allons  le  voir. 

n. 

379.  Les  polaires  d'an  meme  point  relatioes  aux  trois  angles 
d'un  triangle  vont  rencontrer,  respectivementy  les  cdtis  opposes  en 
trois  points  situes  en  lignc  droite. 

En  effet,  soient  Ka\  B^>',  Cc'  [fig,  70)  les  polaires  du  point 
O,  relatives  aux  trois  angles  du  triangle  ABC  (347);  et  a\  b'y  c' 
les  points  ou  elles  rencontrent,  respectivement ,  les  coles  oppo- 
ses. On  a,  relaiivement  aux  trois  droites  issues  du  point  O,  Te- 
quation  (3,  SK6);  mais  les  deux  droites  OA,  Ka'  divisant  har- 
moniquement  Tangly  en  A ,  on  a 

sinOAB__  sin/i'AB 

sin  OAC     "~  sin  a' AC  '* 
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sin  OBC  _     sin  A' EC  sin  OCA  _      sin  cCX 

sin  OBA         sin  ft'BA  sin  OCR  ~"      sin  c'CB  ' 

De  sorte  que  roquation  ( 3)  se  change  en  celle-ci : 

sin  g'AB  sin  b'  BC  sinc'CA_ 
sin  a' AC  '  sin  b'BA  '  sin  c'CB  "~ 

laquelle  prouve  (5tftf)  que  les  trois  points  a\  b\  c'  sont  en  Kgne 
droite.  Done,  etc. 

GoaoLLAiRE.  —  Si  le  point  O  est  a  Finfini ,  les  trois droites  OA, 
OB ,  OG  seront  paralldes ,  et  ]e  theor^me  prendra  cet  enonce  : 

IJne  transvenale  ctant  menee  dans  le  plan  d'un  triangle,  les 
droites  qui  vont  des  sommets  des  trots  angles  aux  points  milieux 
des  segments  intercept's  sur  la  transversale  par  ces  angles  respec- 
tivement,  rencontrent  les  c6t's  opposes  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite. 

575.  Les  polaires  d*un  point  relatives  a  deux  angles  d*un  trian- 
gle se  coupent  sur  la  droite  qui  Joint  ce  point  au  sommet  du  troi- 
sieme  angle. 

Soit  O'  [fig.  71)  le  point  dUntersectioo  des  |M)laires  du  point  O 
relatives  aux  deux  angles  A  et  B  ;  je  dis  que  le  point  O'  est  sur  la 
droite  OC. 

En  effet,  AO'  et  BO'  etant  les  polaires  du  point  O ,  on  a 

sin  OAB  _     sin  O'AB  sin  OBC  _  sinO'BC 

sin  OAC         sinO'AC  sin  OBA  ~  sinO'BA* 

De  sorte  que  Tequation  (3,  556),  relative  aux  trois  droites  issues 
du  point  O,  devient 

sin  O'AB    sin  O'BC    sin  OCA  _  _ 
sin  O'AC  '  sinO'BA  '  sinOCB 

Mais  en  menant  la  droite  O'C,  on  a 
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Done 

sin  OCA_sinO'CA 
sin  OCB     sin  O'CB^ 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droitfs  OC  et  CyC  sont  co'incidenles 
c'est-4-dire  que  le  point  O'  est  sur  la  droite  0€.     c.  q.  f.  d. 

574.  St  dans  le  plan  d*un  triangle  ABC  (fig.  on  menc  une 
transversale  qui  rencontre  ses  cdces  en  trois points  a ,  b ,  c ,  tff  fjue 
sur  chaque  cSte  on  prenne  le  conjugal  harmonique  da  point  de 
rencontre  de  la  trnnsvcrsalc ,  par  rapport  aux  deux  sommets  du 
triangle,  les  droites  qui  joindront  les  trois  points  ainsi  determines  y 
aux  sommets  opposes ,  passeront  par  un  mSme  point. 

En  effet ,  on  a 

cA 

^c-zri-^  =  ' 

et 

^TC""      fl'C'     ^^A~      ^'a'    JB*"      r'B  ^ 
Done 

a'B     b'C  f[^__ 
*  Fa  '  c'B"" 

oe  qui  prouve  que  les  trois  droites  Aa^,  B^\  passent  par  ui? 
mime  point  (558). 

CoEOLLAiRE.  —  Si  la  transversale  est  k  Tinfini,  on  en  conclut 
que :  Les  trois  droites  menees  des  sommets  d*un  triangle  aux  milieux 
des  cSt^s  opposes  concourent  en  un  mdme  point. 

575.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  on  mene  une  transcersale  et 
qu*on  prenne  sur  deux  cdtes  les  points  qui  avec  la  transi^ersale  di- 
Hsent  ces  cdtes ,  respectivement ,  en  rapport  harmonique ,  les  deux 
points  ainsi  determines  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  de  ren^ 
eontre  du  trois ieme  c6ti par  la  transversale. 

En  effet ,  la  transversale  rencontre  les  trois  cotes  du  triangle  ABC 
en  a,  hy  c  [fig-  72),  et  Ton  a 

flB     ^C  cK 

rtC  "  ^A  '  cB"      ' ' 


Si  sur  les  cotes  AB ,  AC  on  prend  les  points  c',  b'  qui,  avec  r,  ^, 
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respectivement,  les  divisent  harmoniquement ,  on  aura 

et  par  consequent 

oB 

ce  qui  prouve  que  les  trois  points  b\  c'  et  a  sont  en  ligne  droite. 
Done,  etc. 

578.  Dans  ttn  triangle ,  les  hissectriccs  des  trois  angles  passent 

par  un  meme  point. 

^      ,         ,  sinaAB     sin  6BC  sinrCA 

Car  cnacun  des  trois  rapports   --5  — r-=-  »   

'  ^       sin  a  AC     sm  b  BA      sin  cCB 

ifiS'  73)  est  egal  k  —  1 ;  par  consequent  leur  produkest  egal  lui- 

meme  a  —  1 ;  ce  qui  prouve  que  les  trois  droites  passent  par  un 

meme  point. 

577.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  ties  supplements  des  trois 
angles  rencontrent  les  cdtes  opposes  en  trois  points  situes  en  ligne 
droite. 

En  efTet,  si  les  points  a,  b,  c  appartiennent  aux  bissectrices 

des  supplements  des  trois  angles,  chacun  des  trois  rapports 

sinaAB  ...         »  «  i  •  .  . 

 -»  etc.,  est  ei'al  a      i.  T^eur  produit  est  done  aussi  ecal 

sm/iAC 

^  +  1  ;  done  les  trois  droites  rencontrent,  respecti vement ,  les 
cotes  opposes  en  trois  points  situcsen  ligne  droite. 

578.  Dans  un  triafigle,  les  bissectrices  de  deux  angles  et  In  bis- 

sectrice  du  supplement  du  trois ieme  angle  rencontrent  respect ivr- 

ment  les  cdtes  opposes  en  trois  points  situes  en  ligne  droite. 

^     ^      ,       ,  sinaAB   sin  ^BC  sincCA 

En  efFet,  deux  des  trois  rapports   —  ?  -—■ rTrr  et  -:  — 

'  ^'       sm/iAC  sin^BA  sincCB 

sont  ^aux  k  —  i ,  et  le  troisieme  a  -hi;  leur  produit  est  done  egal 

a  +  1 ;  ce  qui  prouve  que  les  trois  points  a^  b,  c  sont  en  ligne 

droite.  Done,  etc. 

579.  Dans  un  triangle ,  les  bissectrices  des  supplements  de  deux 
angles  se  rencontrent  sur  la  bisscctrice  du  troisieme  angle. 
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En  effet,  pour  les  bissectrices  des  supplements  des  deux  angles 

«     ^  /  ^  1  sin  ^BC  sincCA 

B  et  C  {fig.  ,4) ,  les  rapporrs  -j^-  et  -j-^-  sont  egaux  a 

...  .         ,    .  ,  sinaAB       ,  , 

4-  I »  et  pour  la  bissectnce  de  l  angle  A  le  rapport   ■  •  est  eoal 

*  "  sin  rt  AC 

^  —  I ;  le  produit  des  trois  rapports  est  done  egal  k  —  i :  ce  qui 

prouve  que  les  trois  bissectrices  passent  par  un  meme  point. 

Done,  etc. 

580.  Si  d*un  point  on  conduit  des  rayons  aux  trois  somntets  d'un 
triangle,  les  droites  menics  par  cc  m4me  point  perpendiculaire- 
went  a  ces  rayons,  iront  rencontrer  les  cdtes  opposes ,  en  trois  points 
situSs  en  ligne  droite, 

EnefTet,  les  trois  droites  perpendiculaires  k  cellesqui  vont  aux 
sommets  da  triangle  forment,  avec  celles-ci,  un  faisceau  en  in- 
volution (946).  Done  elles  rencontrent  les  trois  c6tes  en  trois 
points  en  ligne  droite  ( 5i>9 ). 

581.  Goncevons  qu'on  ait  mene  par  !e  point  0{fig.  76)  trois 
droites  formant  avec  les  trois  OA,  OB,  OC,  respectivement , 
trois  angles  qui  aient  la  meme  bissectrice  OL ;  ces  trois  droites  ren^ 
contreront,  respectivement  y  les  trois  cdtes  opposes  aux  sommets  A, 
B,  C,  en  trois  points  si tues  en  ligne  droite.  Car  elles  formeront 
avec  les  trois  OA,  OB,  OC  une  involution  (247 ). 

On  peut  donner  au  theor^me  cet  enonce  : 

Si  trois  rayons partant  des  sommets  d*un  triangle  vont  se  r^flechir 
en  un  m€me  point  sur  une  droite,  les  rayons  refleckis  rencontre- 
ront,  respectivement,  les  trois  cdtSs  opposes  du  triangle,  en  trois 
points  situes  en  ligne  dtvite. 

582.  Les  perpendiculaires  abaissees  des  sommets  d^un  triangle 
sur  les  c6tes  opposes  forment,  avec  ces  cdtes ,  six  droites  ay  ant 
entre  elles  les  relations  d'involulion  (246) ;  done  (560) ,  ces  trois 
perpendiculaires  passent  par  un  m^me  point, 

585.  Par  une  consideration  semblable  on  demontre  que : 
Si  des  sommets  d*un  triangle  on  abaisse  sur  les  cdt^s  opposes 
des  obliques  sous  des  angles  ayant  leurs  bissectrices  paralleles  a 
une  m^me  droite ,  res  trois  obliques  passeront  par  un  mSme  points 
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Gar  elles  auront  avec  les  cotes  du  triangle  les  relations  d^invo- 
lution(5l47). 

384.  £tant  pris  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle ,  si  I' on 
mene  les  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point 
les  trois  cStes  du  triangle ,  et  les  bissectrices  des  supplements  de  ces 
trois  angles  : 

I*.  Les  trois  bissectrices  des  supplements  rencontreront  les  trois 
c6t€S  opposes ,  respectiuement ,  en  trois  points  situes  en  ligne  droite; 

2®.  Les  bissectrices  de  deux  des  trois  angles  et  la  bissectrice  du 
supplement  du  troisiemc,  rencontreront  aussi  les  trois  cStes  opposes, 
respectiuementf  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Car  les  trois  bissectrices  que  Ton  considere  dans  chaque  cas 
forment  noe  involution  avec  les  trois  droitcs  menees  aux  sommets 
du  triangle  ( 979) ;  par  consequent,  elles  rencontrent  les  cotes  oppo- 
ses en  trois  points  situes  en  ligne  droite  (3^9 ). 

38tf .  Les  mimes  choses  etant  supposes  que  dans  le  th^oreme 
precedent : 

1".  Les  bissectrices  des  trois  angles  rencontrent  les  cdtes  opposes 
du  triangle  en  trois  points  tels,  que  les  droites  menies  de  ces  points 
aux  sommets  opposes  concourent  en  un  mime  point ; 

2**.  La  bissectrice  de  l*un  des  trois  angles  et  les  bissectrices  des 
supplements  des  deux  autres  rencontrent  aussi  les  cdtes  opposes  en 
trois  points  tels,  que  les  droites  menees  de  ces  points  aux  sommets 
opposes  concourent  en  un  mime  point. 

Ce  theoreme  est  une  consequence  evidente  du  precedent,  en 
vertu  du  theoreme  (374). 

386.  Quand  un  triangle  estinscrit  dans  un  cerclc ,  si  d'un  point 
de  la  circonference  on  abaisse  sur  ses  cdtes  des  obliques  y  sous  le 
mime  angle  et  dans  le  mime  sens  de  rotation,  les  pieds  de  ces 
obliques  sont  en  ligne  droite. 

£n  efTet,  soit  le  triangle  ABC  inscrit  an  cercle  {Jig.  76);  que 
par  un  point  O  de  la  circonference  on  mene  les  droites  OA ,  OB , 
OC  qui  aboutissent  k  ses  sommets,  et  les  droites  OA',  OB',  OC 
paralleles ,  respectivement ,  aux  c6tes  opposes ;  les  trois  angles 
( A ,  A' ) ,  (B ,  B') ,  (C,  C )  auront  la  mdme  bissectrice.  Car  Tangle 
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A'OC  estegal,  par  construction,  au  supplement  de  Tangle  ABC 
du  triangle,  et,  par  consequent,  k  Tangle  AOC  qui  sous-tend  la 
meme  corde.  Done  les  deux  angles  AOA'  et  COG^  ont  la  meme 
bissectrice.Et  il  en  est  de  meme  des  angles  AOA'  et  BOG'. 

Ainsi  les  trois  droites  OA',  OB',  OC'  font  avec  les  trois  OA,  OB, 
OC,  respectivement,  trois  angles  qui  ont  la  m^me  bissectrice,  et , 
par  consequent,  ces  six  droites  forment  une  involution  (247). 
Si  Ton  fait  tourner  les  trois  premieres,  d*nne  meme  rotation  ,  au- 
tour  du  point  0 ,  les  angles  qu'elles  feront  avec  les  trois  OA , 
OB ,  OC ,  respectivement ,  auront encore  une  m^me  bissectrice ,  et, 
par  consequent,  les  six  droites  seront  encore  en  involution.  Done 
les  trois  OA',  OB',  OC',  devenues  0«,  Oi,  Of,  dans  leur  nou- 
velle  position ,  rencontreront  respectivement  les  trois  cotes  op- 
poses du  triangle,  savoir  BG,  GA,  AB,  en  trois  points  <7,  c 
situes  en  ligne  droite  (559).  Mais  alors  ces  trois  droites,  qui 
primitivement  etaient  paralleles  k  ces  trois  coles  du  triangle ,  sont 
devenues  trois  obliques  abaissees  sur  ces  c6tes ,  sous  le  ni^nie 
angle ,  et  dans  un  meme  sens  de  rotation  k  partir  des  perpendi- 
culaires  a  ces  c6tes  ;  le  theor^nie  est  done  demon tre. 

586  bis.  Remarque.  —  Les  quatre  points  O,  A,  C,  B  sont  les 
sommets  d*un  quadrilat^re  inscrit  au  cercle,  et  les  trois  angles 
AOA',  BOB',  COG'  sont  egaux  aux  angles  formes  chacun  par  deux 
c6tes  opposes  ou  par  les  deux  diagonales  du  qnadrilatere;  et  cette 
circonstance ,  que  ces  trois  angles  ont  la  meme  bissectrice ,  ex- 
prime  ce  theoreme  : 

Quand  un  quadrilatere  est  inscrit  au  cercle ,  les  bissectrices  des 
deux  angles  formes ,  respectivement ,  par  les  deux  couples  de  c6tes 
opposes  f  sont  rectangulaires  et  paralleles  aux  bissectrices  des  an- 
gles formes  par  les  deux  diagonales, 

587.  Quand  un  triangle  est  circonscrit  a  un  cercle  y  si  de  ses 
sommets  on  abaisse  sur  une  tangente  au  cercle  trois  obliques  qui 
soient  vues  du  centre  sous  des  angles  Sgaux  et  formes  dans  le  meme 
sens  de  rotation  a  partir  des  sommets ,  ces  trois  obliques  concour- 
ront  en  un  m^me  point. 

En  efTet ,  soit  [fig,  77 )  le  triangle  ABC  circonscrit  au  cercle ,  ot 
dont  les  coles  rencontrent  une  tangente L  en  trois  points a^byCy 
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que  du  centre  du  cercle  on  mene  des  droites  a  ces  points  et  anx 
trois  soinmets  du  triangle;  ces  six  droites  seront  en  involu- 
tion ( 5lf9 ).  En  outre ,  les  trois  angles  AO  a ,  BO^ ,  GO  c  que  ces 
six  droites  forment ,  deux  k  deux ,  ont  la  m^me  bissectrice.  Car 
les  deux  angles  AOG,  aOc  qui  sous-tendent  les  deux  tangentes 
AC ,  ac  comprises  entre  les  angles  opposes  au  soramet ,  formes 
par  les  deux  tangentes  AB ,  CB,  sont  egaux ;  et ,  par  consequent , 
la  bissectrice  de  Tangle  AOa  est  aussi  celle  de  Tangle  COc.  Et 
elle  est  pareillement  la  bissectrice  de  Tangle  BO  b. 

Puisque  les  trois  droites  OA,  OB,  OC  font  avec  les  trois  0^, 
O^,  Oc,  respectivement ,  trois  angles  qui  ont  la  m^me  bissec- 
trice ,  il  en  sera  de  m^me  si  Ton  fait  tourner  d'une  meme  rotation, 
les  trois  droites  OA,  OB,  OC  autour  du  point  O ;  et  par  consequent, 
dans  leur  nouvelle  position ,  ces  droites  formeront  encore  une  in- 
volution avec  les  trois  Oa,  O^,  Oc.  Done  les  points/*',  b\  ou 
elles  rencontreront  la  tangente  fixe  L ,  formeront  une  involutian 
avec  les  trois  a ,  hyC.  Done  les  droites  qui  joindront  ces  trois  points 
aux  trois  sommets  du  triangle  passcront  par  un  mcme  point  ( 36t }. 
Mais  ces  droites  forment  trois  obliques  abaissees  des  sommets  du 
triangle  sur  la  tangente  L  ,  et  qui  sont  vues  du  centre  O  sous  des 
angles  egaux  comptes  dans  le  m^me  sens  k  partir  des  sommets;  ie 
tbeoreme  est  done  demon  ire. 

587  his.  Remarque*  —  Le  triangle  ABC  et  la  tangentp  L  forment 
un  quadrilatere  CB  cb  circonscrit  au  cercle ,  dont  les  points  de 
concours  des  c6tes  opposes  sont  A  et  a.  La  droite  qui  joint  ces 
points  de  concours ,  et  les  deux  diagonales  Cc,  B^,  sont  vues  du 
centre  sous  les  angles  AOa,  COc,  BO  ^  ;  et  puisque  ces  angles  ont 
la  meme  bissectrice ,  on  en  conclut  que  : 

Quand  un  quadrilatere  est  circonscrit  a  un  cercle ,  les  angles 
sous  lesquels  on  voit  du  centre  les  deux  diagonales  et  la  droite  qui 
joint  les  points  de  concours  des  cdtes  opposes,  ont  la  mime  bis- 
sectrice. 

588.  Quand  trois  triangles,  homologiques  deux  a  deux ,  ont  le 
mime  axe  d'homologie,  leurs  trois  centres  d*homologie  sont  en 
ligne  droite, 

Soient  abc^  a'V c\  a" b" c"  [fig.  78)  les  trois  triangles,  dont 
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let  cotes  bomologuesooncoureot  Irois  a  trois  en  trois  poiots  7, 
sitoes  en  ligne  droitc;  les  trois  cotes  ab^  a  b\  a"  b"  donnent  lieu 
aux  deux  triangles  aa^a"  et  bb'b"^  dent  les  sommets  sont^  deux 
k  deux  ,  sor  trois  droiies  conconrantes  au  meme  point  7 ;  done  les 
trois  cotes  aa^'  et  a' a"  do  premier  rencontrent  respectivement 
les  trois  cotes  bb\  bb"  et  b' b"  du  second  en  trois  points  situes  en 
ligne  droite  ( 36ff ).  Or  ces  trois  points  sont  les  centres  d'homologie 
des  trois  triangles  proposes,  pris  deux  i  deux ;  done,  etc« 

CoBOLLAiBB.  —  Deux  triangles  homoeh^tiqrtes ,  ou  semblahles 
et  semblablement  places,  sont  deux  triangles  homologiques  dont 
Taxe  d'homologie  est  a  Tinfini.  Done :  Qaand  trois  triangles  sont 
homothitiques ,  deux  a  deux^  leurs  centres  de  similitude,  ou  d^ho" 
mothetie,  sont  en  ligne  droite, 

388.  Quand  trois  triangles  homologiques  ont,  deux  a  deux^  le 
mime  centre  dhomologie,  leurs  trois  axes  d'homologie  passent 
par  un  mime  point, 

Soimt  abc,  b'c\  a"  b" c"  {Jig.  les  trois  triangles,  dont 
les  sommets  sont,  trois  k  trois,  sur  trois  droites  concourantes  en 
un  mdme  point  S,  centre,d'homologie  common  aux  trois  triangles. 
Les  trois  cAtes  aby  a'b\  a"  b*'  formenl  un  triangle,  et  les  trois 
c6tes  tfc,  a!dy  a"  c"  en  forroent  un  second.  Ces  deux  triangles 
sont  homologiques,  puisque  les  trois  cotes  de  Tun  rencontrent  res- 
pectivement  les  trois  cotes  de  I'autre  en  trois  points  /i',  a!'  situcs 
en  ligne  droite.  Done  les  sommets  des  deux  triangles  sont ,  deux 
k  deux,  sur  trois  droites  concourantes  en  un  meme  point  (366). 
Or  ces  droites  sont  precisement  les  axes  d'homologie  des  trois  tri- 
angles proposes.  Done,  etc. 
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CHAPITRE  XX. 

PROPRI^T^S    BES   POLTGONE8   EN    G^N^RAL ,    t)U  QUADRELA^ 
TER^  ET  DE  L^HEXAGOIfE. 


390.  Les  proprieles  du  triangle  contenues  dans  les  pre- 
mieres parties  du  chapitre  precedent  (3o2-364)  se  dis- 
tinguent  par  Thypotlifese  et  par  la  forme  particuli^re  des 
equations  qui  expriment  ces  theor^mes.  Car,  d'une  part, 
on  y  considere  toujours,  soit  un  sysleme  de  points  pris  sur 
les  c6tes  du  triangle,  soit  un  systeme  de  droites  menees  par 
scs  sommets,  ou  des  points  et  des  droites  tout  a  la  fois; 
et,  d^autre  part,  I'equation  qui  constitue  chaquc  th^oreme 
est  toujours  formee  d'un  produit  de  rapports ,  chacun  de 
deux  segments  qui  ont  m^me  origine  sur  une  m^me  droite, 
ou  de  deux  sinus  d' angles  qui  ont  m^me  sommet  et  un 
G6te  commun,  produit  egal  a  db  i,  ou  bien  d'un  produit 
de  rapports  de  segments  egal  a  un  produit  de  rapports  de 
sinus. 

On  pent  former  dans  un  triangle  beaucoup  d'autres  re- 
lations semblables ,  nous  n'avons  doune  que  celles  qui  de- 
vaient  nous  oflrir  une  application  utile. 

Ilexistedans  les  polygones  des  relations  du  m6me  genre, 
dont  celles  du  triangle  ne  sont  que  des  cas  particuliers  et 
qui  comportent ,  comme  celles-ci ,  Tapplication  du  prin- 
cipe  des  signes  aux  segments  et  aux  angles  que  I'on  y  con- 
sidere. Nous  allons  demontrer  quelques-unes  de  ces  proprie- 
t^s.  Le  principe  des  signes  nous  permettra  d'en  conclure 
quelques  propositions  qui  semblcnt,  par  leur  nature,  se 
rattaclier  a  cette  partie  de  la  science ,  a  laquellc  on  a  donne 
parfois  le  nom  de  Geometrie  de  situation ,  non  pas  seulc- 
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ment  parce  qu'il  n'y  entre  aucune  relation  de  grandeur,  ce 
qui  a  lieu  dans  une  foule  d^autres  th^r^mes ,  mais  a  cause 
du  genre  particulier  des  propositions. 

§  I.  —  Proprietes  des  polygones. 

391 .  Quand  wie  transversale  menee  dans  le  plan  d^un 
polygene  ABC. . .  rencontre  ses  cdtes  consecutifs  en  des 
points  a,  b,  c,. . .  on  a  /a  relation 

aX  cC 

dans  laquelle  on  ohsen^e  la  regie  des  signes  relatis'ement 
aiix  deux  segments  formes  sur  chaque  cote. 

Nous  alloiis  demoutrer  que  si  le  tWorime  est  vrai  pour 
un  polygone  dc  n  cotes,  il  Test  pour  un  polygone  d'un 
cote  deplus.  En  elTet,  le  th^or^me  ^tant  suppose  vrai  pour 
le  polygone  AB. .  .E  de  /i  c6tds  {fig>  80) ,  on  a  Tequation 

Formons  un  polygone  d'un  c6te  de  plus ,  en  rempla^ant  \v 
c6te  EA  par  deux  autres  EF  et  FA.  On  a  dans  le  triangle 
AEF,  coupe  par  la  transversale , 

Cette  equation ,  niultipliee  membrc  a  membre  par  la  prece- 
denlc  5  donne 

aX   bB  fY_ 
nB  '  bc"  fX'^  '  ' 

ce  qui  est  I'equaliou  relative  au  polygone  de  ( /i  -4-  i )  cotes. 
Done  si  le  ilieoreme  est  vrai  pour  un  polygone  de  n  cotes, 
il  Test  nccessairement  pour  un  polygone  d'un  c6te  de  plus. 
Or  il  est  vrai  pour  le  triangle^  done,  etc. 

392.  ConoLLAiRE.  —  L'equalion  (i)  montre  que  le  nom- 
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bre  des  rapports  —5  etc.,  negatifs  est  tpujours  pair;  c'est- 
a-dire  que  : 

Une  transx^ersale  menee  dans  le  plan  d'un  pofygone, 
rencontre  chaque  cdte  en  un  point  sitae  sur  le  cdte  lui- 
rn^me,  on  sur  son  prolongemenl ,  et  il  y  a  toujours  un 
nombre  pair  de  cdtes  qui  sont  rencontres  sur  eux-m^mes. 

393.  Si  d'un  point  O  on  mine  des  rayons  aux  sommets 
d[un  poly  gone  ABC .  . .  [fig.  81),  les  sinus  des  angles  que 
ces  rayons  feront  chacun  a^ec  les  deux  cdtes  adjacenls, 
auront  entre  eux  la  relation 

sin  OAB   sin  OBC       sin  PEA  ^ 

sinOAE  *  sin  OBA  *  *  sin  OED  ~  ~  ' ' 

le  signe  etant  -f-  oa — ,  selon  que  le  nombre  des  som- 
mets du  poly  gone  sera  pair  ou  impair. 

Nous  emploierons  le  m^me  mode  de  denionstration  que 
pour  le  theoreme  precedent,  qui  consiste  a  prouver  que  si 
le  iheorime  est  vrai  pour  un  polygone  de  n  sommets ,  il 
I'est  necessairement  pour  uu  polygone  de  (/» -f-i)  sommets. 

En  effet ,  Tequation  ayant  lieu  pour  un  polygone  de  n 
sommets,  formons  un  polygone  d'un  sommet  de  plus  F 
compris  entre  les  deux  A  et  E.  On  a  dans  le  triangle  EFA 
la  relation 

sin  OAE  sin  OF  A   sin  OEF  ^  ^ 
sin  OAF  '  sin  OFE  '  sin  OEA  ~"  ~"  ' ' 

qui,  multipliee  par  la  precedente,  membre  a  membre, 
donnc 

sin  OAB  sin  OBC       sin  OEF   sin  OF  A  

sin  OAF  '  sinOBA  ' '  '  sinOED  "  sin  OFE  — 

Cette  equation  demontre  que  si  le  theorime  est  vrai  pour 
un  polygone  de  n  sommets ,  il  le  sera  pour  un  polygoue 
d'un  sommet  de  plus.  Or  il  est  vrai  pour  le  triangle; 
done,  etc. 
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394.  CoROLLAiRE. — L'equation  prouve  qu'il  y  a  toujours 

"  .       .       .J  sin  OAS  sinOBC 

un nombre  pair ou impair de rapports  -r— rrr-=>  ■.  etc., 
^  ^  smOAE  sinOBA 

negatifs,  selon  que  le  nombre  des  cot^s  du  polygone  est  pair 

ou  impair^  et  Ton  en  conclut  cette  proposition  : 

Si  iVun  m^me  point  on  mene  des  rayons  aux  sommets 
de  tons  les  angles  d'un  polygone,  dont  les  uns  sei'ont  situes 
dans  les  angles  eux-'m^mes  (ou  leurs  opposes  au  sommet) 
et  les  autres  dans  les  supplements  des  angles; 

Le  nombre  des  rayons  situes  dans  les  angles  sera  pair 
ou  impair,  selon  que  le  nombre  des  angles  du  poly  gone 
sera  pair  ou  impair, 

395.  Si  par  les  sommets  d'un  poly  gone  ABCDEF 
{fig'  Si)  on  mine  arbitrairement  des  droites  Aa,  Bb,  etc. , 
qui  forment  un  second  poly  gone  abcdef  inscrit  au  pre^ 
mier,  on  a  la  relation 

Bb     ¥/  ^sin/iAF  sin  bBX     sin /YE 

^  ^     A/'  Ba  "  Fc  ~*~sinflAB  *sin  Z»BC sin/FA' 

le  signe  etant  om  7— ,  selon  que  le  nombre  des  cotes  du 
poly  gone  est  pair  ou  impair. 

Nous  allons  prouver  que  si  le  theor^me  est  vrai  pour  un 
polygone  de  n  cotes,  il  Test  pour  un  polygone  d'un  c6te  dc 
plus.  En  effet,  consid^rons  le  polygone  de  n  c6tc8  ABCDE, 
pour  Icqucl  on  a  par  hypothese, 

Aa   Bb   i^sinaAE  sin^BA     sin  s ED 

a7  *  Ba      E^         sinaAB  '  sin  b  BC      sin  sEA* 

On  a  dans  le  triangle  AEF, 

A«    E<?  F/  siniAF   sin  <?EA  sin/FE 

X/'eI'FV""     sin.AE'sTneEF'sin/FA  ^' 

Multipliant  membre  a  membre,  il  vient 

Art  B^  E£  F/__sin/iAE  sin^>BA  sin/FE 
Af'B7i  "'  Er/'  "^sinflAF  '  sinTBC  *  "  sin/FA 
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Ce  qui  d^montre  que  si  le  theoreme  est  vrai  pour  un  poly- 
gone  de  n  cdtes ,  il  Test  pour  un  polygone  d^un  cdt^  de  plus. 
Or  nous  i'avons  demonlre  pour  le  triangle;  done  il  a  lieu 
pour  un  quadrilat^re,  pour  un  pentagone,  etc.  Done,  etc. 

Observation.  — Les  deux  theorimes  (391  et393)  peu- 
vent  &tre  considdres  comme  des  coroilaires  de  la  propo- 
sition actuelle,  aiiisi  que  nous  Pavons  vu  a  regard  du  tri- 
angle (362). 

396.  Des  droit es  Aa,  Bb,  Cc,...,  etanl  menees  arbitral- 
rement  par  les  somniets  d'un  polygone  ABC...  (fig.  83), 
5/  une  transversale  rencontre  les  totes  du  polygone  en  des 
points  a ,  6 ,  y , .  •  •  9  '^-^  droites  en  des  points  a ,  b , . . . ,  on 
aura ,  entre  les  sinus  des  angles  que  les  droites  font  avec  les 
cdtes  du  polygone  et  les  segments  que  ces  angles  inter- 
ceptent  sur  la  transuersale,  la  relation 

sinaAB  sin  ^BC   sin<:CD  ,  aa   ^6  C7 


(4) 


sinaAF  sin^BA   sin  cCB  af   ba  c€ 


le  signe  etant      ou  — ,  selon  que  le  nombre  des  cdtes  du 
polygone  est  pair  ou  impair. 

En  e/Tet,  que  par  un  point  O  pris  sur  la  transversale  on 
conduise  des  droites  aux  sommets  du  polygone,  on  pourra 
^crire 

/sincAB  sinOABX  /sin  b BC  sin  OBC\  «  .  . 

\sinaAF*sinOAF/  \sin^BA*sinOBA/  \atf  'Of)  \6a'0aj' 

car  dans  le  second  membre  les  facleurs  Oa,  06,...,  se  de- 
truisent  deux  a  deux,  et,  dans  le  premier  membre,  tous 
les  sinus  introduits  se  detruisent  ensemble,  parce  qu'on  a 
r^quation 

sinOAB   sinOBC  sinOCD  . 

  .   .  ...  =  ±  I  (595). 

sin  OAF  sin  OBA   sin  OCB  ^  ^ 


Or  les  rapports  anharmoniques  du  premier  membre  de 

'9 
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r^uation  sont  ^aux  a  ceux  du  second  membre,  un  a  un , 
respect! vement.  Done  requation  est  vraie. 

C.    Q.    F.  D. 

397.  CoROLLAiRE.  —  Unc  transversale  ^tant  menee  dans 
le  plan  d'un  polygone ,  les  deux  e6tes  de  chaque  angle  du 
polygene  rencontrent  cette  droite  en  deux  points  qui  de- 
terniiiient  un  segment  compris  soit  dans  Tangle  lui-m&me 
(ou  sou  oppos^  au  sonimet) ,  soit  dans  son  supplement.  On 
conclut  du  theorime  qui  vient  d'etre  demontre  que :  Le 
nomhre  des  segments  compris  dans  Ics  angles  eux-mdmes 
ou  leurs  opposes  au  sommet  est  toujours  pair. 

En  effet,  supposons,  dans  le  theoreme,  que  toules  lea 
droites  A^*,  BZ»,  etc.,  soicnt  meneesdaus  les  angles  mdmes 

du  polygone;  chaque  rapport  tel  que  ~,  relatif  a  Tangle 

A,  sera  nr^gatif  quand  le  segment  (pa  sera  compris  dans 
Tangle  A  ou  son  oppose  au  sommet,  et  posilif  quand  le 
segment  sera  compris  dans  le  supplement  de  Tangle.  La 
proposition  revient  done  a  prouver  que  le  nombre  des  rap- 
ports ~  '  ^  '         negatifs  est  toujours  pair.  Or,  quand  le 

nombre  des  angles  du  polygone  est  pair,  on  a  Icsigne  -f-  dans 
T^quation  (4)«  Mais  alors  le  premier  membre  est  positif, 
ot,  par  consequent ,  le  second  Test  aussi.  Done  le  nombre 

des  rapports       etc.,  negatifs  est  pair. 

Quand  le  nombre  des  angles  du  polygone  est  impair,  le 
signe  du  second  membre  de  Tequation  (4)  est  —  i.  Mais 

le  premier  membre  est  negalif.  Done  le  prodnit  ~~  *       ' " ' 

est  positif.  Done  le  nombre  des  rapports  negatifs  est  pair. 
Ce  que  nous  nous  proposions  de  prouver.  Done,  etc. 

Ohseivation,  — Ce  theorime  et  les  denx  (392  ,  394) 
sont  de  rcux  qui  nous  paraissent  se  rapporter  a  la  .Geome- 
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trie  de  situation  proprement  dite,  comme  nous  I'avons 
annonc^  (390). 

398.  £tant  pris  de$  points  a,  b,...,  sur  les  cdtes  d'un 
pofygone  ABCD...  (fig.  84),  si  d'un  point  O  ton  mine  des 
droites  aux  sommets  du  pofygone  et  aux  points  b,..., 
on  aura,  entre  les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font 
entre  elles  et  les  segments  que  les  points  a,  h^.,.font  sur 
les  cdtes  du  pofygone,  la  relation 

sin  a  OA  sin  6  OB 

sin  flOB  '  sin^OG  "      «B  '  Tc  " 

En  eifet ,  menons  par  le  point  O  une  droite  fixe  OL ,  ct 
appelons  a',  •  • ,  les  points  ou  elle  rencontre  les  c6t^s  AB, 
BCv  du  polygone,  Tequation  pourra  s'ecrire 

(singQA  sinLOAX  /sin  ^OB  sinLOBX  _ /<iA  g'A  \ /6B  ^'B\ 
sin    OB 'sin  LOB/  \sin  ^OC  '  sin  LOG  j'"  ~"  \aB  *  ^  )  \fcC  *  ^'C/ 

Car  tous  les  sinus  introdults  dans  le  premier  membre  s^an- 
nulent  d'eux-mcmes  deux  a  deux,  et  les  segments  intro- 
duits  dans  le  second  membre  s'an nulent  tous  ensemble,  en 
vertu  de  la  relation 

«'A  fr'B 

Or  chaque  rapport  anharmonique  du  premier  membre  est 
^gal  au  rapport  anharmonique  correspondant  dans  le  se- 
cond membre.  Done  T^uation  a  lieu,  et  le  tlieorime  se 
trouve  demon  tre. 

399.  CoROLLAiRE  I.  —  Si  toutcs  les  droites  Oa,  O  A,  etc., 
sont  les  bissectrices  des  angles  AOB,  BOC,  etc.,  chacun 

des  rapports  ^!"^^^  ?  etc. , est  ^gal  k — i .  On  en  conclut  que : 

Les  bissectrices  des  angles  sous  l^squels  on  voit  d'un 
point  fixe  les  cdtes  d'un  pofygone  ABC...,  rencontrent 
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ces  cotes  en  des  points  a ,  b . .  tels,  que  Von  a  la  relation 
aX  bB  , 

le  signe  etant  ou  —  selon  que  le  nombre  des  cotes  du 
potygone  est  pair  ou  impair, 

CoiiOLLAiRE  II.  —  Si  tomes  les  droites  Oa,  etc. ,  sont  les 
bissectrices  des  supplements  des  angles  du  polygone,  le  pre- 
mier membre  est  tou jours  positif.  Done : 

Les  bissectrices  des  supplements  des  angles  sous  lesquels 
on  voity  d'un  mdme  pointy  les  cdtes  d*un  poly  gone  ABC. . . , 
rencontrent  ces  cdtes  en  des  points  a ,  b, . tels,  que  Von  a 
oK^  bB  _ 

On  pent  conclure  de  ce  theoreme  les  proprietes  relatives 
au  triangle ,  d^montr^es  pr^cedemment  par  d'autres  con* 
sid^rations  (384  et  385). 

400.  Etant  pris  des  points  a ,  b ,  c ,.. .  sur  les  cdtes  con- 
secutifs  d'un  poly  gone  ABCD.  .     si  Von  fait  la  perspec- 
tive de  la  figure  sur  un  plan ,  la  fonction 
nk   bh  cC 

consen^era  la  m^me  "valeur. 

En  effet ,  menant  une  transversale  qui  rencontre  les  c6t^ 
cons^cutifs  du  polygone  en  des  points  a,  6,  y,.--  9  * 

^   6C  7d 

Et,  par  consequent,  la  fonction  proposee  a  la  m&me  valeur 
que  la  suivante  : 

/oA,  aA\  Ib^  6B\ 
\flB  *  aB/  \bc  ''  6C/ 

Celle-ci  devient,  en  perspective, 

/fl^A/  o^v'X    ib'w  ^'B'\ 
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et  conserve  la  m^mc  valeur,  parce  qu*elle  se  compose  de 
rapports  anharmoniques.  Mais  cette  demiere  se  r^duit  k 

parce  que  les  points  a',  6', .  .  .  ^tant  en  ligne  droile,  de 
m&me  que  a ,  6 ,  .  .  . ,  on  a  la  relation 
a!  SI    6^B^  '  _ 

On  a  done 

ok.  _a'h!  b[\i! 

Ce  qui  demontre  le  theoreme. 

Observation,  —  Le  theoreme  et  la  demonstration  sub- 
sistent,  si,  Toeil  etant  place  dans  le  plan  du  polygone,  on 
fait  la  perspective  sur  une  droite.  Alors  on  prend  pour  la 
transversale  a£  une  droite  passant  par  Fceil. 

401 .  Etant  donne  an  polygons  ABC . . .  F     des  droites 
Aa,Bb,Cc,...  menees  par  ses  sommets,  si  Ion  fait  la 
perspectii^e  de  la  figure  surun  plan ,  la  fonction 
sin^zAF  sin^BA  sincCB 
sinaAB  sin^BC  sine  CD 

ne  changera  pas  de  valeur. 
C'est-a-dire  que  Ton  aura 

sino'A'P  sin  b'WX'      _sinflAF  sin^BA 
sin  a' A'B' '  sin  6'B'C''  '  "~  sinaAB  '  sin  6BC  ' 

En  effet,  que  par  un  point  O  pris  dans  le  plan  du  po- 
lygone  on  m^ne  des  droites  a  scs  sommets ,  on  aura 

sin  OAF  sin  OB  A  sin  OCB  ^ 

 .  •  =  db  I  (393), 

sinOAB  sinOBC  sinOCD  ^  ^' 

et ,  par  cons^uent,  la  fonction  proposee  est  dgale  a 

_^  /sinflAF   sin  OAF\  /sin^BA  ^  sin  OBA\ 

~"  \sinaAB  ]  sin  OAB /  Vsin  A  BC  *  sin  OBC/  " " 

Or  dans  la  perspective  cclte  fonction  ne  change  pas  de 
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valeur ,  parce  qu'elle  se  compose  de  rapports  anharmoniques  • 
Mais  les  rapports  correspondants  a  ceux  que  nous  venons 
d'introduire  disparaitront  en  perspective ,  parce  quails  ont 
leur  produit  ^gal  a  ii=  i ,  en  vertu  du  ih^or&me  (393)  il 
restera  done  les  rapports  correspondants  a  ceux  qui  forment 
la  fonction  donn^e ,  ce  qui  d^montre  le  theor^me. 

§  n.  —  Proprietes  du  quadrilatere. 

402.  Les  proprietes  generates  d'un  polygone  s'appliquent 
d'elles-m^mes  au  quadrilatere  \  mais  cette  figure  donne  lieu 
k  quelques  propositions  particuli^res. 

Sisurles  quatre  cotes  d'un  quadrilatkre  ABCD  (fig.  85) 
*o/i  prend  quatre  points  a,  b,  c,  d  telsy  que  Fon  ait  la  re- 
lation 

oA  cC  <3^D__ 

et  quon  regarde  ces  quatre  points  comme  les  sommets  con- 
secutifs  dhin  second  quadrilatere  abed ,  les  points  de  con-- 
conrs  des  cotes  opposes  de  celui-ci  seront  situes  sur  les  deux 
diagonales  du  premier, 

Ainsi  les  deux  droites  ab ,  cd  se  croisent  sur  la  diago- 
nale  AC.  En  effet,  si  Ton  suppose  que  ces  deux  droites 
rencontrent  la  diagonale  en  deux  points  difS^rents  6,  e',  on 
aura  dans  les  deux  triangles  ABC ,  ADC  les  relations 

oA.   hB  6C_  cC  dD 

Multipliant  ces  ^uations  membre  a  membre  et  ayant 
^gard  k  I'^quation  suppose ,  on  en  conclut  ^  =  ^  *  ^® 
qui  prouve  que  les  deux  points  e ,    coincident.  Done ,  etc. 

403.  R^ciproquement :  *Si  par  un  point  e  de  la  diagonale 
AC  d*un  quadrilatere  ABCD  on  mhne  deux  droites  quel- 
conques,  dont  Vune  rencontre  les  deuxcdtes  AB,  BC  en 
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a ,  b ,  e£  /a  secondc  les  deux  cotes  CD ,  DA  en  c ,  tl ,  on 
aura^  entre  les  segments  formes  par  ces  quatre  points  a , 

b ,  c ,  d  sur  les  cotes  du  quadrilatkre ,  la  relation 

«A         cC  <^D_ 

et,  par  suite,  les  deux  droites  dsi  ^  ch  se  couperont  sur  la 
seconde  diagonale  BD. 

En  effet,  si  les  deux  droites  ab^  cd  se  croisent  en  un 
point  e  sur  la  diagonale  AC ,  on  aura  les  deux  equations 
precedentes,  en  ecrivant  e  au  lieude  5'  dans  la  seconde;  et 
ces  equations  multipliees  membre  a  membre  donnent  1'^- 
quation  ( i ) 

Cette  ^nation  etant  demonti*^ ,  il  s^ensuit  que  les  deux 
droites  ad^  be  se  croisent  sur  la  diagonale  BD  (402). 

CoROLLAiRE.  —  Si  Ics  dcux  droitcs  m^n^s  par  le  point  e 
de  la  diagonale  AC  se  confondent,  les  deui^ ^nations  dont 
nous  venons  de  faire  usage  out  toujours  lieu,  et  Ton  en 
conclut  Tdquation  (i).  Ce  qui  d^montre  directement  la 
propriete  du  quadrilat^re ,  comprise  dans  le  th^orime  g^- 
ral  (391),  savoir  :  Quand  une  transs^ersale  rencontre  les 
quatre  cdtes  d'un  quadrilatbre  ABCD  en  quatre  points  a , 
h,  Cfd  J  on  a  la  relation 

aA  bB  ct^  dD  _ 
oB  '  bC'  cD  \IA~ 

-404.  Si  par  les  points  de  concours  des  cdtes  opposes 
d*un  quadrilatere  ABCD  (fig.  86)  on  mene  deux  droites 
qui  tencontrent,  respectiv^ement ,  les  deux  couples  de 
cdtes  opposes  en  a,  c  b,  d,  ow  a  entre  les  segments 
que  ces  points  ferment  sur  les  quatre  cdtes  du  quadnla- 
tbre  la  relation 

a  A    bB   cC  r/p_ 

^  ■  Fc '  ^  \7a  ~  ' ' 
et,  par  suite ,  le  quadrilatere  abed,  qui  a  pour  sommets 
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consecutifs  ces  quatre  points^  a  les  points  de  concours  de 
ses  cotes  opposes  $ur  les  deux  diagonales  du  quadrilathre 
ABCD. 

En  efTet,  les  deux  series  de  quatre  points  E,  A,  a,  B 
et  E,  D,  C  ont  leurs  rapports  anharmoniques  egaux  \  de 
sorlequ'on  a 

aA  EA  _  cD  Bp 
^'EB  ""^^'EC* 

On  a  pareillement 

^  FB_rfA.FA 
^C*FC~"^fD*FD' 

Ces  Equations  multipliees  membre  a  membre  donneni 

ok  bl^  cC  </D_EA.EC  FA.FC 
aB'  ^^C*^'rfA~EB.ED'FB.FD' 

Or  le  second  membre  est  egal  k  Tunit^  (350, 1).  Done,  etc. 

405.  Si  par  lis  sontmets  d'un  guadnlatireABCD  (fig.  87) 
0/1  mdne  des  droi/es  A  a,  Bb,  Cc,  Dd  telles,  que  Von  ait 
la  relation 

sin  a  AD  sin6BA  sin  cCB  sin£/DC_^ 
sinaAB  *  sin  ^BG  *  sincGD  '  uiu/DA     ' ' 

ces  quatre  droites  seront  les  cdtes  consecutifs  d'un  quadri^ 
latere  abed  circonscrit  au  propose,  et  dont  les  diagonales 
passeront  par  les  points  de  concours  des  cdtes  opposes  de 
celui-ci. 

Cela  resulte  du  theoreme  (402) ,  en  vertu  de  la  proposi- 
tion (395).  Car  T^quation  (2)  ayant  lieu  par  hypoth^, 
Tequation  (i)  a  lieu  d'apris  celte  proposition;  et  par  con- 
sequent la  diagonale  AC  passe  par  le  point  de  concours  des 
cotes  opposes  ba  ^*cd  (402).  Done ,  etc. 

Observation.  — On  pent  d^montrer  le  theorime  direc- 
t(*mont ,  d'unc  maniere  analogue  a  celle  par  laquelle  nous 
avoiis  demonire  le  iheoremc  (402). 
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406.  CoROtL AIRES.  —  Dans  tout  quadrilatere,  les  bis- 
sectrices  des  quatre  angles  forment  un  second  quadrilatere 
dont  les  diagonales  passent  par  les  points  de  concours  des 
cdtes  opposes  du  premier, 

Et  il  en  est  de  rn^me  quand  le  second  quadrilatere  est 
forme  soit  par  les  bissectrices  des  supplements  des  quatre 
angles,  soit  par  les  bissectrices  de  deux  angles  et  les  bis- 
sectrices des  supplements  des  deux  autres  angles. 

Car,  dans  chacun  des  trois  cas  que  pr^sente  ce  th^orime, 
les  droites  bissectrices  que  Ton  y  considire  donnent  lieu  a 
Tequalien  (2)  pr^cedente. 

407.  Si  par  les  sommets  d'un  quadrilatkre  A  BCD  on 
mene  quatre  droites  A  a,  Bb,  Cc,  Dd,  de  maniere  que 
le  second  quadrilatere  abed ,  forme  par  ces  droites  prises 
pour  cdtes  consecutifs,  ait  les  points  de  concours  de  ses 
cdtes  opposes  sur  les  deux  diagonales  du  premier^  on 
aura  entre  les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font  ai^ec 
les  cdtes  du  quadrilatere ,  la  relation 

sin  a  AD   sin^BA   sin^CB    sin  DC  

sin  a  AB  '  sin  b  BC  '  sin  cCD  '  sin  dDA  ~  ' 

et,  par  suite,  les  diagonales  de  ce  second  quadrilatkre 
abed  passeront  par  les  points  de  concours  des  cotes  oppo- 
ses du  quadrilatkre  ABCD. 

En  eflfei,  les  diagonales  du  quadnlat^re  ABCD  (fig*  88) 
passent ,  par  hypothese ,  par  les  points  de  concours  des  c6t^s 
opposes  du  quadrilatere  abcd\  par  consequent,  on  a,  d'a- 
pres  le  th^reme  (404) ,  Tequation 

Afl  Bit  Cc  D^_ 
A^   Be  'C//*Dfl"" 

Done,  d'apr^s  le  th^reme  (395)  appliqu^  an  quadrilatere, 
on  a  Tequation  qu'il  s'agit  de  demontrer. 

Et  cette  equation  ayant  lieu,  il  s'ensuit,  d'apris  le  theo- 


298         TRAITlg  DE  Gf^OMltTRlK  SUP1£RIEUR£. 
rime  precedent,  que  les  diagonales  acy  bd  du  quadrilatere 
ai&c^passent  par  les  points  de  concours  des  c6tes  opposes 
du  quadrilatere  ABCD.  c.  q.  f.  d. 

§  III.  —  Quadrilatere  gauche,  —  Uyperbolo'ide  h  nnc 
nappe. 

408.  Le  ih^orime  (402)  et  sa  reciproque  s'appliquent 
d^eux-mimes  au  quadrilatere  gauche ;  ce  qui  doune  lieu  a 
CO  th^orirae: 

Quand  un  plan  rencontre  les  quatre  cdtes  d'nn  quadri^ 
latere  gauche  ABCD  en  quatre  points  a,  c ,  d,  0/2  a  /a 
relation  de  segments 

aA  cQ.    dXy  ^ 

Et  reciproquemenl,  quand  cette  relation  a  lieu  les  quatre 
points  a ,  b,  c ,  d  sont  dans  un  inenie  plan, 

409.  On  conclut  de  ce  theoreme  une  propriety  de  Thy- 
perboloide  a  une  nappe ,  d'ou  r^sulte  une  demonstration  de 
la  double  generation  de  cette  surface  par  une  ligne  droite. 

On  appelle  hyperboloide  H  une  nappe  la  surface  engen- 
dr^e  par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  trois 
droites  fixes.  D'apris  cela  ; 

Si  une  droite  ac  (fig.  89)  glisse  sur  les  deux  cotes  op- 
poses AB,  CD  d*un  quadrilatere,  de  maniere  quon  ait 
toujours  la  relation 

/7A  _  ^  cD 
oB  ~~   '  cC' 

X  etant  une  constante ,  cette  droite  engendre  un  hyperbo- 
lo'ide  a  une  nappe. 

En  eff'et ,  que  Ton  prenne  sur  les  deux  autres  c6les  du 
quadrilatere  deux  points  fixes  b^  d  tels,  que  Ton  ait 
dk     .  6B 
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il  existera  entre  ces  points  et  les  deux  a,      la  relation 

a  A   bB   cC    fiT>  ^ 

qui  prouve  que  les  quatre  points  sont  dans  un  mdme  plan  j 
c'est-a-dire  que  la  droite  ac  rencontre  toujours  la  droite 
fixe  bd.  Cette  droite  se  meut  done  en  s'appuyant  sur  trois 
droites  fixes  AB,  CD  et  bdi  par  consequent  elle  cugeiidre 
un  hyperbolo'ide  a  une  nappe.  c.  q.  f.  p. 

CoROLLAiRE.  — En  observantquc  la  position  dela  droite 
bd  est  indeterminee ,  puisqu'il  suffit  que  Ton  ait 

rfA  _  i&B 

on  en  conclut  que  toutes  les  droites  qui  satisferont  a  cette 
relation  s^appuieront  sur  toutes  les  generatrices  ac  de  Thy- 
perboldide,  et  par  consequent  seront,  dans  toute  leur  ^ten- 
due,  sur  cette  surface.  Done : 

La  surface  engendree  par  une  droite  qui  s'appuie  sur 
trois  droites  fixes  ^  peut  I'dtre  d*une  seconde  manihre  par 
une  droite  s^appuyant  sur  trois  positions  fixes  de  la  pre* 
mihre  generatrice  (*). 

410.  L'^quation  ^  =  X,  ^  montre  que  les  deux  points 

a,  c  forment  sur  les  deux  cdt^s  du  quadrilatire  AB,  CD 
deux  divisions  homographiques ;  de  sorte  que  le  theo- 
rhme  (409)  peut  s'^noncer  ainsi : 

Quand  deux  droites  dans  Vespace  sont  divisees  homo- 
graphiquement J  les  droites  qui  joignent  deux  a  deux  les 
points  homologues  des  deux  divisions,  enveloppent  un 
hjrperboloide  a  une  nappe. 


{*)  Celte  demonstration  t^eom^trique  de  ia  donbli:  generation  dc  Thy- 
perboloide  h  une  nappe  par  une  ligno  <lroi(e  a  etc  donnee  pour  la  promi^ro 
foia  dans  la  Correspondance  sur  l'£cole  Pofyicchniifue ;  tome  II,  page  44^* 
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411.  Puisque  les  deux  points  a,  c  forment  sur  les  deux 
c6t^s  AB,  CD  deux  divisions  homographiques ,  si  autour 
de  ces  deux  c6te8  on  fait  toumer  deux  plans  passant,  res- 
pectivement,  par  les  deux  points  c  et  a,  ces  deux  plans, 
dont  la  droite  d'intersection  sera  la  g^neratriee  ac  de  Thy- 
perboloi'de,  formeront  deux  faisceaux  (*)  homographiques; 
on  a  donr  ce  th^orime  : 

Si  autour  de  deux  droites  fixes  on  fait  tourner  deux 
plans  dont  les  positions  successiues  forment  deux  faisceaux 
homographiques ,  leur  droite  d* intersection  engendrera  un 
hjperboloide  h  une  nappe, 

CoROLLAiRE.  —  On  conclut  de  ce  th^or^me,  que,  si  Von 
fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droiles  fixes  dans  I'espace,  leur  droite  d* intersection  en-* 
gendre  un  hjperboloide  h  une  nappe. 

U  suffit  de  prouver  que  les  deux  plans  mobiles  forment 
deux  faisceaux  homographiques. 

Soient  A ,  B,  C, . . .  des  positions  du  premier  plan  ,  qui 
tourne  autour  de  la  droite  L,  et  A',  B',  C',.  . .  les  posi- 
tions correspondantcs  du  second  plan ,  qui  tourne  autour 
de  la  droite  L'.  Que  d'un  point  fixe  O'  pris  sur  la  droite  L', 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  plans  A  ,  B,  C, . . . ; 
ces  droites ,  situ^es  dans  les  plans  A',  B',  C',. . . ,  respec- 
tivement,  seront  toutes  dans  un  m^me  plan,  perpendicu- 
laire  a  la  droite  L ;  done  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
de  ces  droites  sera  egal  a  celui  des  quatre  plans  A',  B',... 
dans  lesquels  elles  sont  situ^  l^*^)*)  ^^^^  leur  rapport 
anharmonique  est  ^gal  a  celui  des  quatre  plans  A,B,..., 
parce  que  ces  droites  sont  perpendiculaires  a  ces  plans  res- 
pectivement.  Done  le  rapport  anharmonique  des  quatre 


(*)  Nous  Appt'lons  ./aijceaii  de  plans  ,  une  sf^ric  de  plans  passant  par  uoc 
Didmo  droito. 
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plaus  A ,  B, ...  est  ^gal  a  celui  des  quatre  plans  correspoii- 
dants  A'j  B',. . . .  Ce  qu'il  fallait  prouver.  Dodc^  etc.  (*). 

412.  Quatre  points  c,  c',. . .  appartenant  a  quatre  ge- 
neratrices flc,  a'c', ...  ont  leur  rapport  anharmonique 
egal  a  celui  des  quatre  plans  qui ,  ayant  pour  ar^te  com- 
mune le  c6i6  AB,  passent  respectivement  par  ces  quatre 
generatrices,  lesquels  sont  les  plans  tangents  a  I'hyper- 
boloi'dc  aux  points  a,  a', .  .  . .  Done,  puisque  les  quatre 
points  c,  c',...  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a 
celui  des  quatre  a,      etc.,  on  peut  dire  que  : 

Les  plans  tangents  a  un  hjperboloide,  en  quatre  points 
iVune  meme  generatrice  AB ,  ont  leur  rapport  anharmo-' 
nique  egal  h  celui  de  ces  quatre  points. 

Ce  theorime  donne  lieu ,  par  les  consequences  qu'on  en 
peutdeduirc,  a  diverses  proprietes  de  I'liyperboloide ,  et 
en  general  des  surfaces  engendrees  par  une  ligne  droite. 
Mais  ce  n'est  pas  ici  le  moment  de  traiter  celte  matiere  (**). 

§  IV.  —  Proprietes  de  Vhexagone. 
I. 

413.  £tant  donnees  six  droites,  si  deux  d'entre  elles 

{*)  Les  pi^ijls  des  perpeodicalaires  abaissees  du  point  O' sur  les  plans 
A,  B,  soiU,  evidemmcnt ,  sur  lliyperboloide ;  or  le  lieu  de  ces  points 
est  un  cerclc  siluc  dans  le  plan  perpendiculatre  k  la  droite  L,  mene  par  le 
point  O';  on  en  concUit  done  que  les  sections  circutaires  de  I'hjrperholdide 
sont  dans  des  plans  perpendiculaires  au.c  deux  droUes  L,  L'. 

Cet  hyperbololdtf  ,  engendr^^,  par  la  druite  d' intersection  de  deiix  plans 
rcctangulaires ,  tournant  autour  de  deux  droites  fixes,  jouit  d\ine  pro- 
priete  inleressantc  :  On  peut  determiner,  d'une  inJinitS  de  manihres,  un  ^s- 
time  de  deux  droites,  telles,  que  les  distances  de  chaque  point  de  Vhxperboloide 
a  ces  deux  droites ,  ont  un  rapport  constant.  (  \o\v  Journal  de  Math^matiques 
de  M.  Liouville  ,  tome  I ,  page  3.i4i  ft^n^  i836.) 

(**)'On  peut  consulter  un  Memoire  sur  hs  Surfaces  engendrees  par  une 
ligne  droite^  dans  le  tome  XI  de  la  Correspondance  maih^matique  et  phj' 
sique  de  M.  Qnoielet ;  annee  i838;  padres  49*11 3. 
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sont  dmsees  hotnographiquement  par  les  quatre  autres, 

il  en  sera  de  mSme  de  deux  quelconques  des  six  droUes, 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  {fig.  go)  les  six  droites,  dont 
<  les  quatre  premieres  divisent  homograpliiquement  les  deux 
E ,  F,  c'esl-a-dire  en  deux  series  de  quatre  points,  a^b^c^d 
sur  E,  et  a',  i',  c\  d'  sur  F,  qui  onl  leurs  rapports  anhar- 
moniques  egaux. 

Je  dis  que  les  devix  droites  A  et  B  sont  aussi  divis^es  ho- 
mographiqueinent  par  les  quatre  autres  C,  D,  E,  F. 

En  effet,  soit  O  le  point  de  concours  des  deux  droites 
C,  D  :  les  deux  series  de  quatre  points  a^b^c^del  a\  b\ 
c',  d'  ayant  leurs  rapports  anharmoniques  egaux,  il  en  est 
de  in^me  des  deux  faisceaux  de  quatre  droites  Oa ,  04,  C,  D 
et  Oa',  Oi',  C,  D.  De  sortequ'on  aTequation 

8in(0g,  C)   sin(0^,  C)     ^\n{Oa\  C)  %\n[Ob\  C) 
sin(Oa,  D)  *  sin(0^,  D)     sin(Oa',D)  *  sin  (06',  D)' 

ou  ' 

sin(Og,  C)  sin(Oq^  C)  _  sin (ob,  C)  sin^O^C) 
sin  (Oa,  D)  '  sin(Oa',  D)     sfn  (6M>)  '  sin  (Ob\  D)' 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
0«,  Oa',  C,  D  et  Oi,  Oi',  C,  D  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques ^gaux.  Done  les  quatre  points  d^intersection 
du  premier  faisceau  par  la  droite  A  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  ^al  a  celui  des  quatre  points  d'intevsection  du 
second  faisceau  par  la  droite  B.  Ce  qui  demontre  que  les 
deux  droites  A,  B  sont  divisees  homographiquement. 

II  reste  a  montrer  que  Tune  des  deux  droites  E,  F  et  I'une 
des  quatre  autres ,  par  exemple  E  et  D,  sont  divisees  aussi 
homographiquement;  cela  resulte  de  ce  que  les  deux  A  et 
B  sont  divisees  homographiquement.  Ainsi  le  th^rime  est 
d^montrd  compl^tement. 

414.  Quand  deux  cotes  d'un  hexagone  sont  di'i^ises 
homographiquement  par  les  quatre  auires,  les  troi's  dia-- 
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gonales  qui  joignent  las  sommets  opposes  passent  par  un 
meme  point. 

Soil  ABCDEF  {fig.gi)  Thexagone;  consid^rons  deux 
cdt^s  opposes  AB,  DE.  Soient  d\  e'  les  points  de  ren- 
contre du  premier  par  les  deux  c6tes  CD,  EF-,  et  b\  a!  les 
points  de  rencontre  du  second  par  les  deux  c6t^s  BC,  AF. 
Les  quatre  points  A,  B,  ont,  par  hypothise,  leur 

rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  n\  b\  D,  E; 
ceux-ci  peuvent  ^tre  ecrits  dans  I'ordre  E,  D,  b\  a'  (40); 
nous  dirons  done  que  les  deux  series  de  quatre  points  A,  B, 
d\  e'  et  E,  D,  b\  a'  ont  leurs  rapports  anharmoniques 
egaux.  II  s'ensuit  que  les  droites  menees  de  deux  points 
qu<'lconques  de  la  premiere  serie  aux  deux  points  corres- 
pondants  de  la  secondc ,  pris  inversement ,  se  coupent  siu* 
une  m6me  droite  (108).  Les  deux  points  C ,  F  et  le  point 
de  cix>isement  des  deux  diagonales  AD,  BE  sont  des  points  de 
cetle  droite.  Done  les  deux  diagonales  AD,  BE  se  coupent 
sur  la  troisieme  diagonalc  CF.  c.  q.  f.  p. 

415.  On  conclut  sans  difBculte,  de  ce  th^oreme,  que  : 
Reciproquement :  Quand  les  tvois  diagonales  qui  joi- 
gnent les  sommets  opposes  d'un  hexagone  passent  par  un 
meme  point,  deux  cotes  quelconques  de  Vhexagone  sont 
dii*ises  Iiomographiqiiement  par  les  quatre  autres. 

U. 

416.  tltant  /tonnes  six  points^  si  les  faisceaux  formes 
aulonr  de  deux  de  ces  points  par  les  rayons  menes  aux 
quatre  autres  sont  homographiques  [c'est-a-dire  ont  leurs 
rapports  anliarmoniques  egaux ) ,  il  en  est  de  m^ma  pour 
deux  quelconques  des  six  points. 

Soient  A,  B,  D,  E,  F  (fig.  92)  les  six  points.  Les 
deux  faisceaux  qui  ont  pour  centre^  les  deux  points  E ,  F 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  autres  points  A, 
B,       D  ont,  parhypothese^  leurs  rapports  anharmoniques 
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egaux',  je  dis  qu'il  en  est  de  m^me  des  deux  faisceaux  qui 
out  pour  centres  les  deux  points  A,  B  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points  C,  D,  E,  F. 

En  effet ,  la  droite  CD  coupe  les  deux  premiers  faisceaux , 
qui  ont  leurs  centres  en  E  et  F,  en  deux  series  de  quatre 
points  a,  C,  D  et  a\  b\  C,  D  qui  out  leurs  rapports 
anharmoniques  ^gaux,  puisque  les  deux  faisceaux  sont  ho- 
mographiques.  On  a  done 

aC   bC_a^   b^  aC  a'C  _bC  b'C 

Ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a^a\  C,  D  ont  leur 
rapport  anharmonique  ^gal  a  celui  des  quatre  6,  b\  C ,  D- 
Done  le  faisceau  qui  a  son  centre  en  A  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  points  a,  a' ^  C,  D,  a  le  m^me  rap* 
port  anharmonique  que  le  faisceau  qui  a  son  centre  en  B 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  points  C ,  D, 
C'est-a-dire  que  les  quatre  droites  menees  du  point  A  aux 
quatre  points  E,  F,  D,  C  ont  leur  rapport  anharmonique 
^gal  a  celui  des  quatre  droites  menses  du  point  B  aux 
quatre  m^mes  points. 

U  nous  reste  a  prouver  que  les  deux  faisceaux  qui  ont 
leurs  centres  en  Tun  des  deux  points  E ,  F  et  I'un  des  quatre 
A ,  B,  C ,  D,  par  exemple ,  en  E  et  D,  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points,  sont  aussi  homo- 
graphiques.  Or  cela  restdte  de  ce  que  les  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  centres  en  A  et  B  sont  homographiques.  Le 
theorfeme  est  done  ddmontre. 

417.  Quand,  dans  un  hexagone^  les  rayons  menes  de 
deux  sommels  aux  quatre  autres  forment  deux  faisceaux 
homographiques y  les  points  de  contours  des  cotes  opposes 
sont  en  ligne  droite, 

Soit  I'hexagone  ABCDEF  (/gr-  93),  et  G,  H ,  I  les  points 
de  concours  des  trois  couples  de  c6tds  opposes  AB,  DEj 
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BC,  EF;  CD,  FA.  Je  dis  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite. 

En  effet,  les  quatre  droites  BA,  BC,  BD,  BE  ont  le 
m^me  rapport  anharmonique  que  les  quatre  EA,  EC,  ED, 
EF,  par  hypothese ,  et  en  changeant  Tordre  de  celles-ci ,  on 
peut  dire  que  les  quatre  premieres  ont  le  m&me  rapport 
anharmonique  que  les  quatre  EF,  ED,  EC ,  EA  (45).  Done 
les  points  d'intersection  de  deux  droites  quelcouques  de  la 
premiere  s^rie  par  les  deux  droites  correspondantes  de  cette 
demi^re,  prises  inversement,  sont  deux  points  toujours  en 
ligne  droite  avec  ua  m^me  point  iixe  (HI).  Or  D  et  C 
sont  un  systime  de  deux  tels  points,  F  et  A  un  autre  5  et 
G  et  H  un  troisieme.  Done  les  trois  droites  DC,  FA,  GH 
passent  par  un  m&me  point.  C'est-a-dire  que  le  point  I  est 
en  ligne  droite  avec  les^  deux  G  et  H.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Done,  etc. 

418.  Reciproquement :  Quand  les  trois  points  de  con- 
cours  des  cdtes  opposes  d'un  liexagone  sont  en  ligne 
droite,  les  faisceaux  qui  ont  pour  centres  deux  sommets 
quelconques  de  F liexagone  et  dont  les  rayons  passent  par 
les  quatre  autres  sommetSy  sont  homographiques. 

Cette  reciproque  se  conclut  de  la  proposition  directe, 
sans  difficult^. 

419.  Observation.  —  Les  hexagones  auxquels  se  rap- 
portent  les  propositions  pr^cedentes  jouissent  de  diverses 
autres  proprietes  qu'il  serait  aise  de  d^montrer  ici,  mais 
qui  se  pr^senteront  plus  naturellement  dans  la  th^orie  des 
sections  coniques. 
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CHAPITRE  XXL 

tQUATIOINS  A  LA  DROITE  ,  OU  RELATIONS  DE  SEGMENTS  SERVANT 
A  DETERMINER  TOUS  LES  POINTS  d'uNE  LTGNE  DROITE. 


§  I.  —  Equation  entre  les  seginents  fails  sur  deux  droites 
par  des  rayons  tournant  aiitour  de  deux  poles  fixes* 

420.  Nous  avons  vu  (chap.  XVII)'  qu'on  peut  decrire 
de  diverses  mani^res  une  ligne  droite  par  le  point  d'inler- 
section  de  deux  rayons  lournant  autour  de  deux  points 
fixes  \  \\  suffit  que  ces  deux  rayons  forment  deux  faisceaux 
homographiques  tels,  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes ,  consider^e  comme  appartenant  au  premier 
faisceau ,  soit  elle-m^me  son  ho'mologue  dans  le  second  fais- 
ceau.  Si,  au  lieu  de  determiner  Thomographie  des  deux 
faisceaux  par  des  constructions  geometriques ,  comme  nous 

'  Tavons  fait ,  on  Texprime  par  une  relation  d'^nglcs  ou  de 
segments ,  cette  relation  constituera  une  equation  de  la 
droite.  Nous  allons  chercher  les  dill^rentes  formes  d'equa- 
tions  auxquelles  ces  considerations  donnent  lieu. 

I. 

421.  Si  autour  de  deux  poles  fixes  P,  P'  (fig.  94)  on 
fait  tourner  deux  rayons  rencontrant ,  respectivement, 
deux  axes  fixes  EA ,  E'B'  en  deux  points  m ,  m'  tels^  que 
I  'on  ait  la  relation  constanfe 

Am  ^B'm' 

dans  laquelle  A  et  B'  sont  deux  points  fixes  pris  arbi- 
trairement  sur  les  deux  axes ;  E,  E'  les  points  oii  ces  axes 
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renconti^ent  la  droUe  PP',  e«  « ,  S,  v  des  coefficients  con* 
slants ,  le  point  de  concoiirs  des  deux  rayons  Pm,  P'm' 
decrira  une  ligne  dtvite. 

En  effet  requalion  exprime  que  les  deux  points  ot,  m' 
forment  surles  deux  axes  EA,  E'B'  deux  divisions  homo- 
graphiques  dans  lesquellcs  E  et  E'  sont  deux  points  homo* 
logues  (123).  D'ou  il  suit  que  les  deux  droites  P/n,  P'm' 
decrivent  deux  faisceaux  homographiques  quisatisfont  k  la 
condition  que  la  droite  PP'  soit  elle-m^me  son  homologue 
dans  les  deux  faisceaux.  Done  le  point  d'intersection  des 
deux  rayons  Pm,  P'm'  decril  une  ligne  droite  (105).  Ce 
qu'il  fallait  prouver  (*). 

II  est  clair  que,  r^iproqueraent ,  une  droite  ^tant  don- 
nee  ,  on  pourra  toujours  determiner  deux  des  trois  con- 
stantes  a,  £  et  v,  Fautre  etant  prise  a  volonte,  de  maniire 
que  I'equation  (a)  corresponde  a  la  droite. 

422.  Nous  avons  vu  (123)  que  dans  I'equation  (a)  un 
ou  deux  des  points  fixes  A,  E,  B',  E'  peuveiit  6tre  situ^s  a 
Tinfini;  etque  le  segment  qui  se  rapporte  a  un  point  situe 
a  Tinfini ,  disparait  de  Fequation  comme  s'il  ^tait  devenu 
egal  a  Tunit^.  II  s'ensuit  que,  sans  changer  la  position 
des  deux  p6les  P,  P',  mais  en  supposant  que  l-une  des 
deux  origines  A,  B',  ou  toules  deux,  soient  a  Tinfini,  ou 


(*)  II  exisle  dans  la  geomc'trie  trois  dinion.sions  un  thcor^me  analogue , 
savoir : 

&lant  donnesy  dans  I'espace,  un  triangle  ct  trois  axes  Jixes  de  direction 
tjuelconque,  ijui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  trois  points  E,  E',  E*; 
et  etant  pris  sur  ces  axes  trois  points  fixes  A ,  B',  (J";  si  autour  des  trois 
cotSs  du  triangle  on /ait  tourner  trots  plans  qui  rencontrtnt ,  rcspectivement , 
les  irois  axes  en  trois  points  m ,  m',  m"  tels ,  que  Von  ail  la  relation 

Am     ^B'm'  ^  C^m* 

«   ^  ^  iTTTTf      y  p»  „,  =  0| 

L /n        t.  ni         Jt.  m' 

«>  o>  y>  0  ^<4irtl  des  coefficients  constants ;  le  point  d' intersection  des  trois 
plans  decrira  un  plan, 

20. 
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bien  que  Tun  des  deux  axes  EA ,  E'B',  ou  tous  deux,  soient 
parall^les  a  la  droite  PP',  on  aura  les  quatrc  equations  sui-- 
vantes ,  toutes  ^galement  propres  a  repr^senter  une  ligne 
droite  quelconquc  : 


Am 

6 

E'm' 

a 

& 

Em  ' 

E'm' 

Am 
Em 

e.B'm' 

,  A  m  -h 

6.Bm' 

423.  Quand  dans  ces  equations ,  de  m^me  que  dans  (a)^ 
la  constante  V  est  nulle,  T^quation  devient  a  deux  termes, 
et  alors  les  points  fixes  A ,  sont  deux  points  hpmologues 
des  deux  divisions  komographiques  (116) ,  et  la  droite,  lieu 
du  point  d'intersection  des  deux  rayons  tournants  Pm,  Vmlj 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  di*ux  dh)ites  PA ,  P'  B'. 
Cela  a  lieu  m&me  quand  les  points  A  et  IS'  sont  a  Tinfihi. 

11. 

424.  Les  p6les  P,  P'sont  pris  arbitrairement  *,  la  seule 
condition  a  observer,  c'est  que  ces  points  et  les  deux  E,  E' 
soient  tous  quatre  sur  une  meme  droite.  Cette  droite  pent 
6tre  a  Tinfini;  alors  les  droites  Pm  sont  parall^les  entre 
elles  >  amsi  que  les  droites  P'm',  mais  sous  une  autre  d(-  ' 
rection  \  et  I'equation  devient 

a.Am-h6.BW=rv- 

On  a  done  ee  theor^me  ; 

Si  sur  deux  axes  on  prend,  a  partir  de  deux  points 
fixes  A,  B'  (fig.  95 )  5  deux  segments  variables  Am,  B W 
lies  entre  eux  par  la  relation  du  premier  degre 

{b)  a.Am-f-  6.B'm'  =  V, 

et  que  par  les  points  m ,      o/t  mene  des  droites  paral- 
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liles  h  deux  autres  axes  fixes y  le  point  d' intersection  de 
ces  deux  droites  decrira  une  ligne  droite. 
'  CoROLLAiRE.  —  Si  Ics  dcux  points  fixes  A ,  B'  eoincrdent 
cn  O  [fig*  96)  avec  le  point  d'iniersection  des  deux  axes , 
et  si  les  droites  Mm  sont  parall^Ies  k  Taxe  Om\  et  les 
droites  M /n'  parall^les  a  Paxe  Om,  les  deux  segments  Om, 
Om'  seront  precisement  les  deux  coordonn^  x^y  Avl  sys- 
teme  de  geom^trie  analytique  de  Descartes;  et  le  theo- 
reme  exprime  que  Tequation  du  premier  degre 

est  celle  d^une  ligne  droite. 

425.  Reprenons  le  cas  ou  les  points  A ,  B',  origines  des 
segments  Km^Wm!  [fig*  pS),  sont  quelconques,  ainsi  que 
les  directions  des  deux  axes  fixes  auxquels  les  droites  yiniy 
Mm'  sont  parallilcs. 

Que  I'on  mene  par  le  point  fixe  A  la  parall^le  a  la  droite 
Mm,  et  qrfon  abaissc  sur  cette  droite  Toblique  Mp  paral- 
lele  a  Am  \  on  aura  M/>  =  Am.  Pareillement ,  ayant  men^ 
par  le  point  fixe  B'  la  parallilc  h  Mm'  et  abaisse  du  point 
M  sur  cette  droite  Toblique  Mp'  parallele  a  B'm',  on  a 
Myj7'=B'm'.  De  sorteque  Fequation  [b)  devient 

C'est-A-dire  que : 

Si  I'on  demande  le  lieu  d  *un  point  M  tel,  que  les  obliques 
Mp,  Mp'  abaissees  de  ce  point  sur  deux  axes  fixes,  sous 
des  angles  donnes,  aient  enlre  elles  la  relation  du  pre^ 
mier  degre 

le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  pent  encore  conclure  de  la  I'equation  de  la  g^metrie 
analytique,  deduitc  plus  dircctement  du  theoreme  pre- 
cedent. 
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m. 

426.  Au  lieu  de  Fequation  (a),  poor  exprimer  la  divi- 
sion homographiqoe  des  deux  droites  EA ,  E'  B'  (Jig.  97 ) , 
on  peut  prendre  Fequation 

(c)        A/M.BW-HX.Am -+- pt.BW-4- »  =  o  (I5t), 

pounra  que  Ton  determine  Tun  des  trois  coefficients  i ,  |ui ,  v 
de  mani^re  que  les  points  de  rencontre  de  la  base  PP'  par 
les  deux  axes  EA,  E'B'  soient  deux  points  homologues. 
L'equation  qui  exprime  cette  condition  est 

AE.B'E'4-X.AE-f.fA  B'E'-l-v=o. 

Ainsi  lequation  g^n^ralc  d^une  droite  sera 

A  m .  B'/w'  4-  X .  A  m  -h  fi .  B'/a'  =  AE .  B'  E'  -f.  X .  AE  +  ft .  B'  E', 

les  deux  coefficients  i  et  fji  ^tant  arbitraires. 

Appelons  I  le  point  de  la  premiere  droite  EA  qui  corres- 
pond aTinfini  de  la  seconde,  et  J'  le  point  de  celle-ci  qui 
correspond  a  I'infini  de  la  premiere^  on  aura  i  =  —  B'J', 
|x=:  —  AI(134),  et  r^uation  devient 

A  m .  BW— B' J' .  A/n  —  AI .  B'iw'=  AE .  B'E'— B' J' .  AE— AI .  B'E . 

Reciproquement ,  une  droite  L  ^tant  donn^e ,  cette  6jua- 
tion  pourra  la  repr&enter  les  points  A ,  B'  y  sont  arbi- 
traires :  mais  les  deux  points  I ,  J'  ne  le  sont  pas ;  ils  de- 
pendent de  la  position  de  la  droite.  Pour  determiner  le 
point  I  on  m^ne  la  droite  P'C  parallMe  h  la  droite  E'B', 
et  qui  rencontre  la  droite  L  en  C;  puis  la  droite  PC  qui 
marque  sur  EA  le  point  I.  Pareillement,  pour  determiner 
le  point  J'  on  mene,  parall&lement  k  EA,  la  droite  PD  qui 
rencontre  la  droite  L  en  D;  la  droite  P'  D  rencontre  la 
droite  E'B'  au  point  cherch^  J'. 

Si  Ton  place  les  deux  points  A  et  B'  en  I  et  J'  respecii- 
vement ,  Tequalion  sc  r^duira  k 

lm.JW  =  IE.r  E\ 
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427.  Dans  tous  les  iheorj^mes  precedents  on  pent  suppo- 
ser  que  les  deux  transversales  coincident ,  les  memes  equa- 
tions subsistent.  "  ^ 

L'^nation  (c)  peut  prendre  alors  une  forme  differente, 
savoir, 

(d)  Am.BW4->.wm'  -hv  =  o  (161). 

Mais  il  faut  observer  que  la  constante  v  n'est  pas  arbi- 
traire^  car,  pour  que  Tequation  soil  celle  d'une  droite, 
il  faut  que  le  point  E  ou  Taxe  EA  (fig^  98)  rencontre  le 
base  PP'  soit  un  point  double,  c'est-a-dire  la  reunion  des 
deux^ints  homologues  E,  E'.  Cette  condition  s'exprimo 
par  la  relation 

AE  B'E-f:v  =  o. 

Ainsi  I'^uation  generale  d'une  droitc  sera  . 

A/M.B'm'-hX.wm'=  AE.B'E; 

les  points  A  et  ^tant  pris  arbitraircment  sur  Faxe  EA ,  et 
^  ^tant  nn  coefficient  arbitraire. 

Cette  Equation  renfcrme  trois  ^l^ments  ind^terolines ,  le 
point  A,  Ic  point  B  et  le  coefficient  X.  Une  droite  ^tant 
donntee ,  on  ne  peut  prendre  qu'un  de  ces  elements  arbi- 
traircment, les  deux  autres  seront  pris  de  mani^rc  cpie 
quation  s*applique  a  cette  droite  particuliire. 

CoROLLAiRE.  —  Lcs  dcux  poiuts  doublcs  des  divisions  ho- 
mographiques  marquees  par  les  points  m,  m'  sur  Taxe  EA 
•  soni  le  point  E  et  le  point  F  intersection  de  Taxe  EA  par 
la  droite  proposee.  II  s'ensuit  que  les  deux  points  A  et  B' 
sont ,  de  part  et  d^autre ,  a  ^gale  distance  du  point  O  milieu 
de  EF  (161).  On  peut  done  placer  le  point  A  cn  E  et  le 
point  IS'  en  F;  alors  T^quation  de  la  droite  est 

Ew.Fm'  — EI./w/ii'  =  o, 

ou 

,EmJW_^j 
m  m* 
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Ainsi  Fequation  de  toute  droite  peut  ^tre  de  la  forme 


 r     A. 

§  II.  —  Equation  entre  des  segments  fails  sur  plusieurs 
axes  par  des  rayons  toumant  autour  de  points  fixes 
situes  en  ligne  droite. 

I. 

428.  Le  ih^oreme  (421 )  relatif  aux  segments  fails  sur 
deux  axes  fixes  peut  ktre  g^n^ralis^  et  appliqu^  aux  seg- 
ments fails  sur  un  nombre  quelconque  d'axes  fixes ,  de  la 
mani&re  suivanle  : 

Si  Von  a  plusieurs  axes  AE ,  BE',  CE'"^,...  et  autant  de 
poles  P,  P',  P'^, . . .  places  en  ligne  droite,  et  que  de  cha" 
que  point  M  d'une  droite  L  on  conduise  des  rayons  a  ces 
pdles,  lesquels  rencontrent  respectivement  les  axes  AE, 
BE',  CE envEL^  m',  m'^,...,  on  aura  entre  les  segments 
que  CCS  points  font  sur  ces  axes,  a  partir  d' autant  de 
points  fixes  A ,  B ,  C , . . .  pris  arbitrairement ,  et  des  points 
E,  E',  E'',...  tous  situes  sur  la  droite  W'V" ...^  la  rela- 
tion constante 

,  ,  km      ^  Bm'  Cm" 


Em  '    EW  '  '  E"m" ' 

dans  laquelle  tous  les  coefficients ,  moins  deux,  peui^nt 
Stre  pris  arbitrairement, 

C^est-a-dire  que  les  deux  coefficients  non  determines 
pourront  1  ^ire  de  maniere  que  T^quation  ait  loujours 
lieu. 

Nous  allons  d^montrer  que  si  la  proposition  est  vraie 
dans  le  cas  de  n  axes  AE,  BE', elle  Test  necessairemeut 
pour  ( /I  -i-  I )  axes. 

Supposons  que  les  deux  coefficients  indelermines  soient 
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a  et  6.  Faisons  abstraction  du  premier  aice  AE;  nous  au- 
rons  un  axe  de  moins,  et,  par  hypothise,  la  proposition 
sera  vraie;  de  sorte  que  les  coefficients  7)  . . .  ^tant  don- 
nas, on  pourra  determiner  les  deux  6',  v'  de  maniire  que 
Ton  ait  toujours  T^uation 

But'        C/w''  i 


6' 


E/w'  ^  '  E"m" 


Mais  en  ne  considerant  que  les  deux  axes  AE  et  BE',  on  pent 
determiner  deux  coefficients  a,  6''^  de  manlire  que  Ton  ait 
toujours  la  relation 

•|S--«-|3  =  (— ')  ("')• 

Ajoutant  ces  deux  equations  membre  a  membre ,  on  a 

Cette  equation ,  relative  4  ( /i  +  i)  axes ,  aura  toujours  lieu , 
puisqu'elle  r^sulte  de  deux  equations  qui  elles-mimes  ont 
toujours  lieu ;  et  les  coefficients  de  ses  deux  premiers  termes, 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnas ,  ont  des  valeurs  d^ter- 
minees. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coefficients  non  de- 
termini  soient  a  et  v.  On  fera  encore  abstraction  du  pre- 
mier axe  AE,  et  Ton  determinera  deux  coefficients  &  et 

de  maniere  que  Ton  ait 

^E^-^^EW"^---  =  ^' 

ce  qu'on  pent  faire,  par  hypolbese.  Puis,  en  considerant 
les  deux  axes  AE  ,  BE\  on  determinera  deux  coefficients 
a ,  v"  tels ,  que  Ton  ait 

Km  ...  Bni' 
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Ajoutanl  ces  deux  equations  membre  a  membre  ,  il  vient 
Km     ^  B/w'         Cm"  ,  , 

^uation  dans  laquelle  les  deux  coefficients  a  et  (v  -I-  v') , 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnes ,  ont  des  valeurs  deter- 
minxes. 

Ainsi  il  est  d^montre  que  si  le  theoreme  a  lieu  pour  n 
axes,  il  aura  lieu  pour  (n  -f- 1) ,  Mais  il  est  vrai  pour  deux ; 
done  aussi  pour  irois,  pour  quatre,  etc. 

Observation,  —  Dans  le  cas  de  deux  axes  on  ne  pent  pas 
faire ,  en  general ,  la  constante  v  ^gale  a  zero  mais  on  le 
pourra  toujours  dans  le  cas  ou  Ton  a  plus  de  deux  axes. 

429.  Nous  venons  de  prouver  qu'ayant  pris  arbitraire- 
ment  les  coefficients  a ,  S , . . . ,  v,  moins  deux ,  on  pent  deter- 
miner ceux-ci  de  mauiere  que  I'^quation  ait  lieu  pour  tous 
les  points  d'une  droite  donnee  L.  Or  deux  points  quel- 
conques  de  la  droite  peuveirt  servir  pour  determiner  ces 
deux  coefjQcients.  En  effet,  ces  deux  points  donneront  lieu 
k  deux  equations ,  telles  que 


Am, 

t*m{ 

.BlT.', 

^EX 

+  7 

Cm" 
E"in" 

Aw, 

E'/n', 

+  7 

Cm' 
E"m", 

Et  ces  equations,  danslesquelles  les  s^ments  Am,,  Amy,  etc. , 
sont  connus,  servent  a  determiner  les  deux  coefficients  in- 
connus. 

n  suit  de  la  que  :  Quand  V equation  (e)  a  lieu  pour 
deux  points  d'une  dfoite,  elle  a  lieu  pour  tous  les  autres 
points  de  cette  droite. 

Ce  qui  conduit  a  ce  theoreme  general  qu  on  pent  consi- 
derer  comme  la  reciproque  de  la  proposition  (428)  : 

430.  £tant  donnes  des  axes  AE,  BE',  CE"...,  ter- 
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mines  en  E,  E',  E",...  h  une  mSme  droite,  et  autant  de 

pdles  P,  P',  P'',...  situes  sur  cctte  droite y  si  Von  demande 

le  lieu  d'un  point  M  tel,  que  les  rayons  conduits  de  ce  point 

aux  pdles  P,  P',  P'',...  f assent ^  respectii^ement ,  sur  les 

axes  AE,  BE',  CE",...  des  segments  dont  les  rapports 

km   Bn/   Cm"  ,      ,    .  i 

td""'  t7~/»       //  V  ^^f^^  entre  eux  la  relation  du  premier 

iLm   fL  m    mL  m  ' 

degre 

Am      ^B//f'  Cm" 
"E^-^^EW-^^'E^Sr'"^---  =  ^' 

dans  laquelle  a,  6,  y,...,  v  sont  des  coefficients  constants, 
pris  arhitrairement,  le  lieu  du  point  M  sera  une  ligne 
droite. 

En  effet,  supposons  que  Ton  ait  determiDe  deux  points 
Ml ,  Mf  satisfaisant  a  Tequation ,  cette  equation  aura  lieu 
pour  tous  les  autres  points  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
M,,  M,  (429).  Ce  qui  d^montre  le  theoreme. 

Nous  verrons  plus  loin  (440)  comment  on  pourra  deter- 
miner les  points  Mi,  M, , .  .  .  qui  satisfont  a  Tequation. 

11. 

431 .  Ces  theoremes  relatifs  a  plusieurs  axes  donnent  lieu 
aux  m^mes  corollaires  que  le  theoreme  relatif  a  deux  axes. 
Ainsi  nous  dirons,  en  supposant  tous  les  p6les  P,  P',.  *  si 
I'infini ,  que : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  sur  des  cures 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnes,  les  segments 
que  ces  obliques  determineront  sur  ces  axes,  a  partir  de 
points  fixes  A,  B....,  auront  entre  eux  une  relation  du 
premier  degre 

a. Am -hS.Bm'-f- 7Xm"       ..  =  v, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  6,...,  v,  moins  deux, 
powront  dtre  pris  arhitrairement. 
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432.  On  peut  substituer  aux  segments  fails  sur  les  axes 
fixes ,  les  obliques  abaissees  parall^lement  a  ces  axes  sur 
d'autres  axes  menes  par  les  m^mes  points  fixes  A ,  B, . . . , 
comme  dans  le  cas  de  deux  axes  (425) ;  et  Ton  a  ce  theo- 
reme : 

Si  de  cliaque  point  (Tune  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnes,  ces  obliques 
p,  p',  p'', . . .  auront  entre  elles  une  relation  du  premier 
degre 

dans  laquelle  tons  les  coefficients  a,  S,...,  v,  mains  deux, 
peui^ent  Stre  piis  arbitrairement. 

Et  r^ciproquement :  Le  lieu  d^un  point  tely  que  les  obli- 
ques abaissees  de  ce  point  sur  des  axes  fixes,  sous  des 
angles  donnes,  aient  entre  elles  une  relation  du  premier 
degre,  est  une  ligne  droite  (*). 

433.  Aux  obliques  qui  ont  des  directions  differentes,  on 
peut  en  substituer  d'autres  ayant  toutes  la  m£me  direction, 
parce  que  celles-ci  seront  proportionnelles  aux  premieres, 
respectivement  \  il  s'ensuit  que  : 

£tant  donnees  plusieurs  droites  AE,  BE',  CE"  et  une 
derniere  L,  si  Von  mine  des  transv^ersales  toutes  paralldles 
entre  elles,  dont  cliacune  rencontre  ces  droites  en  des 
points  a,  b,  c,...,  M,  on  aura  entre  les  segments  Ma, 


(^)  Ce  th^orime  faisait  partie  des  Lieux  plans  d^Apollonius,  ainsi  qu^on 
le  voit  dans  les  Collections  mathemati4f ues  d^Fappw,  oil  il  est  eaoncdd'a- 
bord  pour  le  cas  de  deux  axes  seulement,  puis  pour  un  nombre  quelcoiiqae 
d^axes ,  dans  les  termes  suivants :  «  Si  a  puncto  quodam  ad  positione  datas 
duas  reetas  tineas  parallelas,  vel  inter  se  convenientes ,  ducantur  recta  linea 
in  data  angulo,  vel  datam  hahentes  proportionem ,  vel  quorum  una  simulcum 
ea  ad  quam  altera  proportionem  hahet  datam  ^  data  fuerit,  continget  punctum 
rectam  lineam  positione  datam.  —  Et  si  sint  quotcumque  recta  linea  in  datis 
angulis ,  sit  autem  quod  data  linea  et  ducta  continetur,  una  cum  contento  data 
linea  et  altera  ducta,  cequale  ei,  quod  data  ct  alia  ducta,  et  reliquis  contine- 
tur, punctum  similiter  rectam  lincam  positione  datam  continget.  a 
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Mb , . . .  la  relation  du  premier  degre 

datis  laquelle  tous  les  coefficients      S^.,,^  v,  moins  deux, 
pewent  €tre  pris  arbitraii'ement. 
Et  r^ciproquement. 

§111.  —  Equation  enlre  des  segments  fails  siir  un  ou 
plusieurs  rayons  toumant  autour  de  pdles fixes  quel- 
conques. 

434.  Dans  les  theor^mes  precedents,  Tequation  d*une 
ligne  droite  a  lieu  eutre  les  segments  que  les  rayons  men^s 
de  cbaque  point  de  cette  droite  a  deux  ou  plusieurs  p6les 
fixes  font  sur  dcs  axes  fixes.  Nous  allons  maintenant  ex- 
primer  I'equation  d'une  droite  en  fonction  de  segments 
faits  sur  des  rayons  men^s  de  cbaque  point  jle  la  droite  4 
uu  ou  plusieurs  p6les  fixes  pris  arbitrairement. 

Consid^rons  Ic  theor^me  general  (428) ,  d'apres  lequel 
tous  les  coefficients ,  moins  deux ,  peuvcnt  eCre  pris  arbi- 
tr^irementk 

Prenous  sur  les  axes  AE,  BE',  etc.,  (fig-  99),  des  points 
fixes  R,  R',...,  et  rempla^ons  les  coefficients  a,  S,...  par 

*  Es)  '       '  ]^^)'        I'equation  deviendra 


C'cst-a-dire  que  :  si  de  cbaque  point  M  d'une  droite  L  on 
m^ne  les  rayons  MP,  MP',  etc.,  qui  rcncontrent  respecti- 
vement  les  axes  AE,  BE',  etc.,  en  w,  m',...,  on  aura  cette 
relation  dans  laquelle  tous  les  coefficients  ai,  Si,  etc., 
moins  deux ,  peuvent  6tre  pris  arbitrairement ;  les  points  R , 
R',...  ayant  ^te  pris  eux-m6mes  arbitrairement  et  restani 
fixes  sur  les  axes  AE ,  BE',  clc. 
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Considerons  les  quatre  droites  menees  du  point  P  aux 
quatre  points  M,  A,  E,  R,  et  coupons-les  par  une  trans- 
versale  issue  du  point  M  5  soient  M ,  a ,  e,  p  les  points  d'in- 
tersection  :  leur  rapport  anharmonique  est  ^al  a  celui  des 
quatre  points  M ,  A,  E,  R,  de  sorte  que  le  premier  terme 

de  I'equation  peut  ^tre  remplace  par  a,        :       •  Si ,  pa- 

reillement,  Ton  mine  par  le  point  M  une  autre  transver- 
sale  qui  rencontre  les  droites  P'B,  P'E',  P'R'  en  by  e\  p', 
on  pourra  prendre,  pour  le  deuxiime  terme  de  I'equation, 

Texpression  6,  •  '  ^^^^  autres  termes :  I'e- 
quation devient  done 

ns-  — )+^»l-TlS  •  /  H-•••=^• 
Ainsi  les  segments  qui  etaient  comptes  sur  les  axes  AE, 
BE',  etc.,  sont  remplaces  par  des  segments  comptes  sur  des 
transversales  menees  arbitrairement  par  chaque  point  M  de 
la  droite  L;  et  les  axes  AE,  BE'  n'entrent  plus  dans  le 
theorime.  A  leur  place ,  on  considere  de  nouvelles  droites 
PA,  P'B,...,  PR,  P'R',....  Les  points  p,  p',.  •  sont  sur  les 
droites  fixes  PR,  P'R',...;  mais  on  peut  eliminer  ces  droites 
en  considerant  les  points  p,  p',...  comme  des  p6les  fixes 
pris  arbitrairement,  par  lesquels  on  fait  passer  toutes  les 
transversales  issues  de  chaque  point  M  de  la  droite  L. 
Enfin,  de  cette  maniire,  les  p61es  primitifs  P,  P', . . .  dis- 
paraissent  et  se  trouvent  remplaces  par  les  nouveaux  poles 
p,  p', . . . .  On  a  done  ce  theoreme  general  : 

tltant  donneesdes  droites  B,  C,...  (fig.  100),  ct  etant 
pris  arbitrairement  autant  de  poles  fixes  p,  p',  p'',...,  cor^ 
respondants  a  ces  dt^oites,  un  h  une,  respeclii^ement  y  si  par 
chague  point  M  d*une  droite  L  on  mene  des  transversales 
passant  par  ces  pdles  p',  p'',... ,  et  rencoiUrant,  respecti- 
v^ementy  les  droites  A ,  B ,  C  , . . . ,  en  des  points  a ,  b ,  c ,. . . , 
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et  une  autre  droite  fixe  E,  en  des  points  e,  e',  e",...,  on 
aura  la  relation  constante 

laqmdle  tous  les  coefficients  a,  6,.-m  ^?  moins  deux, 
pendent  dtrc  pris  arbitrairement. 

II. 

435.  Ce  theor&me  general  doDne  lieu  a  plusieurs  corol- 
laircs^  car  on  peut  supposer  a  rinfini  soil  la  droile  E ,  soit 
un  ou  plusieurs  des  points  p,  pS*  •  •  ou  tous  a  la  fois-,  et 
ces  points  peuvent  se  r^unir  en  un  seul. 

Si  Ton  suppose  tous  ces  points  a  Finfini ,  Tequation  (f) 
devient 

(g)  ^-nTi  ^-^--TTf +  7--7Mii      -  ••==^• 

La  droite  sur  laquelle  sont  comptes  les  deux  segments 
Ma,  Me  reste  parall&Ie  a  elle-m^me^  de  sorte  que  ces  deux 
segments  sont  proportionnels ,  respectivement ,  aux  dis- 
tances du  point  M  aux  deux  droites  A  et  E.  II  en  est  de 
meme  de  tous  les  autres  segments.  On  a  done,  en  appelant 
p',  . .  et  ^  les  distances  de  chaque  point  M  de  la 
droite  L  aux  droites  fixes  A ,  B,  C , . . .  et  E ,  la  relation  ho- 
mog^ne 

Done :  Les  distances  de  chaque  point  d'une  droite  a 
plusieurs  axes  fixes  ont  toujours  entre  elles  une  relation 
homogene  du  premier  degre ,  dans  laquelle  tous  les  cocffi~ 
cients^  moins  deux,  peuuent  etre  pris  arbitrairement, 

436.  Si  la  droite  E  est  a  Tinfini ,  lequation  (/)  devient 
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^^est  egal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissees  des 

points  M  et  p  sur  la  droite  A,  et  de  m^nie  des  autres  termes; 
or  les  perpendiculaires  abaissees  des  points  p,  . ,  sur 
les  droites  A,  B, . . .  sont  constaDtes,  et  I'on  peut  les  faire 
entrer  dans  les  coefficients  de  Tequation ,  de  sorte  qu'cn 
appelant  p\. , .  les  perpendiculaires  abaissees  de  cliaque 
point  M  sur  les  droites  A ,  B, . . . ,  on  a  la  relation 

(//)  «.jE7-t-6./?'-f-7-/^"-+---  •  = 

dans  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent 
^tre  pris  arbitrairement ;  c'est-a-dire  que  les  perpendicu-- 
laires  abaissees  de  cliaque  point  d^une  droite  L  sur  des  axes 
fipces  ont  entre  elles'une  relation  du  premier  degre,  dans 
laquelle  on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coefli- 
cients  moins  deux.  Ce  qui  est  le  tbeorinie  (432) ,  car  on 
peut  substituer  aux  perpendiculaires  des  obliques. 

437.  Faisons,  dans  Tequation  (A), 

aM  =  pM  —  p/i, 
^rM  =  p'M  — p'^», 
.••>••••■•••• 

il  vient 

pa  If  .  ' 

ou,  en  representant  le  second  mcmbre  par  Vj, 

pa        p'  If 
ce  qui  exprime  ce  theor^me : 

tltant  dofinees  des  droites  A ,  B,  C , . . .  et  autant  de 
poles  fixes  p,  p',  p",.**  places  d^une  manibre  quelconque, 
si  de  cliaque  point  M  d'une  autre  droite  L  on  mene  des 
rayons  a  ces  poles,  lesquels  rehcontreront  les  droites  A, 
B ,  C  , .  .  .  en  des  points  a ,  b ,  c , . . . ,  o^i  aura  la  relation 
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V07istante 

laqnelle  a ,  6, . . . ,  Vt  Jonf  dfej  constantes  qui  toutes^ 
mains  deux,  peu^ent  Stf^  prises  arbilrairement , 

438.  Si  tous  les  points  p\ .  . .  se  confondeni  en  un 
seul,  Tequauon  (A)  devient 

tfM     ^  fcM  cM 

{*)  «.  — ^-6.  7— -^7-  h...  =  v, 

'  rtp  op  ' 

et  Teqaalion  (i ) 

, a        €        7  V, 
pa     ptf     pc  pM 

Ce  qui  prouve  que  : 

£tant  donnees  plusieurs  droites  A ,  B ,  C , .  . . ,  et  une 
demiere  L ,  si  antoiir  d'un  point fixe  p  on  fait  toumer  une 
transvermle  qui  renvontre  ces  droites  en  des  points  a,  b, 
c , . . .  9  M ,  on  aura  les  deux  illations  ( k)  (1) ,  dans  cha- 
cunc  desquelles  toutes  les  constantes ,  moins  deux,  peuuent 
^tre  prises  arbitrairement, 

439.  Et  reciproquement : 

£tant  donnees  plusieiws  droites  A ,  B,  C,..,,  si  autour 
d'un  point  fixe  p  on  fait  tourner  une  transi^ersale  qui  les 
rencontre  en  des  points  a,  b,  c,...,  et  qu'on  prenne  sur 
cette  droite  un  point  M  determine  par  Vune  ou  Vautre  des 
deux  equations  (k)  et  (I) ,  le  lieu  de  ce  point  sera  une  ligne 
droite  (*). 

440.  Dans  ce  th^orfemc  on  determine  inimediatement, 
soit  par  {'equation  (k)^  soit  par  la  seconde  (/),  chaque  point 

{*)  Ce  theor^me  se  trouvedatiA  Ic  M^moJre  de  M.  Poncelet  sur  les  Centres 
des  mojrennes  harmoniifues  (voir  Journal  de  JAath^matitjues  tie  M.  Crclli'i 
tome  HI ,  pngc  355 ;  annee  i8^). 

21 
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M  situ^  sur  une  transversale  issue  du  point  p.  Et  conmie 
on  passe  de  Tequalion  (c)  du  theorime  (4*30) ,  a  I'une  ou  k 
Tautre  des  equations  [k)  et  (/) ,  dont  les  coefficients  de- 
pendent de  ceux  de  T^quation  (c) ,  le  point  p  pouvant  otre 
pris  arbitrairement ,  on  voit  qu'on  pourra  se  servir  de  I'une 
des  Equations  (A  )  et  (/)  pour  determiner  les  points  M  qui 
satisfont  a  Tequation  {c)  et  m^me  pour  determiner  en  par- 
ticulier  le  point  situ^  sur  une  droite  donnee. 

441.  Obsetvation,  —  Tous  les  theoremes  compris  dans 
le  deuxieme  et  le  troisieme  paragraphe  de  ce  chapitre,  qui 
ont  ^t^  des  consequences  imm^diates  de  Tun  ou  de  Tautre 
des  deux  theoremes  gen^raux  (428)  et  (4'34'),  comportent 
la  m&me  generalite  que  ceux-la ;  car  on  pent  remonter  de 
tous  ces  theoremes  aux  deux  (428)  et  (434)  ^  et  conuue  on 
passe  aussi  de  Pun  a  Tautre  de  ces  deux-la ,  nous  pouvons 
dire  que  tous  les  theoremes  ont  une  egale  generalite,  et 
qu'ils  ne  sont  que  des  expressions  difTerentes  d'une  m^me 
propriete  relative  a  tous  les  points  d'une  ligne  droite.  De 
ces  expressions ,  la  plus  simple  est  celle-ci :  Les  distances 
de  chaque  point  d'une  ligne  droite  h  plusieurs  axes  fixes 
ont  entre  elles  une  relation  du  premier  degre,  soit  homo- 
gene,  soit  complete,  dans  laquelle  tous  les  coefficients , 
moins  deux,  peui^ent  ^tre  pris  arbitrairement. 

Tous  les  theoremes  n'expriment  rien  de  plus  que  cette 
simple  proposition  ^  mais  il  est  interessant  de  voir  qu'au 
moyen  de  la  notion  du  rapport  anharmonique  on  les  deduit 
tous  d'une  proposition  eiementaire  (123) ,  et  que  Ton  pent 
passer  de  Fun  a  Taulre. 
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CHAPITRE  XXII. 

I&QUATIONS  AU  POIIiT,  OV  RELATlOlfS  DE  SEGMEirTS  SEHVAVT  A 
B^TEHMINER  VTXE  IKFIKIT^  DE  DROITES  ASSD  JETTIES  A  PASftEA 

TOCTES  PAR  VS  MiME  POINT.   CENTRE  DE  GRAVITY  d'uW 

SYSTEME    DE    POINTS.    CENTRE  DES  MOYENNES  HARMO- 

NIQUES. 


442.  Nous  appelons  equation  au  point,  unc  equation 
«nlre  certaines  variables  dont  chaque  syslime  de  valeurs 
determine  la  position  d'une  droile,  de  maniire  que  toutes 
ces  droiles  passent  par  un  m&me  point.  On  peut  dire  que 
Tequation  represente  ce  point, 

§  I.  —  Equation  entre  les  segments  qiiune  droite  tour^ 
nant  autour  tfun  point  fait  sur  deux  axes  fixes. 

Si  sur  deux  axes  SA,  SB  (fig.  loi),  qui se  coupent  en  S 
et  sur  lesquels  A  e(  B  sont  deux  points  fixes,  on  prend 
deux  points  variables  m,  m',  lies  entre  eux  par  la  rela- 
tion 

,  ,  A/71  ^Bw' 

dans  laquellc  a,  &  et  v  sont  dcs  coefficients  constants,  la 
droite  mm'  pas  sera  tou jours  par  un  ni^me  point  p. 

En  effet,  cette  equation  exprime  la  division  homogi^aphi- 
que  des  deux  droites  SA,  SB  (123),  ct  dans  cette  division 
deux  points  homologues  coincident  en  S.  Par  cons<^*quent 
la  droile  mm^  passe  toujours  par  un  m6me  point  p  (103). 

On  peut  dire  que  I'^uatioii  represente  le  point  p,  ou 
qu'ellc  est  Tequation  de  ce  point,  ou,  en  terme  g^n<5ral , 
fjuc  c'est  une  equation  au  point, 

21. 
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II  est  Evident  que ,  reciproquement ,  uo  point  ^tant  donne, 
on  pent,  en  attribuant  a  I'un  des  trois  coefficients  a ,  Seiv 
une  yaleur  arbitraire ,  determiner  les  deux  autres  de  ma- 
niireque  I'equation  (a)  repr^sente  ce  point. 

443.  Chacun  des  trois  points  S,  A,  B  pent  hire  a  Tin- 
iini  (123) ,  ce  qui  donnelieu  aux  trois  equations : 

Sm       S/n'  ' 

Dans  cette  demiire ,  les  deux  axes  SA ,  SB  sont  paral- 
leles. 

444.  Quand  la  constante  v  est  nulle ,  le  point  repr^sent^ 
par  Tune  ou  I'autre  de  ces  equations  est  toujours  situ^  sur 
la  droite  AB.  Car  alors  Tequation  generale  se  reduit  k 

Am  ^Bm' 
S/fi  Sm 

ou 

Am  _  W 
Sm  ""^S/»'' 

et  cette  equation  exprime  que  dans  la  division  homogra- 
phique  des  deux  droites  SA,  SB,  les  points  A  et  B  sont 
deux  points  homologues  (li^)-  Done  la  droite  AB  est  une 
des  positions  de  la  droite  mm',  et  par  consequent  le  point 
p  se  trouve  sur  cette  droite. 

445.  On  pent  encore  prendre  pour  I'equation  d'un  point, 
r^quation  generale 

(b)  Aw.Bw'  + X.Aiw  4-  fi.Biii'-+- v  =  o, 

pourvu  que  Ton  determine  Tun  des  trois  coefficients  de 
mani&re  a  exprimer  que  deux  points  homologues  coincident 
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en  S.  La  relation  qui  exprime  cette  condition  est 
AS  BS-*-X.AS-+- pi.BS  4- V  =  o. 
Eliminant  v,  on  aura  pour  Tequation  g^n^rale  d'un  point  * 
(y)    Aw.Bim'+>  A/w-+-fA.B/it'==  AS.BS-hX.AS-H/a.BS; 

dans  laquelle  les  cofficients  X  et  sont  arbitraires.  R^i* 
proquement,  un  point  ^tant  donne,  on  pourra  attribuer  k 
ces  coefficients  des  valeurs  telles,  que  T^quation  represente 
ce  point. 

446.  Quand  les  constantes  1 ,  {x  sont  nulles ,  T^uation 
se  r^uit  a 

Am.B/7i'=:  AS.BS. 

Ainsi  toute  droite  mm\  determine  par  cette  relation  , 
passera  par  un  point  fixe. 

Et  r^ciproquemenl :  Un  point  itant  donne ,  on  pent  de^ 
terminer  sur  les  denx  axes  SA^  SB  (figi  loa)  la  position 
des  deux  points  A ,  B ,  une  constante  X ,  de  maniitre 
que  V equation  du  point  soit 

Am.Bm'  =  1. 

En  effet,  cette  equation ,  qui  exprime  la  division  homogra- 
pbique  des  deux  axes  AS ,  BS,  fait  voir  que  le  point  A  cor- 
respond a  Tinfiui  de  la  seconde  droite,  et  le  point  B  a  Tin- 
fini  de  la  premiire.  Done  si  par  le  point  p  on  mkne  une 
parallele  a  I'axe  SA ,  elle  determinera  sur  le  second  axe  le 
point  B.  Et  pareillement  la  parallele  pA  au  second  axe 
determine  sur  le  premier  le  point  A.  Quant  k  la  con- 
stante X ,  elle  est  ^gale  au  rectangle  SA .  SB. 

§11.  —  Equation  entve  les  segments  fails  par  une  droite 
tournant  autour  d'un  point  fixe,  sur  plusieurs  droites 
concourantes  en  un  mSme  point, 

447.  tltant  donnees  plusieurs  droites  SA,  SB, . . .  pas^ 
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santtoutes  par  wi  m^me  point  S  (fig.  io3)  etsur  lesquelles 
sont  pris  arbitrairement  des  points  fixes  A ,  B ,  C , . . .  ^  « 
aiUour  {Tun  point  p  on  fait  tourner  une  transx^ersale  qui 
rencontre  ces  droites  en  des  points  m,  m',  m", .  .  ,^  on 
aura  la  relation  constante 

Am      .Bm'  Cm" 

a ,  • . . ,  y  etant  des  coefficients  constants  qui  tous , 
moins  deux ,  peuv^ent  dtre  pris  arbitrairement. 

La  demonstration  est  absolument  la  m6me  que  pour  le 
ihcoreme  (428). 

448.  Pour  que  V equation  (c)  soil  celle  d'un  point  de- 
termine, il  suffit  quelle  soit  satisfaite  pour  deux  transuer- 
sales  issues  de  ce  point. 

En  eflfet,  pour  que  Fequation  soit  celle  d*un  point  donne, 
on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coefficients  moins 
deux  \  et  eeux-ci  se  determineront  par  certaines  relations 
d^pendantes  de  la  position  particuli&re  du  point.  Or  deux 
trans versales  passant  par  le  point  donnent  deux  equations 
de  condition  entrc  tous  les  coefficients ,  savoir  : 


a 


-H  6        -4-  • . .  =  V,    el    a  h  6  - 


S/w,        Sw,  '  S/w,        Sw',  ' 

et  ces  deux  equations  suffisent  pour  determiner,  et  d^ter- 
minent  necessairement  les  deux  coefficients  inconnus.  De 
sorteque,  quandelles  sont  satisfaites;,  I'equation  (c)  est  celle 
du  point  donne,  et  par  consequent  toute  autre  transversale 
menee  par  ce  point  satisfera  aussi  a  1  equation.  Done,  etc. 

449.  Quand  une  droite  mobile  rencontre  les  axes  SA , 
SB,  SC,  .  .  .  e/j  des  points  m,  m',  m'',  .  .  .  entre  lesquels 
a  lieu  la  relation 

Am      ^B/;?'  Cm" 
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oil  6,  y,  .  .  V  sont  des  coefficients  constants,  cette 
Hroite  passe  toujours  par  un  mS/ne  point. 

En  efTet ,  si  Ton  consid^rc  le  point  d^intersection  de 
deux  des  droites  qui  donnent  lieu  a  cette  ^uadon,  il  r^- 
sulte  de  ce  qui  precMe,  que  Tequalion  aura  lieu  pour 
toute  autre  droite  menee  par  ce  point.  Mais  ellc  ne  peut 
pas  avoir  lieu  pour  une  droite  qui  ne  passerait  pas  par  ce 
point;  car  cette  droite  rencontrerait  celles  qui  passent  par 
le  point,  en  des  points  par  chacun  desquels  on  pourrait 
mener  une  infinite  de  droites  satisfaisant  a  Tequation  *,  d'ou 
Ton  conclut  que  toute  droite  quelcouque  satisfcrait  a  I'equa- 
tion ;  ce  qui  n^est  pas  possible.  Done ,  etc. 

Observation .  —  Ce  th&)r^me  peut  6tre  considere  comme 
la  reciproque  de  la  proposition  (446).  De  sorte  que  les  di- 
verses  propositions  que  nous  deduirons  de  celle-ci  admet- 
trout  une  pareille  reciproque. 

Dans  Tequation  (c)  le  point  S,  ou  bien  les  points 
A,  B,. . peuvent  6lre  pris  a  Tinfini,  et  Tequation  sub- 
siste  comme  si  les  segments  infinis  devenaient  des  con- 
sUntes.  Cela  resulte  de  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  deux 
axes  (443).  Mais  il  est  tris-facile  de  le  demontrcr  direcle- 
ment.  En eflet ,  prenons  sur  chacuue  des  droites  SA ,  SB,... 
un  point  fixe,  R  sur  la  premiire,  R'  sur  la  seconde,  etc. , 
on  pourra  ecrire  Tequation  sous  la  forme 

Am    AR      ^   Bm'  BR' 
"-S^^r^SR^^'S^-SR^-^-'-^^' 

car  on  consid^rera  les  quantitcs  a  ^»  6        etc. ,  comme 

formant  les  coefficients  des  difierents  termes.  Ainsi ,  les 
points  A,  R",  B,  R'-,  etc.,  ctant  pris  arbitrairement  sur  les 
droites  SA^  SB,  etc.,  respeclii^ement ,  on  pourra  prendre 
arbitrairement  toutes  les  constantes  a ,  6 ,  .  .  . ,  v  ,  moins 
deux,  et  determiner  ces  deux-ci,  de  maniere  que  cette 
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equation  ait  lieu  pour  toutes  les  positions  de  la  droite' 
mm'm". . .  toumant  autour  d'un  point  fixe  donne. 

SR  SR' 

Si  le  point  S  est  a  rinGni,  les  rapports  — »  etc.  ^- 

sont  egaux  k  Tunit^,  etT^uation  devient 

ou  simplement 

{d)  a.A/w -f-g.B/w-l-  .  .  .  =  V. 

,  Si  ce  sont  les  points  A ,  B ,  .  .  .  qu'on  suppose  a  Tiniini , 

<.  A/71   B/w'  ,         «  i«     .  ,       17 , 

les  rapports  , . .  .  sont  egaux  a  1  unite,  et  1  equa- 

tion prend  la  forme 

§  III.  —  Relation  constante  entre  les  perpendiculaires 
ahaissies  de  plusieurs  points  sur  une  droite  qui  toume 
autour  d'un  point  fixe.  —  Centre  de  gravite  d'un  sys^ 
tkme  de  points , 

451.  L'&[uation  (c)  donne  lieu  a  des  th^oremes  d^uu 
enonce  difl<^rent ,  dans  lesquels  ce  ne  sont  plus  des  segments 
faits  sur  des  droites  fixes,  qui  servent  a  determiner  la  posi- 
tion d'une  droite  mobile ,  mais  bien  les  distances  de  cette 
droite  a  des  points  fixes. 

En  effet,  le  terme       est  egal  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissees  des  deux  points  A,  S  sur  la  droite  pm. 
B/w' 

Pareillement  le  terme  — ;  est  egal  au  rapport  des  perpen- 

diculaires  abaissees  des  deux  points  B  el  S'  sur  la  m6me 
droite  j  ct  ainsi  des  autrcs.  Soient  done  p^  p\  et  q  les 
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distances  ties  points  A ,  B,  C,..., S  a  la  droite  pm,  Tequa- 
lion  deviendra 

Ce  qui  exprime  ce  theorime  : 

Quand  une  droite  tourne  auiour  d'un  pointy  ses  dis- 
tances h  plusieurs  autres  points fixes  quelconques  ont  entre 
elles  une  relation  homogene  du  premier  degre  dont  toiis 
les  coefficientSy  moins  deux,  peuv^ent  dtre  pris  k  ^volonle, 

Et  reciproquement,  quand  les  distances  d'unc  droite 
^variable  de  position ,  a  plusieurs  points  fixes,  conservent 
eutre  elles  une  relation  homogkne  du  premier  degre ,  cette 
droite  passe  toujours  par  un  mSme  point. 

La  determiDatiou  des  signes  dans  ce  tb^reme  est  evi- 
dentc.  Pour  tous  les  points  situes  d'un  m6me  c6te  de  la 
transversal e ,  les  distances  de  ces  points  a  cette  droite  se- 
ront  positives,  et  pour  tous  les  points  situes  de  Fautrc  c6te, 
les  distances  seront  negatives.  Car  chaque  rapport  tel  que 

^  a  le  meme  signe  que  le  rapport  correspondant  ^ ;  el  ce 

signe  est  -h*,  ou  — ,  selon  que  les  deux  points  A  et  S  sont 
du  in6me  c6t^  du  point  m  ct  par  consequent  de  la  transver- 
sale,  ou  de  c6t^  diHerents.  Done  en  donnanl  un  signe  arbi- 
traire  a  la  distance  </,  on  dounera  aux  distances 
des  signes  semblables  ou  contraires,  suivaut  que  les  points 
A,  B,...  seront  du  ui^me  cote  dc  la  transversale  que  Ic 
point  S,  ou  de  Tautre  cote. 

452.  Etant  donnes  des  points  A ,  B,  C , . . .  el  des  con- 
stantes  a ,  6,  . . . ,  on  pent  mener  une  infinite  de  droites 
telles ,  que  leurs  distances  a  ces  points,  multipliees  respecti- 
vement  par  les  constantes,  donnent  des  sommes  nullcs.  En 
eiTet ,  si  de  ces  points  on  abaisse  sur  une  m&mc  droite  des 
perpendiculaircs  dont  les  pieds  seront  a,  c,.*.  . ,  il  suf- 
fira  de  prendre  sur  cetle  droiie  Ic  point  pi  determine  par 
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Tequation 

et  de  mener  par  le  point  pi  une  parallele  aux  perpendicu- 
laires;  ceile  parallele  satisfera  a  la  question;  c'est-a-dire 
qu'en  appelant  ses  distances  aux  points  A,  B, . . . , 

on  aura 

a./?-f-6./?'  4-7.;?"  +  . . .  =  0. 

Oi-,  d'apres  le  theoreme  precedent,  toutes  les  droites  ainsi 
detcrminees  passent  par  un  m^me  point  p.  On  pent  done 
dire  que : 

Etant  donnes  des  points  quelconques  A  ,  B ,  C , . . .  et  des 
coefficients  a,  6,  y^..,^  il  existe  toujours  un  certain  point  p 
tely  que  si  Von  mene  par  ce  point  une  droite  quelconque, 
la  sonime  de  ses  distances  aux  points  A ,  B , . . .  multipliees 
respectiuenient  par  les  constantes  a  ,  6,  etc.,  sera  toujours 
nulle. 

Le  point  p  est  ce  qu'on  appelle  Ic  centre  dc'grav^ite  des 
points  A ,  B,  C . .  supposes  matericls  et  ayant  pour  masses, 
rcspecti vemen l ,  les  constantes  a ,  £ ,  y , .  •  •  • 

453.  Quand  les  points  A  ,  B ,  C sont  en  ligne  droite, 
leur  centre  de  graviie  est,  evidemment,  le  point  p  de  cettc 
droite  ,  determine  par  Tequation 

a.Ap-|-6.Bp-|-...  =0. 

Carles  distances  p',...  des  points  A  ,  B,...  a  une  droite 
quelconque  men^e  par  le  point  p  seront  proporlionnelles 
aux  segments  A/&,  Bp,...,  et  auront,  par  consequent,  cntre 
elles  la  relation 

a./>  +  6.^'  H-  etc.  =  0, 

qui  caracterise  le  centre  de  gravite. 

454.  Considerons  un  syst^me  de  points  quelconques  A  , 
B,  (3,...  et  leur  centre  de  gravite  p;  concevons  qu'on  les 
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projette  tons  sur  une  droite,  par  des  obliques  paralleles 
entre  elles,  et  soient  a,  6,  c , . •  /^i  leurs  projections.  Les  seg- 
ments api,  bpx^  etc.,  seront  proportionnels  aux  distances 
des  points  A ,  B,  C , . . .  a  Toblique  men^e  par  le  point  p  5  on 
aura  done  la  relation 

a  /7p,  -4-  -f-  7.rp,  -f-  .  .  .  =0. 

Or  cette  ^nation  exprime  que  le  point  p,  est  le  centre  de 
gravite  des  points  a,  i , .  •  *  supposes  doues  des  masses  a,  6, ... . 
Done,  si  Von  projette  sur  une  droite  quelconque  des  points 
materiels  A ,  B ,  C , . . .  et  lew  centre  de  grai^ite,  la  projec- 
tion de  ce  dernier  point  sera  le  centre  de  grav^ite  des  points 
en  projection, 

455.  D'apres  cela  ,  pour  determiner  le  centre  de  gravite 
d'un  syslime  de  points  A,  B,  C,.--i  il  suffit  de  projeter  ces 
points  sur  deux  droites ,  et  de  prendre  les  centa-es  de  gravite 
des  deux  series  de  points  en  projection;  les  deux  points 
ainsi  determines  seront  les  projections  du  centre  de  gravite 
cherche. 

Les  deux  projections  peuvent  aussi  se  faire  sur  une  m6me 
droite,  par  des  obliques  differentes. 

456.  Qu'on  m^ne  une  droite  quelconque  nc  passant  plus 
par  le  point  p,  et  soient  P,  P',  P'',. . .  ses  distances  aux  points. 
A,  B,  C,.,.,etGsa distance  au point  p,  on  aura  p  =  V — 

p'  =  V'  —  G,  etc.,  et  Tequation 

deviendra 

a.P-h€.P'.-H7.P"-+-..  .  =(a-f-6-h7-f-.. 
D'aprfe  cela  on  pent  dire  que  : 

Ze  centre  de  grauile  dUin  systeme  de  points  materiels 
est  iin  point  dont  la  distance  a  une  droite  quelconque ^ 
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multipliee  par  la  somme  des  masses  de  tons  les  points , 
est  egale  a  la  somme  des  distances  de  ces  points  It  la 
mSme  droite,  multipliees  respecti^ement  par  les  masses 
de  ces  points, 

Quand  tous  les  coefficients  cc^S^  etc. ,  sont  egaux  a  l*uoite, 
on  appelle  le  point  p  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  A ,  B ,  C • . ,  parce  que  la  distance  de  ce  point  k  une 
droite  quelconque  est  la  valeur  moyenne  des  distances  de 
tous  les  points  a  cctte  droite.  C*est-a-dire  que  Ton  a 

_P-{-F4-P'^H-.>.  . 


n  ^tant  le  nombre  des  points  A ,  B , . . . . 

Quand  la  droite  passe  par  Ic  centre  des  moyennes  dis- 
tances, la  somme  de  ses  distances  a  tous  les  points  est  nulle. 

§  IV.  —  Centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  systeme 

de  points, 

I. 

457.  Reprenons  Tequation  (c',  450);  supposons  que  les 
points  R,  R', .  •  •  {fiS'  *°4)?  sont  arbitraires,  soient 
pris  tous  sur  une  m^me  droite  L,  et  par  le  point  O,  ou  la 
droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  rencontre  cette 
droite  L,  menons d'autres  droites  aux points  A,  B, . . . ,  S; 
puis ,  concevons  une  transversale  qui  coupe  ces  droites  en 
des  points  a ,  & ,  .  .  . ,  5 ,  la  droite  mm'  cn  un  point  et  la 
droite  L  en  r;  on  aura 

Aiw    AR  «p,  ar 

Sm  '  SR      Jpi '  sr  ' 

Bm\  BW     bp,  br 
Sm' '  SR'      7p  "^r  " 
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De  sorte  que  rdquation  (c')  devient 

{g)  a-SlH-e^H  =  v.-X. 

*  ar        or  sr 

Or  les  droites  SA ,  SB , .  .  .  n'entrent  plus  que  par  leurs 
points  fixes  A,  B,  etc.,  dans  la  maniere  de  former  cette 
Equation  *,  ce  sont  les  droites  issues  d^un  mime  point  O  va- 
riable sur  la  droite  fixe  L,  qui,  en  toumant  autour  des  points 
A  ,  B,  . .  . ,  S  et  d^terminent,  sur  la  transversale  men^ 
arbitrairement,  les  points  a,  ^  et  Fequation 

exprime  done  ce  tbeorime  : 

Etant  donnes  plusieurs  points  fixes  A ,  B ,  .  .  . ,  p ,  e/ 
line  droite  L,  si  de  ckaque  point  ds  cette  droite  on  conduit 
des  rayons  h  ces  points  y  et  quon  mene  une  transversale 
qui  rencontre  ces  rayons  en  des  points  a ,  b ,  .  .  . ,  pi ,  ef  /a 
droite  L  en  un  point  r ,  il  existera  entre  les  segments  for^ 
mis  par  les  points  a ,  b , . . . ,  a  partir  de  Vun  d'eux  pi  et  du 
point  r ,  la  relation 

(A)  „lP;4.e^'H....  =  o, 

ar  or 

dans  laquelle  toutes  les  constanteSj  moins  deux  y  peuvenl 
€tre  prises  arbitrairement ; 

Et  toutes  ces  constantes  J  J  compris  ces  deux-li,  reste- 
ront  les  mdmesy  quelle  que  soit  la  transi^ersale. 

458.  R^ciproquement : 

Etant  donnes  des  points  A .  B ,  C ,  .  .  .  ,  des  constantes 
a ,  6 ,  y , .  •  ,et  une  droite  L ,  si  par  chaque  point  O  de  cette 
droite  on  conduit  a  ces  points  les  rayons  OA ,  OB ,  OC , . . . 
qui  rencontreront  une  transi^ersale  en  des  points  a ,  b , 
Cj  .  .  et  quon  prenne  sur  cette  transversale  le  point  pi 
determine  par  r equation 

ao,      ^boi  CP, 
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dam  laquelle  r  est  le  point  de  i^ncontre  de  la  irausv^er- 
sale  et  dc  la  droite  L,  la  droit e  Op,  passera  toujours  par 
un  point  fixe; 

Fa  ce  point  sera  le  memc,  quelle  que  soit  la  position  de 
la  transversole, 

Le  point  px  determine  sur  la  transversale  par  Fequa- 
tion  (A)  a  ele  appele  par  M.  Poncelet  le  centre  des  mojanncs 
liarmoniques  des  points  a,  relatif  an  point  t\  el  le 

point  p  par  lequel  passent  loutes  les  droiles  Op^,  le  centre 
des  moj^ennes  liarmoniques  des  points  A ,  B ,  C ,  .  .  .  rela- 
tif d  la  droite  L  (*). 

459.  D'apres  ces  definitions,  Ic  theoreme  exprime  que  : 
tltant  donne  un  systenie  de  points  A ,  B , .  •  et  leur 

centre  des  mojennes  liarmoniques  p,  relatif'  a  une  droite 
L ,  si  (Tun  point  de  cette  droite  on  mene  des  rayons  a  torn 
ces  points  et  que  Von  tire  une  transv^ersale  qui  rencontre  ces 
rayons  en  des  points  a,  b,  .  .  pi  /a  droite  L  en  un 
point  r,  le  point  p,  sera  le  centre  des  mojennes  liarmoni- 
ques des  points  a ,  b ,  .  .  .  relatif  au  point  r. 

460.  L'^quation  ( // ) ,  qui  determine  le  centre  des  mojen- 
nes liarmoniques  p^  des  points  a,  i,...  par  rapport  au  point 
r,  sc  met  sous  une  autre  forme.  Qu'on  y  fasse 

ap  z=z  rp  —  ra , 
bp  t=  rp  —  rb  y 


elle  devient 

(a4-6H-...)  a  5 

 =  1  T  ■ 

rp  ra  rb 

ou 

a  t 

I        ra  rb 


(*)  Voir  Ic  Memoire  sur  les  Centres  des  moyennes  harmoniques ^  art.  7g 
(p.  ^4      Journal  dc  Matkematiqucs  de  M.  Crelle,  t.  Illj  ami.  i8qS). 
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Quand  tous  les  coefficients  a ,  o ,  .  . .  sont  egaux  4 1' unite, 
le  segment  rp^  est  ce  que  Maclaurin  a  appele  la  moyennc 
harmonique  entre  les  distances  m,       .  .  .  (62). 

11  est  a  remarquer  que  1  equation  [k)  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

(/)  („+e+...)i£l  =  ,  {i+s^+etc, 

^  ^  '  rp,         ra  rb 

i  etant  un  point  quelconque  pris  sur  la  m^me  droite  que 
les  points  a,  etc. 

En  eflet,  si  Ton  divise  les  deux  membres  par  —9  Tequa- 

tion  nc  contiendra  que  des  rapports  anharmoniques,  et  par 
consequent  elle  aura  lieu  pour  toute  position  du  point  1, 
si  elle  a  lieu  pour  une  seule.  Or  quand  le  point  i  est  a  Tin- 
fini,  Fequation  redevient  Fequation  (A).  Done  elle  a  lieu 
quel  que  soit  le  point  1. 

461.  Si  le  point  r  de  Fequation  (//)  est  a  TinGni,  le 
point  p  devient  le  centre  de  gravlte  des  points  a,  .  .  . 
supposes  materiels  et  ayaut  pour  masses  les  coclficients  a, 
f \  car  Fequation  s'ecrit 

a.ap,  -h  6.d^p,.  h  V.fPi.  h  .  •  .  =0, 

^  ^    ar  ^  ar 

ou,  parce  que  les  rapports  ^»  ~'  ^^c.,  sont  egaux  a  J  u- 
nit^ , 

a.flp,  -f-  S.^p.  -f-  7-<^pi  -I-  .  .  .  =0, 

ce  qui  exprime  que  le  point  jOi  est  le  centre  de  granite  des 
points  a ,  i ,  c , . . . ,  dont  les  masses  seraient  a  ,  6 ,  y. . .  (464) . 

462.  Quand  la  droite  L  est  a  Finfini,  le  centre  des 
mayennes  harmoniques  des  points  A,  B,...  devient  lui- 
m^me  le  centre  de  gravitc  de  ces  points  supposes  doues  de 
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masses  a ,  S....  Car  toutes  les  droites  menees  d'un  point  O 
de  la  droite  L  a  ces  points  sont  parall^es  entre  elles,  le 
point  rsur  une  transversale  est  a  Tinfini,  et  le  point  pi  de- 
termine sur  cctte  droite  est  le  centre  de  gravity  des  points  a, 
A,...;  d'oii  il  suit  que  le  point  p  est  le  centre  de  gravity  des 
points  A,  B.... 

II. 

463.  D'apr^s  ces  considerations,  on  pourrait  croire  que 
les  propri^tes  du  centre  des  mojenncs  harmoniques  d'un 
systeme  de  points  impliquent  une  notion  plus  generate  que 
celle  du  centre  de  grauite.  Mais  cette  plus  grande  genera- 
lite  n'est  qu'apparente  et  n'existe  pas  au  fond.  On  pent  le 
concevoir,  a  priori ,  car  les  proprietes  du  centre  de  gravite 
et  celles  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  sys- 
teme de  points  sont,  sous  une  forme  dilKrente,  des  ex* 
pressions  gen^rales  d'un  m^nie  theoreme  exprime  par  I'e- 
quation  (c.  447)-,  elles  n'exprinient  done  ri en  de  plus  ni 
moins  que  cette  ^nation ,  et  rien  de  plus  ni  moins  Tune 
que  I'autre.  Et,  en  elFet,  nous  allons  voir  qu'on  pent  con- 
clure  les  proprietes  du  centre  des  moyens  harmoniques  de 
celles  du  centre  de  gravite. 

Soient  des  points  A,  B,  C,...  [fig-  io5)-,  que  p^p\... 

representent  leurs  distances  a  une  droite  L,  et  -> 

P  P  P 

leurs  masses^  et  soient  P,  P',  .  .  .  les  distances  de  ces 
memes  points  a  une  autre  droite  K  men^e  par  leur  centre 
de  gravite;  on  aura  (452) 


Soit  O  le  point  oii  la  droite  K  rencontre  la  droite  fixe  L; 
on  a 

P  sinKOA  P'  sinKOB 
p     sin  LOA  /^'""sinLOB 
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ei  Tequation  devient 


sin  KOA         sinKOB  _ 
"  sin  LOA"^     sin  LOB  ^  ^' 

Or  si  1*011  mene  une  transversale  qui  rencontre  les  droites 
OA,  OB,.-,  en  des  points  a,  ft,.--?  droite  OK  en  pi 
et  la  droite  L  en  r,  on  pent  substituer  aux  rapports  de  sinus 
qui  entrent  dans  T^uation  les  rapports  de  segments  cor- 
respondants ,  de  sorte  que  I'^quation  devient 

ar  or 

Cela  est  evident car  si  Ton  divise  tous  les  termes  de  T^- 

,  ^  sin  KOA  J  .    ^  ^ 

quation  par  le  rapport  du  premier  terme,  on  forme, 

dans  tous  les  autres,  des  rapports  anharmoniques  de  sinus, 
auxquels  on  pent  substituer  les  rapports  anharmonkpies  des 
segments  correspondants^  d'ou  resulte  T^quation  que  nous 
venons  de  poser. 

Or  cette  ^nation  exprime  le  th^rime  (458)  sur  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  \  de  sorte  qu'on  peut  dire 
que :  le  point  appele  centre  cUts  moyennes  harmoniques 
d'un  sy Sterne  de  points  materiels  A,  B,  C,...,  relatif  h 
uned/vite  L,  est  le  centre  de  grai^ite  de  ces  m^mes  points 
qui  auraient  d' autres  masses  egales,  respectii^ement , 
nux  premieres  dii^isees  par  les  distances  des  points  h  la 
droite  L."* 

464,  Obseivation.  —  Les  di vei*s  theorimes  contenus  dans 
les  trois  paragrapbesll ,  III  ct  IV  de  ce  chapitrepouvant  tous 
sededuireles  uns  des  autres,  d^une  mani^re  facile  et  di- 
recte ,  an  moyen  du  rapport  anharmonique  qui  forme  leur 
lien  commun,  on  peut  les  consid^rer  comme  exprimant 
tous^  sous  des  ^nonces  diflerents,  une  m^me  propri^te  re- 
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lative  a  un  systime  de  droites  passant  par  uu  mime  point. 
L'expression  la  plus  simple  de  cetie  propriete  est  la  sui- 
vaote : 

Quail d  line  droit e  tourne  autour  d^un  pointy  ses  dis- 
tances P9  p\  •  •  •  ^  plusieurs  points  fixes  quelconqueSy  ont 
entre  elles  une  rehuion  homogkne  du  premier  degre 

a,p     ^.p'  4-7./?"+  etc.  =0, 

dont  tons  Ics  coefficients y  moins  deux^  peuuent  dtre  pris 
arbitrairemen  t, 

Et  reciproquenient y  qiiand  plusieurs  droites  satisfont  a 
celtc  relation  constante,  elles  p assent  toutes  par  un  meme 
point. 


TROISIfiME  SECTION. 


SYSTi:MES  DE  COORDONI^^ES  SERVi^NT  A  DETERMINER 
DES  POINTS  OU  DES  DROITES.  —  FIGURES  HOMOGRA-' 
PHIQUES,  ET  MI!:TH0DE  Gl^ERALE  DE  Dl^FORMATION 
d'uNE  figure. —  FIGURES  CORRELATIVES,  ET MfiTHODE 
G^N^RALK  DE  TRANSFORMATION  DES  FIGURES  EN 
i/aUTRES   DE   GENRE  DIFFERENT. 


CHAPITRE  XXIII. 

S\STEMES  DE  COOBDOMKEES  SERVANT  A  AEPniSEMTER  PAR  DNE 
^QL'ATIOIf  TO€S  LES  POINTS  d'uNE  COURBE. 


I. 

465.  Nous  avons  vu  (42i)  quY'Unt  donnes  deux  axes 
AC ,  BD  {fig»  io6),  et  deux  points  fixes  P,  Q,  situes  sur 
la  droitc  AB,  si  aulour  de  ces  deux  points  on  fait  tounier 
deux  rayons  dont  le  point  de  concours  in  decrive  une  lignc 
droite,  les  segments  que  ces  deux  rayons  feront,  respecii- 
vement,  sur  les  deux  axes  AC,  BD  auront  enlre  eux  la  re- 
lation ronstante 

Et  reciproquenient. 

De  sorie  qu'une  telle  relation  tomie  \ equation  d  une 
ligne  droite  dont  cliaque  point  se  trouve  determine  par  les 

deux  rapports  — 9        Ces  rapports  peuvcnt  s  appeler  les 

coordonnees  du  point  m  ,  abscisse  et  ordonnee ;  et  en  les 
representant  par  deux  simples  lettres  x.  j.  on  dira  que 

22« 
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VSifuation  du  premier  degre 

(i')  x  +  \y—^ 

estcelle  d'une  ligne  droite, 

466.  U  s^ensuit  qu'une  equation  du  d^e  m  entre  les 
deux  m^mes  coordonn^,  representera  une  courbe  jouis- 
sant  de  la  propri^t^  d^fetre  coupee  par  une  droite  quelcon- 
que,  eh  m  points  reels  ou  imaginatres ;  ce  qu^on  appellc 
une  courbe  geometrique  du  degre  ou  de  Yordre  m. 

Car  cette  equation  etant 

F(*, /)  =  o, 

les  ordonn^es  des  points  d^ntersection  de  la  courbe  par  la 
droite  (i')  seront  les  racines  de  T^quation 

— r)  =  o.» 

laquelle  est  du  degre  m. 

Ainsi  dans  ce  systime  de  coordonn^es,  comme  dans  le 
sjstime  en  usage ,  toute  courbe  geomeirique  de  Vordre  m 
est  representee  par  une  equation  du  degre  m. 

467.  On  pent ,  comme  nous  Tavons  tu  (422) ,  faire  di- 
▼erses  hypotheses  sur  la  position  des  axes  AC ,  BD ,  et  celle 
des  deux  points  fixes  C,  D  qn'on  peut  placer  a  Tinfini.  Les 
deux  p6les  P,  Q  peuvent  aussi  6tre  a  Tinfini ,  auquel  cas 
les  deux  points  A,  B  s'y  trouvent  eux-m6mcs.  Dans  tons 
tes  cas,  ceux  des  segments  Aa,  etc.,  dout  les  origines  sont 
a  Tinfini ,  disparaissent  de  T^uation ,  comme  sHls  etaient 
devenus  ^aux  a  Tunit^.  Nous  avons  donne  (422)  les  Equa- 
tions qui  r^sultent  de  ces  diverses  hypotheses  5  nous  n'y 
reviendrons  pas  ici .  Nou»  examinerons  en  particulier  un 
seul  des  systhmes  de  coordonnees  qui  r^pondent  aux  posi- 
tions diffi^rentes  des  axes  et  des  p6les^  celiti  qui  a  le  plus 
d'analogtc  avec  le  systimc  en  usage  dans  la  Geometrie  ana^ 
lytiqtie. 


TKAUt  DE  GtoM^TRIE  SUP^RIEURE.         34 1 
468.  Prenons  pour  les  p61e8  P  eiQ  (Jig.  107)  les  deux 
poinuB  et  A  respectivement,  et  pour  les  points  C  et  D  k* 
point  de  concoursS  des  deux  axes*,  les  deux  coordonnees 

dun  point  m  seront  les  rapports  —  >       que  les  deux 

rayons  Bm  et  Am  forment  sur  les  deux  axes  SA ,  SB. 

Si  Ton  suppose  les  deux  points  A  et  B  a  Pinfini ,  ce  sys« 
teme  de  coordonn^s  deviendra  precisement  celui  de  la 
Geoni^trie  analytique,  imaging  par  Descartes,  puisque  les 
deux  segments  infinis  aA,  &B  disparaltront  de  Teqaa- 
tion,  comme  nous  Tavons  vu  pr^edcmment  (424). 

Consid^rons  le  cas  g^n^ral  oil  les  deux  points  A  et  B  sout 
a  distance  finie. 

1°,  Le  rapport  des  coordonnees  d'un  point  ?  ~  • 

est  egal  au  rapport  —  des  segments  que  la  droi  te  menee  de  ce 

point  a  Torigine  S  fait  sur  la  base  AB ,  ce  rapport  etant  pris 
avec  le  signe  —  \  ainsi 

jc  _^  cB 

,y       c  X 
En  eilet ,  on  a  dans  le  triangle  ASB 
«S    ^B  cA__ 
tfA  '  ?S  *  cB  *~      ' ' 

d'ou 

cB  ^  flS  6S  _  _  X 
ck         ak *  ^B  y 

La  somme  des  deux  coordonnees  d  un  point  m  est 

mS 


tn  S 

^gale  k  — •  Gir  on  a  dans  le  quadrilat^re  aSbm, 


©u 


Sa      Sb     S//I  , 


x^jr  =  — . 
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3^.  Les  coopdonn^es  de  chaquc  point  de  la  base  AB  soni 

infinies.  Car  pour  ces  points  on  a  aA=o,  J  B  =  o,  €t  par 

"Si  j  ^ 

consequent  x  =  —  =  -  =  oo  ,  et  de  meme  ^  =  00. 

469.  Troui^er  les  points  oii  la  dt'oite  representee  par 
Vequation 

rencontre  les  axes  SA  ^Sf^etla  base  AB  {fig»  108). 
Les  deux  coordonn^es  Xj  y  d'un  point  m  sont  les  deux 

rapports  Si  ce  point  coincide  avec  le  point  a  on 

la  droite  proposee  rencontre  Taxe  SA,  le  point  h  coincide 

avec  S,  et  I  on  a  r  =  -rs  =  o ;  "  s  ensuit  0:  =  —  =  a. 

Pour  le  point  6  sur  I'axe  SB,  on  a  x  =  o  et    =  —  =  ^• 

Le  point  y,  ou  la  droite  perce  la  base  AB,  se  determine 
par  la  relation  qui  a  lieu  dans  le  triangle  ASB  coup^  par  la 
droite  a6,  savoir, 

vA^oA  6S  lA^L 
7B"~aS'eB'     ^"  yB'^'X* 

Ainsi  Ton  pent  dire  que  dans  T^quation  d'une  droite 

les  deux  parametres  fx  et  X  determinent ,  respectivement , 
les  points  ou  la  droite  i^ncontre  Taxe  des  x  et  la  base;  et 
leur  rapport,  le  point  ou  la  droite  rencontre  I'axe  des 

11  est  clair  que,,  r^ciproquement,  deux  des  trois  points 
ou  une  droite  rencontre  les  deux  axes  SA ,  SB  et  la  base 
AB ,  font  connaitrc  immediatement  les  deux  coefficients  de 
I'equation  de  la  droite. 

i70.  Discussion  de  V  equal  ion  (i).  —  Au  moycn  des  rx- 
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pressions  geom^triques  des  deux  coeflicienu  X  et  fi  que 
nousbvenons  de  donner,  on  diacute ,  sans  difficult^ ,  les  dif- 
Urents  cas  que  peut  presenter  Tequation  de  la  droite.  Votci 
le  rdsultat  de  cetie  discussion  : 

droite  passant  par  Torigine  S. 

a".  X=:o;  x=pi; 

droite  passant  par  le  p6le  B. 

3*^.  A=roo;     J  =  const; 

droite  passant  par  le  p61e  A.  . 

droite  paralUle  a  la  base  AB. 

droite  parall^lc  a  Taxe  des     ou  SA. 

6».  ^=.;       ix+^  =  .; 

droite  parallile  a  Taxe  des  j  . 

7®.  >  =  I    et    p  =  I ;     X  -h  r  =  i ; 

droite  situ^e  a  I'iniini. 

Car,  pour  cliaque  point  m  de  la  droite  representee  par 

tn  S 

I'equation  x  -h-j-  =  i ,  on  a  ^  =  i  (468,  2^)  ]  ce  qui 

prouve  que  le  point  m  est  a  Finfini. 

On  peut  encore  dire  que,  d'apris  4^?  5"  et  6°,  la  droite 
est  paraUele  tout  a  la  fois  aux  deux  axes  SA ,  SB  et  a  la 
base  *,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  elle  est  k  Tinfini. 

471 .  Trouver  les  points  ok  una  courhe  representee  par 
unc  equation  F(x,  y)  =  o  rencontre  les  axes  et  la  base. 
OndeUirrniiie  les  abscisses  des  points  on  la  courbc  ren- 
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contre  Taxe  SA ,  en  faisant  y  =  o  dans  F^quation ;  et  de 
m^me  les  ordonnees  des  points  ou  elle  rencontre  I'axe  SB, 
en  faisant  j?=  o* 

Quant  aux  points  ou  la  courbe  rencontre  la  base  AB^ 
une  difficult^  semble  se  presenter,  car  pour  chacun  de  ces 
points  les  deux  coordonn^  sont  infinies  (468,  3^)  ]  mais 
leur  rapport  va  suffire  pour  determiner  chaque  point.  En 
effet,  le  rapport  des  deux  coordonn^s  d^un  point  m  est 
cB 

egal  k          (468,        Quand  les  deux  coordonnees  sont 

infiniment  grandes,  le  point  approche  ind^fininient  de  la 
base,  et  le  rapport  des  deux  coordonn^  exprime  toujours 

le  rapport  — ^5  a  la  lioiite,  le  point  m  se  trouve  sur  la 

CA 

base  m^me,  coi'ncidant  avec  le  point  c :  done  le  rapport  des 

cB 

deux  coordonnees  infinies  exprime  le  rapport  —  —  qui  de- 
termine ce  point  c. 

II  faut  done  trouver  dans  T^quation  F  (x^jr)  =  o,  les 

valeurs  du  rapport  j  quand  x  et  y  sont  supposes  infinis. 
Prenons  une  courbe  geometdque  du  degre  m ,  et  soit 
A**  -f-  (a  H-  bjr)  x*-'     . . .  E/"  4-  F  =  o, 
son  equation.  Ecrivons,  en  divisant  parj''", 


Faisons  J  iiifini ,  Tequation  se  reduit  a 
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472.  Remarquons  que  dans  cette  Equation  le  terme  con- 
stant F  de  lequation  de  la  courbe  n^cntre  pas.  II  sWsuit 
que  deux  equations  qui  ne  dilD^rent  que  par  le  terme  con- 
stant representent  deux  courbes  qui  coupent  la  base  A6 
dans  les  monies  points.  Dans  le  systeme  de  coordonnei's  en 
usage ,  les  deux  equations  representent  deux  courbes  homo- 
tketiques  (c'est-a-dire,  semblables  et  semblablenient  pla- 
cces)'^  et  comme  ce  systeme  difl%re  de  celui  dont  il  est  ici 
question ,  en  ce  que  la  base  AB  y  est  a  Tinfini ,  on  en  con- 
clut  que 

Deux  courbes  homothetiques  sont  deux  courbes  qui  ont 
les  mdrnes  points,  reels  ou  imaginaireSy  h  Vinfmi, 

Cela  se  verifie ,  du  reste ,  tout  naturellement ,  en  cher- 
chant  les  directions  des  asymptotes  (reelles  ou  imaginaires) 
des  deux  courbes. 

473.  liquation  de  la  tangente  en  un point  d'une  courbe. 
—  L'dquation  d'une  droite  qui  doit  passer  par  deux  points 
{x\jr')  et  (x",  j")  est,  evidemment, 

On  en  conclut,  comme  dans  le  systeme  de  coordoniiees  cn 
usage,  que  la  tangente  en  un  point  (jc'^j')  d'uue  courbe 
F  (x,  ^)  =  o,  a  pour  equation 


da/' 
ou 

II .  Autres  expressions  des  coordonnces  d*un  point. 

474.  L'equation  (i)  exprime  que  les  deux  points  a,  b 
forment  sur  les  deux  axes  AC,  BD  {fig,  io6)  deux  divi- 
sions homographiqucs ,  dans  Icsquclles  les  points  A  et  B 
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soiit  deux  points  homologues.  On  pent  prendre,  pour  ex- 
primer  ces  deux  divisions ,  I'^quation 

sing  PC  sin^QD_ 
sinaPA       smTQB  ^ 

qui  signifie  que  les  deux  rayons  toumants  Pa^Qb  for- 
ment  deux  faisceaux  homographiques  (i46).  De  sorte  qu'on 
pent  consid^rer  cette  equation  comme  etant  celle  d'unc 
]igne  droitc;  et  les  deux  rapports  de  sinus  seront  les  deux 
coordonnees  d'un  point. 

475.  Soient  p'  et  {j  les  distances  de  ce  point  aux  trois 
droites  PC,  QD  et  PQ;  Tequation  se  change  en  cellc-ci  : 

ou 

(3)  p \p' z=  iiq; 

c'est-a-dire  qu'on  peut  prendre  pour  Tequation  d'une  droilc , 
une  relation  homogine  du  premier  degr^  entre  les  distances 
de  chaquc  point  de  la  droite  a  trois  axes  fixes.  Les  rapports 

-»  —  de  deux  de  ces  disunces  a  la  troisi^mc  seront  regar- 

des  comme  les  coordonnees  d'un  point. 

II  s'ensuit  que  Tequation  d'une  courbe  de  Tordre  m  sera 
une  relation  homogene  du  dcgr^  m  entre  les  distances  dc 
chaque  point  de  la  courbe  aux  trois  axes  fixes. 

Si  le  troisi^me  axe  auquel  se  rapporte  la  distance  q  est  a 
ji'infini,  cette  variable  disparait  de  Tequation  (3)  comme 
si  elle  devenait  egale  a  Tunite ,  aiusi  que  nous  Tavons  vu 
sou  vent;  et  alors  on  retrouve  Ic  sysleme  de  coordonnees  en 
U3age. 

U[.  Applications  des  systcmes  ilc  coordonnees  precedents. 

476.  Proi)OSODS-nous  de  demonti^r  ce  thcoreme  : 

Qnand  nnc  courbe  geometriquc  de  tordrv  m  rencontre  les  cdtes 
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fritn  triangle  ASB  en  dcs  points  a,  a',.  .  .  snr  AS,  b,  I/,.  .  .  xur 
SB ,     c ,  c' . .  .  sur  B A ,  on  a  la  relation 

.  .      ak   a'K  bS   b'S  cB  r'B 

les  points  pouvant  etre  reels  ou  imaginaires,  en  totalitc  ou  en 
partie ,  sur  chacun  des  cotes  du  triangle. 
En  efTet ,  soit 

Tequation  de  la  courbe ,  rapportee  auuleux  axes  SA ,  SB  coinine 
precedemroent  (471). 

On  determine  les  abscisses  des  points  a ,  a% . . . ,  c'est-a-dire  les 

rapports  — 9  -rr?  •  •  -  9  en  faisant  r  =  o  dans  I  equation  de  la 
aA  a'A  ' 

courbe.  L'ecpation  devient 

A  X*  -h  a  J*-*     .  . .  -f-  F  =  o ; 

et  par  consequent  on  a 

aS  a^  _  .  F 
ai'  fl'A'""^  a' 

Pareillement ,  en  faisant  xs=so  dans  Fequation  dc  la  courbe,  on 
trouve  pour  le  produit  des  ordonnees  dcs  points  b,  b\  . .  011  la 
courbe  rencontre  I'axe  SB , 

bS  b^  — H-Z 
^b'  *'B  **  e* 

Mais,  d'apres  Tequation  qui  don ne  les  rapports ^  ou  — ^  re- 
latifs  aux  points  de  la  courbe  situes  sur  la  base  AB  (471),  on  a 
cB    </B      _  E 

iTX  Va    ~"  A* 

De  ces  expressions  des  trois  produits  de  rapports ,  on  conclut  Vv-. 
quation  qu'il  s'agissait  de  demontrer.  Done,  etc. 

477.  CoRoi.LAiRKS.  —  On  peul  donner  au  tlK'orenio  nne  auln? 
^'xpression  ,  ct  dire  que  :  .SV  par  dvujc points  fixes  A,  B  on  mate 


348         TRAITE  DE  Gl^OM^TAlE  SUP^RIEURE. 
deux  droites  quelconques  se  coupant  en  un  point  S  et  rencontrant 
la  courbe  en  deux  series  de  points  a,  a'«  • .     by  b'y . . on  aura 
la  relation 

a  A  a' A  bS  //S 

quelle  que  soit  la  direction  des  deux  droites. 

Car  cette  equation  devient  Tequation  (a),  si  Ton  y  met ,  pour  la 

coDstante  qui  forme  le  necond  membre,  le  produit  ^  •  ^9  *  •  • 

qui  reste  constant  d*apres  Thypoth^. 

478.  Dans  ce  theoreme,  on  pent  supposer  que  le  point  S,  ou 
bien  Tun  des  deux  points  A,  B,  ou  tons  les  deux  a  la  fois,  soient 
k  rinfini ;  et  Tequation  subsistera ,  comme  si  les  segments  infinis 
etaient  devenus  egaux  k  Tunite.  En  efTet,  dans  le  premier  cas, 

oil  le  point  S  est  k  Tinfini,  les  rapports  >  tels  que  ^9  de  deux 

bo 

segments  infinis  comptes  sur  deux  droites  paralleles  k  partir  de 
deux  points  determines ,  sont  egaux  k  Tunite;  ainsi  les  segments 
infinis  disparaissent  et  Fequation  devient 

,  .  Aa,Aa\  .  • 

(r)  ^  ■  ^  , ,—    =  const. 

C'est-^-dire  que : 

<$>*  par  deux  points  fixes  A ,  B  pris  dans  le  plan  itune  courbe 
geom^trique,  on  mene  deux  transversales  paralleles  entre  elles, 
ies  produits  des  segments  (r^els  ou  imaginaires)  compris  sur  ces 
droites  entre  la  courbe  et  les  deux  points  A  et  respectipement , 
seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant \  quelle  que  soit  la  di- 
rection commune  des  deux  transpersales, 

479.  Si  c*est  le  point  B  que  Ton  suppose  a  Tinfini ,  les  segments 
ftB,  etc.,  formeront  aveorB,  etc.,  qui  se  trouveut  dansTexpres- 
ftion  de  la  constante  qui  constitue  le  second  membre,  des  rapports 
egaux  k  Tunite ,  de  sorte  que  Tequation  deviendra 

W  X  ^S.^'S...  =  const. 

/Id    a  o 
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4aO.  Pareiiiement,  si  le  point  A  passe  a  Tiniini ,  cette  equation 
devient 

bS.b'S... 

.-svsr:  =  ^""*^- 

Ge  qui  ex  prime  que  : 

Si  par  an  point  S  on  mene  dans  le  plan  d'une  courbe  geome^ 
trique  deux  transpersales  parallels  a  deux  axes  Jixes,  les  pro^ 
duiis  des  segments,  reels  ou  imaginaires ,  formes  sur  ces  deux 
droites  entre  le  point  Set  la  courbe,  ont  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  le  point  S. 

481.  Observation.  —  Cette  propriete  des  courbes  geometriques 
se  presente  si  naturellement  dans  la  Geometrie  analytique ,  qu*on 
pourraiten  faire  remonter  la  connaissance  au  moment  ou  Des- 
cartes a  mis  au  jour  son  immortel  ouvrage.  Toutefois  on  la  de- 
signe  assez  souvent  sous  le  nom  de  theoreme  de  NetPton ,  parrc 
qu'on  la  trouve  dans  Touvrage  intitule :  Enumeration  des  courbes 
du  troisieme  ordre,  ( De  ratione  contentorum  sub  parallelarum  seg- 
mentis,) 

Le  theoreme  general  relatif  aux  segments  faits  sur  les  trois 
cotes  d*un  triangle  est  dii  k  Camot,  qui  Fa  doune  dans  sa  Geo^ 
metric  de  position  (pages  291  et  436). 

On  peut  le  conclure  tres-facilement  du  theoreme  de  Newton. 
En  effet ,  que  Ton  m^ne  par  un  point  O  trois  droites  paralleles  aux 
trois  c6tes  du  triangle ,  les  produits  des  segments  faits  par  la  courbe 
sur  ces  Irois  droites  &  partir  du  point  O,  auront,  deux  h  deux, 
des  rapports  ogaux  aux  rapports  des  segments  faits  sur  les  trois 
cotes  du  triangle.  U  resulte  de  \k  trois  egalites  qui ,  multipliers 
membre  k  membre,  prodnisent  Tequation  de  Camot. 

Le  theoreme  s'applique  k  un  polygone  quelconque,  et  se  de- 
montre,  soit  en  partant  du  cas  du  triangle ,  soit  par  le  mode  de 
demonstration  m^me  que  nous  venous  d*indiquer  pour  le  cas  du 
triangle. 

IV.  Autre  appHcalton 

489.  TiiioRjaiE.  —  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourncr 
une  transversale  qui  rencontre  une  courbe  de  Vordre  n      n  ftoints 
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(reeis  du  imaginmres)  dont  on  prcnd  le  centre  des  woyennes  har- 
moniques  M  relatif  au  point  fixCy  Iv.  lieu  de  ce  /joint  M  est  une 
Ugnc  dfoiie, 
Soit 

Ax"-+-(/i  4-  by)a:^~'  -+-...=  o, 

Tequatioii  dela  courbe,  rapportee  a  denx  axes  coordonnes  SA  , 
SB ;  et  prenons  le  so  m  met  A  pour  le  point  fixe  an  tour  duquel 
tourne  la  transversale. 

Soit      I'ordonnee  du  point  oix  celte  droite,  dans  Tune  de  ses 
positions,  rencontre  Taxe  SB,  Tcquation  de  la  droite  sera  y 
el  les  abscisses  des  points  m ,  m\ . .  .  «ii  elle  rencontre  la  coiirlw 
seront  donnees  par  Tcquation 

Ax"4-(tf  -h  by')x^~'  E/'«  -f-  F  =  o. 

Leiir  sonime  est  done 


ft  A     a'  k      " '  A 

Or  la  droite  menee  du  point  B  an  centre  des  inoyennes  harnio- 
niques  des  points  //i^  w',...  relatif  ii  rorij^ineA,  passe  par  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a ,  etc.  ( M\9} , 
lequel  se  determine  par  la  relation 

=  —  -i-  —  4-  .  . .  460). 

M,A      /I  A      a  A  ^  ^ 

On  a  done 

M.S  a^br' 


M,A  A  ' 

1       /I  1^1 1 S 

oil,  en  appelant  X  le" rapport 

nx  H  =  o. 

A 

Cost  une  relation  entre  les  deux  coordonnces  .r',  du  point  M, 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  dintersection  de  la 
courbe  par  la  transversale.  Cette  relation  du  premier  degre  est  IV- 
quatton  d'une  ligne  droite  Done  le  lieu  du  point  M  est  nne  ligne 
droite.  c.  o.  r.  p. 
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405.  GomoLLAiEE.  —  Nous  avons  vii  que  qiiand  rortgine  par 
rapport  k  laquelle  on  prend  le  centre  dcs  moyennes  harmoniques 
d\in  systeme  de  points  est  k  Tinfini ,  ce  point  devient  le  centre  des 
moyennes  distances  du  systeme  de  points  (401 ).  Par  consequent, 
si  le  points  ,  autour  duquel  on  a  fait  tourner  la  transversale,  est 
k  I'infini ,  on  a  ce  theoreme  : 

Si  dans  le  plan  df  une  courbe  geom^trique  on  niene  unc  seric  tie 
transversaUs  paralleles  entre  eVes ,  et  qu*on  prenne  sur  chacune  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  ou  elle  rencontre  la  courbe, 
le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  a  appele  cette  droite  le  diametrc  conjugue  k  la  direction  des 
transversales. 

Cette  propriete  des  courbes  geometriques  est  due  k  Newton  et 
se  trouve  dans  V Enumeration  des  courbes  du  troisiemc  ordrc  ( De 
curparum  diametfis ,  etc.);  celle  relative  aux  centres  des  moyennes 
harmoniques  est  due  k  Cotes ,  et  a  etc  demon  tree  par  Maclaurin 
dans  son  Traits  des  proprietes  des  courbes  geometriques  (§27, 
Theor.  IV),  cite  precedemment,  page  43. 
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CHAPITRE  XXIV. 

BYSTEMES    DE    GOORDONN^ES    SERVANT    A    REPRlfeSENTEn  PAR 

vNE  Equation  toutes  les  takgentes  d'vne  courbe. 


I. 

484.  Nous  avons  vu  (442)  qu'en  determinant  la  position 
d*une  droitc  par  les  rapports  de  segments  qu*elle  fait  sur 
deux  axes  fixes  SA ,  SB  {fig»  log) ,  s'il  existe  entre  ces  rap- 
ports la  relation  du  premier  degre 

la  droUe,  dans  toutes  ses  positions,  passe  toujours  par  un 
mf^me  point  \  et  nous  avons  appele  cette  relation  Veqtiation 

de  ce  point.  On  pent  dire  que  les  deux  rapports  ^  ^ 

sont  les  coordonnees  de  la  droite,  abscisse  et  ordonnee. 
Nous  les  represenlerons ,  pour  abreger,  par  jp  etj^.  Ainsi 
Tequation  d*un  point  sera 

485.  (Jne  equation  F  (jt*,  j)=o  repr^sentera  une  infi- 
nite de  droites  dont  chacune  sera  determine  par  un  sys- 
teme  de  valeurs  de  x  et  y  satisfaisant  a  I'equation  ;  de  sorte 
qu'on  pourra  dire  que  Tequation  est  celle  de  la  courbe  eri- 

-  veloppe  de  toutes  ces  droites. 

Si  Tequation  est  algebrique  et  du  degre  m ,  la  courbe 
qu'ellc  represente  jouira  de  la  propriety  que  par  un  point 
quelconque  on  pourra  lui  mcner  m  tangentes,  reclles  ou 
imaginaires. 
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En  eflet,  on  determine  les  tangentes  qui  passent  par  le 
point  donl  I'equation  est  a: -f- X =  jut ,  en  rempla9ant  x 
par  \L  —  \y  dans  T^uation  proposee,  laqucUe  devient 

Les  m  racines  de  cette  Equation  sont  les  ordonn^es  des  m 
tangentes  cherchees.  Done  la  courbe  admet  m  tangentes , 
reelles  on  imaginaires,  passant  par  un  mcme  point. 

486.  On  pent,  dans  ce  systeme  de  coordonnees ,  prendre 
le  point  S  a  Tinfini  {^fig*  i  to) ;  alors  les  deux  axes  AS,  BS 
sont  paralleles,  et  les  deux  coordonu^es  d'une  droite  ah 
sont  deux  simples  segments  x  =  ha^y  =  Yth^  comme  dans 
la  Geometrie  de  Descartes,  mais  formes  differemment. 

On  pent  aussi ,  en  conservant  le  point  S  a  distance  iinie 
{Jig.  109),  supposer  les  deux  points  A,  B  a  Tinfini^  on  a 

alors  X  =     y  Y  =  ^f  c'est-a-dire  que  les  deux  coordon- 
Sa  So  ^ 

nees  d'une  droite  ah  sont  les  valeurs  inverses  des  deux 

segments  que  cette'  droite  fait  sur  deux  axes  fixes  a  parti  r 

de  leur  point  de  rencontre. 

Considerons  le  cas  general  d'un  triangle  ABS. 

487.  £tant  donnee  Vequation  d'un  point,  rietemiiner 
les  droites  qui  vont  de  ce  point  aux  trois  sommets  du  tri- 
angle ASB  (fig.  III). 

L'equation  d'un  point  m  est 

«  -h      =  ft. 

x  ety  representcut  les  rapports  ^9  ^qu'une  droite  quel- 

conque,  menee  par  le  point  m,  forme  sur  les  deux  axes 
SA ,  SB.  Pour  determiner  le  point  a  ou  la  droite  Bm  ren- 
contre Taxe  SA,  il  faut  faire  y  =  o*  c'est-4-dire  ^  =  05 

aA 

on  a  jr  =  —  =  01 . 

23 
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PareiUement,  faisant  x  =  o,  ^"*J=|^  =  ^' 

On  determine  le  point  y  ou  la  droite  Stn  rencontre  la 
base  AB  par  la  relation 

7B         aS  6B~ 
Ainsi  dans  Tequation  d'un  point 

les  deux  param^tres  1  et  [i  d^terminent  respectivement  les 
deux  droites  menees  de  ce  point  k  Torigine  S  et  au  point  B ; 

et  leur  rapport  ~  determine  la  droite  menee  du  m^me  point 
au  point  A. 

488.  RappoH  des  deux  coordonnees  d'une  droite. — 
On  a  (fig,  1 12) 

aA  cA 

'  AS  ~"cB' 

ou 

4;  cA 

c'est-a-dire  que  le  rapport  des  coordonnees  d'line  droite  est 
egal  au  rapport  des  segments  que  la  divite  fait  surla  base. 

489.  Discussion  de  V equation  d*un  point.  —  1^.  Si  le 
point  m  est  situe  sur  la  base  AB,  on  a  (ix  =:  o ,  et  Toquation 
du  point  est 

X  -{-Xy  z=zo. 

Car  la  droite  Bm  rencontre  Taxe  SA  en  un  point  a  poui 
aA 

lequel  on  a  —  =  fx  r=  o .  La  position  du  point  est  d^termi- 

.         1  '''A  . 

nee  par  le  rapport  ^g-  =^ —  ^• 

2°.  Si  le  point  m  est  sur  I'axe  AS ,  on  a  X  =  o.  Et  I'equa- 

tion  du  point  est  a:  =  fx.  Car  alors  Ic  rapport      =  ^  est 

infini.  Done  X  =  o. 
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3°.  Toule  droile  passant  par  Torigine  S  a  ses  coordon- 
nees  infinies. 

Car  pour  une  telle  droile  onaaS  =  o,  iS  =  o,  et  par 
consequent  x  =  ^  =  i  =  oo  ,  el  de  m6me  v  =  oo  . 

490.  iltant  dounee  F equation  d'une  courhe,  trower 
celles  de  ses  tangentes  qui  passent  par  les  somrnets  a  la 
base,  A ,  B  ,     par  I'origine  S. 

Soil  F (or,  jr)  =  o  Tequation  de  la  tsourbe^  si  I'on  y  fait 
=  o ,  Tequation  donnera  les  abscisses  des  tangentes  issues 
du  point  6. 

Et  de  m^me  en  faisant  o ,  on  aura  les  ordonn^es  d^ 
tangentes  issues  du  point  A. 

Les  tangentes  qui  passent  par  Torigine  S  ont  leurs  coor-j. 
donnees  infinies  (489,  3®.) ;  mais  on  determine  leur  direc- 
tion par  le  rapport  de  leurs  coordonnees,  lequel  a  une 
valeur  finic.  En  effet,  supposons  que  la  droile  que  Ton  con- 
sid^re  passe  iniiniment  pres  du  point  S  (fig  112)  et  coupt! 
les  deux  axes  SA,  SB  en  a,  £ ,  et  la  base  AB  en    ,  on  a 

A  la  limite,  ou  les  segments  aS,  &S  deviennent  nuls ,  ct  les 

deux  coordonnees  de  la  droite,  infinies,  le  rapport  ^  qui 

determine  la  direction  de  la  droite  est  toujours  egal  a  celui 
de  ces  deux  coordonnees.  11  faut  done ,  pour  determiner  les 
tangentes  a  la  courbe  qui  passent  par  le  point  S,  prendre  le 

rapport^  dans  Tequation  de  la  courbe  ct  y  fairc  x  et  y 

infinis.  Soil 

Ax'"-4-(fl-H  -h.  .  .E^"-hF  =  o 

cette  equation  \  celle  qui  donne  les  rapports  -  =  ^  quand 

•23. 
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j:  et^  sont  infinis ,  est 


(;-)"-(r 


-h..  .-4-E  =  o, 

Remarque,  —  Lc  terme  connu  F  n'entre  pas  dans  cettc 
equation.  U  en  resulte  que,  deux  courbes  donl  les  equa- 
tions ne  different  que  par  le  terme  connu,  ont  les  mSmes 
tangentes  issues  de  Voriginc  S. 

491 .  On  distingue  les  courbes  ainsi  representees  par  unc 
equation  entre  les  coordonnees  de  leurs  tangentes ,  par  le 
degre  de  cette  equation,  et  Ton  appelle  courbe  de  seconde  ou 
troisiime,  etc.,  classe  les  courbes  dout  T^uation  est  du  se- 
cond, ou  troisiime,  etc.,  degr^. 

On  pent  dire  aussi  que  la  classe  d'une  courbe  indique  le 
nombre  de  tangentes,  r^elles  ou  imaginaires,  qu'on  peutlui 
mener  par  un  point. 

492.  Trouver  V equation  du  point  d^ intersection  de 
deux  droites  detenninees  par  leurs  coordonnees, 

Soient  ar',  j^'  les  coordonnees  de  la  premiire  droite,  et 
x",  y  celles  de  la  seconde ;  Tequation  du  point  sera  ^vi- 
demment 

493.  Trouver  V equation  du  point  de  contact  d'une 
courbe  et  d'une  de  ses  tangentes. 

Soit  F(x,  y)  =  o  Tequation  de  la  courbe,  et  x',  les 
coordonnees  de  la  tangente  dont  on  veut  trouver  le  point  de 
contact.  L'^quation  de  ce  point  sera 

ou 
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II.  Autres  expressions  ties  coordonnees  d'une  droite. 

494.  L'equatlon  (i),  qui  repr^sente  un  point ,  exprime 
que  la  droile  mobile  ah  (Jig-  ii3)  fait  sur  les  deux  axes 
SA ,  SB  deux  divisions  homographiques  qui  ont  deux  points 
Iiomologues  coincidents  en  S.  Or  on  exprime  encore  Tho- 
inographie  des  deux  divisions  par  Tequation 

sin/7BA  ^sin^AB  /..«x 
sm^iBS       sm^AS      ^    ^  ^ 

On  peat  done  prendre  cettc  relation  pour  Tequation  dun 

,    1     ,  sinaBA  sin^AB 

point,  el  regarder  les  deux  rapports  — —  j  -^^ — r—  comme 

les  coordonnees  de  la  droite  ab.  En  repr^sentant  ces  deux 
rapports  par  x  et  jr^  I'equation  d'un  point  sera 

el  celle  d'une  courbe  de  m'^"*'  classe , 

Ax«  -f-  («  -h  bx)  J?""''  4-  ...  4-  E^"  4-  F  =  o. 

495.  L'equalion  (i)  donne  lieu  encore  a  une  autre  inter- 

pretation.  Le  rapport  ^  est  egal  a  celui  des  perpendicu- 

laires  abaiss^es  des  points  A  et  S  sur  la  droite  ai;  et  de 
^B 

m^me  du  rapport       Soient  done     p'  et  q  les  distances 

de  la  droite  ab  aux  trois  points  A,  B,  S,  on  aura  la  rela- 
tion 

ou 

C'esl-a-dire  qu*on  peut  prendre  pour  Y equation  d'un  point , 
une  relation  honiogine  du  premier  degre  entre  trois  va- 
riables representant  les  distances  d*une  m^me  droite  a 
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trois  points  fixes.  Cette  droite  passera  toujours  par  un 

meme  point  qui  sera  le  point  repr^sente  par  I'eqaation  Iio- 

mogine. 

Les  deux  rapports      ~  peuvent  etre  consid^r^s  comme 

les  coordonnees  de  la  droite  ab^  puisqu'ils  determinent  la 
position  de  celtc  droite. 

On  conclut  dc  la  qu'en  general ,  unc  ^uation  homogene 
du  degr^  m  entre  les  distances  d'une  droite  a  trois  points  fixes 
representera  une  courbe  geometrique  de  la  m^^""'  classe, 
c'est-a-dire  une  courbe  a  laquelle  on  poarra  mener  par  on 
mi^me  point  ira  tangcntes ,  reelles  ou  imaginaires. 

IlL  ApplieatioM  du  ■yBtime  de  coordonnees. 

456.  TuiioRKMB.  —  Si  Von  congoit  toutes  les  tangentes,  reelles 
ou  imaginaires^  menees  a  une  courbe  geometrique y  par  un  point 
pris  sur  unc  droite  fixe  L,  le  centre  ties  moyennes  hannoniques  de 
leurs  points  de  contact,  relatifa  la  droite  L  (458),  sera  un  point 
fixe,  de  quclque  point  dc  la  droite  L  qu'on  ait  mene  les  tan- 
gente9, 

Soit 

Aa?*  -f-  (fl  -f-      x^"'  -h  . .  .  4-  Ej^"  H-  F  =  o 

r^uatioQ  dfe  la  courbe  rapportee,  com  me  precedemment  (485), 
4  deux  axes  SA,  SB,  et  supposons  que  la  di*oite  L  coincide  avec 
SB.  Les  tangentes  menees  par  un  point  0  de  cet  axe  dont  Tor- 
doonee  est  j',  rencontreront  I'axe  SA  en  des  points  a% .  • . 
a  A 

dont  les  abscisses  — »  etc.,  seront  donnees  par  Tequation  de  la 
a  9 

courbe  dans  laquelle  on  mettra  ^  la  place  de  j.  L'equation  de^ 
vient 

Ax"-f.  (a  ■+•  ^  .  . .  4-  Ey"-+-  F  =  o; 

de  sorte  que  la  somme  de  ces  abscisses  est 

—     f^A      •     _  a'¥by' 
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Soit  pt  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  a\,,. 
relatif  au  point  S,  iequel  sera  determine  par  Tequation 

Api     Aa     Afl'  ,  , 

ou 

^  Ap,  a  bjr' 

Sp,  -A 

Nous  avons  vu  (468)  que  la  droite  Opi  passe  par  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  d*un  sjsteme  de  points  pris  sur  les  droites 
Oa^Oa\  etc. ,  lesquelles  sont  les  tangentes  k  la  courbe;  par  con- 
sequent, cette  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques des  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

Representons  par  a/  le  rapport        Tequation  precedente  de- 
*  bpi 

vient 

^  =0; 
A 

equation  du  premier degre  entre  j/  et  el,  par  consequent,  equa- 
tion d'un  point.  C'est-li-dire  que  la  droite  Op,,  dont et/'  sont 
les  coordonnees,  passe  toujours  par  un  meme  point  fixe.  Je  dis 
que  ce  point  est  Ic  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
de  contact  du  faisceau  de  tangentes  issues  de  chaque  point  O  de  la 
droite  SB.  En  effet ,  si  Ton  con^oit  deux  faisceaux  de  tangentes 
issues  de  deux  points  O ,  O',  chaque  tangente  du  second  faisceau 
pourra  etre  consideree  comme  etant  la  position  qu'a  prise  une 
tangente  du  premier  faisceau,  quand  on  a  fait  glisser  le  point  O 
en  (V;  de  sorte  que  les  tangentes  des  deux  faisceaux  se  corres- 
pondront  deux  a  deux;  si  Ton  prend  les  m  points  d^intersection 
des  tangentes  correspondantes,  le  point  fixe  par  Iequel  passent  les 
deux  droites  Opt,  O'p',  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces //I  points  (4IS8).  Or,  si  le  point  O'  est  infiniment  voisin 
de  O,  ces  m  points  seront  Ics  points  de  contact  des  m  tangentes 
issues  du  point  O.  Done  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  m  points  de  contact  reste  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  0  snr  Taxe  SB.  Lc  theoreme  est  done  demontro. 
Co&OLLAiRB.  —  Quand  la  droite  L  est  a  Tinfini,  le  centre  des 
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moyenDes  harmoniques  des  points  de  contact  des  tangentes  de- 
vient  leur  cenire  des  moyennes  distances  (462).  On  a  done  celte 
propriete  des  courbes  geometriques : 

Si  Von  mene  a  line  courbe  geometrique  toutes  ses  tangentes 
[reelles  ou  imaginaires),  paralleles  a  unc  m^me  droitCy  leurs points 
de  contact  [reels  ou  imaginaires)  auront  pour  centre  des  moyennes 
distances  an  point  fixe ,  quelle  que  soit  la  direction  commune  de 
toutes  ces  tangentes, 

497.  Pour  donner  un  exenople  de  T usage  des  rapports  de  sinus 
pris  pour  coordonnees  d'une  droite  (494) ,  demontrons  )a  pro* 
priete  suivante  des  courbes  geometriques. 

THEOniME.  —  li tan t pris  dans  le  plan  d*une  courbe  geometrique 
un  triangle  dont  les  trois  cdtes  sont  A ,  B ,  C ;  si  par  ses  sommets  on 
mene  toutes  les  tangentes  a  la  courbe  [reelles  ou  imaginaires) ,  et 
qu'on  represente  par  a,  a',  etc.,  les  tangentes  issues  du  sommct  op- 
pose  au  c6te  A ;  et  par  6,6',...  et  les  groupes  de  tangentes 

issues  des  sommets  opposes  aux  deux  cdtes  B,  C,  on  aura  V equa- 
tion 

sin(a,  B).sin(a  ,B)...  sin  (6,  C).sin(6',  C)...  sin (7,  A). sin ( 7',  A)^  

sin(a,C).sin(a',  C) ...  sin  (6,  A).sin(6',  A)...  sin(7,B).  sin(7',  B)... 

le  signe  etant  4-  ou  — ,  suivant  que  le  nombre  des  tangentes 
(reelles  ou  imaginaires)  menees  d'un  mdme  point  a  la  courbe  est 
pair  ou  impair. 

Prenons  les  deux  cotes  A,  B  pour  les  deux  axes  coordonnes, 
et  des  rapports  de  sinus  pour  coordonnees;  comme  precedem- 
ment  (494).  Soit 

Ax*"  -h  (fl  -H  by)x^-'  -h .  .  .  -H  E/"  4-  ey- '  +  F  =  o 

{'equation  de  la  courbe. 

Les  tangentes  a,  a',...  issues  du  sommet  du  triangle  oppose  au 
cote  A,  rencontrent  ce  cole  en  des  points  dont  les  abscisses  sont 
donn^'es  par  Tequation  de  la  courbe ,  dans  laquelle  on  fait  j  =  o , 

Ax™ -h.        F  =  o. 

F 

Lo  produil  dos  abscisses  est  done  db  -  • 


TOAIT^  DE  GtOMETRIK  SUP^RIEURE.         36 1 

F 

Pareillement,  le  produit  des  ordonnees  est  ±: 

sin(7,A)  .  .         „.  . 

Les  rapports  .       ■      etc.,  sont  dctennines  par  I  fqiiation 


et,  par  consequent,  leiir  produit  est  egal  idz-  •  Ces  expressions 

A 

des  trois  produits  donnent  Teqnation  qu*il  s*agit  de  dcmontrcr. 
Done,  etc. 

498.  Remarque.  —  Si  Ton  suppose  que  dans  recpiation 

de  la  courbe,  representent  des  rapports  de  segments,  au  lieu  de 
rapports  de  sinus,  la  demonstration  reste  !a  mcme,  et  le  theorcme 
prend  cet  enoncc  : 

Si  des  sommes(Vun  triangle  ABC  on  mene  les  tangentes  [reelles  ou 
imaginaires)  a  unc  courbe  geonietrique^  Icsqucllts  rencontrcnt  les 
cdtes  opposes  en  des  points  a  ,  a', . . . ;  b ,  b', . , .  c,  c', . . . ,  o/i  <i ,  entre 
les  segments  que  ccs  points  font  sur  les  cdtes,  la  relation 


le  signe  da  second  membre  etant  4-  on  — ,  selon  que  le  nombrc  des 
tangentes [reelles  oa  imaginaires) ^  qu*on  pent  mener  a  la  courbe, 
par  un  mSme  point,  est  pair  ou  impair. 

499.  Obsebvation.  —  Quoique  nous  ayons  expose,  dans  cc 
chapitreet  le  precedent,  les  syst^mes  de  coordonnees  qui  servent 
ou  peuvent  servir  a  determiner  par  une  equation  tous  les  points 
ou  toutes  les  tangentes  d'une  couibe,  nous  n'aurons  point  a  faire 
usage  de  ces  methodes,  dont  les  applications  constituent  la  Geo- 
metrie  analjrtique.  Mais  comme  les  bases  sur  lesquellcs  elles  re- 
posent  n*impliquent  que  des  considerations  de  pure  geomotrie, 
nous  avons  cru  devoir  ne  pas  les  passer  sous  silence ,  d'autant  plus 
qu'elles  se  prcsentaiont  ici  naturellement  el  dans  un  degrr  d'cxicn- 
sion  nouveau  a  plusieurs  egards. 


sin(7,Bj 


E 
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ClIAPITRE  XXV. 

TU^ORIE  DES  FIGURES  HOMOGRAPH IQVES. 


§  I.  —  Definition  et  construction  generate  des  figures 
homographiques. 

500.  J'appelle  figures  homographiques  deux  figures  dans 
lesquelles,  a  des  points  el  a  des  droites  de  Tune,  correspon- 
dent, respectivement,  des  points  et  des  droites  dans  Tautre, 
de  maniere  que  quatre  points  en  ligne  droite  dans  unc  fi- 
gure aientleur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
points  correspondants  de  la  senondc  figure  ,  et  que  quatre 
droites  issues  d'uu  meme  poi  nt  dans  la  premiere  figure  aicnl 
leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  droites 
correspondantes  de  la  seconde  figure. 

Deux  figures  planes ,  dont  Tune  a  ^t^  formee  par  la  per- 
spective de  Taulre,  sont  evidemmentdeiix  figures  Ao/wo^ra- 
p/iZ(7i/ej ;  car  elles  ont  cntre  ellcs  les  relations  que  com- 
porte  notre  definition  (16  et  19). 

I.  Construction  generate  des  figures  homographiques. 

501 .  tltant  pris  un  triangle  AUG  (fig.  1 1 4)  dans  h plan 
iVune figure y  si  de  ses  sornmcts  A,  B,  o/i  mine  a  chaque 
point  rade  la  figure  deux  droites  qui  fornient  sur  les  cotes 

opposes  les  deux  rappoits  de  segments  ^>  —  pius, 

quon  prenne  un  second  tiiangle  quelconque  A'B'C  et 
deux  constantes  A ,  fji ,  quon  determine  dans  ce  triangle 
un  point  m'  tely  que  les  rapports  des  segments  Jails  par 
les  droites  A'm',  B'm'  sur  les  cotes  opposes,  aient^  a^^ec 
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les  premiers  rapports ,  Ics  illations 
,  .  aC       a'C  bC        b' C 

le  point  m!  appartiendra  h  une figure  homo  g  raping  no  a  la 
proposee. 

C'est-a-dire que,  i^'quand  des  points  m  dc  la  premiere 
figure  seront  en  ligne  droite,  les  points  m'  de  la  secondc 
figure  seront  aussi  en  ligne  droile^  2°  quand  des  droltcs 
de  la  premiere  figure  passeront  par  un  mcme  point,  les 
droites  correspondantes  de  la  scconde  figure  passeront  aussi 
parun  m&me  pointy  3^  quatre  points  en  ligne  droite  dans 
la  seconde  figure  auront  leur  rapport  anharmoniquc  egal 
a  celui  des  quatre  points  de  la  premiere  figure ,  et  4*^  quatre 
droites  passant  par  un  m6me  point  dans  la  seconde  figure 
auront  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
droites  de  la  premiere  figure. 

Demonstration,  —  1°.  Je  dis  que  des  points  m  en  ligne 
droite  donnent  lieu  a  des  points  m\  egalement  en  ligne 
droite. 

En  elTet,  puisque  le  point  m  decrit  une  droite,  on  a 

entre  les  deux  rapports  ^       relation  du  premier 

degr^  (421 ) .  Done  il  existe  aussi ,  en  veriu  des  Equations  ( « ) , 
une  relation  du  premier  degre  entre  les  deux  rapports 

rt^''  V^'  ^^^^    point  m'  decrit  une  droite. 

3^.  Qiiand  des  droites  passent  pas  un  meme  point  dans 
la  premiere  figure ,  les  droites  correspondantes  dans  la  se-« 
conde  figure  passent  aussi  par  un  m^me  point.  Cela  est 
erident,  car  cbacune  de  ces  droites  passe  par  le  point  cor- 
respondant  au  point  d'intersection  cammun  aux  droites  de 
la  premiere  figure. 

3**.  Quatre  points  m  pris  en  ligne  droite  dans  la  pre- 
miere figure  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui 
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des  qualrc  points  m'  de  la  secoiide  figure.  Car  les  qualrc 
points  in  ont  lour  rapport  anharioonique  egal  a  celui  des 
quatre  points  a\  et  les  quatrc  points  m'  ont  leur  rapport 
anharmonique  egal  a  cclui  des  quatrc  points  a'.  Mais  , 

d'apres  la  relation  —  = ).  ^7^, ,  les  quatre  points  a'  out  leur 
^  ,  aX       «  A        ^  ' 

rapport  anliarmouiqucegalacelui  des  quatrc  points  a  (115) ; 

done  les  quatre  points  m'  ont  leur  rapport  anharmonique 

egal  a  celui  des  quatre  points  m. 

4**.  En  fin  quatre  droitcs  L'  dc  la  seconde  figure  passaut 
par  un  meinc  point ,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a 
celui  des  qualrc  droites  L  de  la  premiere  figure. 

Ell  eflet,  une  droite  L  dc  la  premiere  figure  rencontre 
les  deux  c6tes  AC,  BC  en  deux  points  a,  i,  et  I'ou  deter- 
mine la  droite  correspondanlc  V  dans  la  seconde  figure,  eu 
preuant  les  points  a',  b'  lies  k  b  par  les  relations  (a). 
Or,  les  quatre  droitcs  L  passcnt  par  un  nieme  point,  et  par 
consequent  leur  rapport  anharmonique  est  egal  a  cclui  des 
quatre  points  a\  celui-ci  est  egal  a  celui  des  quatre  points 
a',  cn  vertu  des  equations  [a) ;  et  cc  dernier  est  egal  a  celui 
des  quatre  droitcs  L',  parce  qu'clles  passent  par  un  mcme 
point.  Done,  etc. 

Ainsi  Ic  iheoreme  est  demon  ire. 

II.  Des  points  situos  k  Tinfini. 

502.  Aux  points  (Tune  Jigure  situes  a  Vinjini^  coires- 
pondent  dans  la  Jigure  homographique  des  points  situes 
en  ligne  droite. 

Car  quand  un  point  m  de  la  premiere  figure  se  meut  a 
riufini ,  les  deux  rayons  parall^les  men^s  des  deux  sommets 
A,  B  a  ce  point  forment  deux  faisceaux  homographiques  , 
ct,  par  consequent,  detcrminent  sur  les  deux  cotes  opposes 

b  ^  C 

HC,  AC  deux  rapports  dc  segments  7-^9        cntre  Icsquels 
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a  lieu  la  relalion  clii  premier  degre  ^  ~ ^  (470 ,  jr")  • 

done  Ic  point  correspondant  m'  dans  la  seconde  figure  a 
pour  lieu  la  droile  representee  par  Tcquation 

Ainsi ,  a  I'infini  d'une  figure ,  correspond  una  ligne  droite 
dans  la  figure  liomograpliique ,  de  meme  que  dans  la  per- 
spective des  figures  planes. 

503.  Appelons  1  la  droite  de  la  premiere  figure,  qui  cor- 
respond a  Tinfini  de  la  seconde ,  ct  la  droile  de  la  seconde 
iigure  qui  correspond  a  Tinfini  de  la  premiere.  Tout  point 
de  la  droite  I  a  son  homologue  a  Tinfini  dans  la  seconde 
figure.  De  sorte  que,  a  deux  droiles  parall^les,  dans  la 
seconde  figure,  correspondent,  dans  la  premiere,  deux 
droites  concourantes  en  un  point  de  la  droite  I. 

II  s'ensuit  que  :  he  point  sitae  a  Vinfmi  siw  la  (J roil e  J' 
dela  seconde Jigure  a  pour  homologue  le  point  situe  a  Vin- 
fini  sur  la  droite  I  de  la  premiere.  Car  ce  point  situe  a  I'in- 
fini sur  J'  est  a  Tintersection  de  deux  droiles ,  J'  ct  I'infini  j 
done  son  homologue ,  dans  la  premiere  figure ,  est  a  I'inter- 
section  des  deux  droites  correspond  antes ,  qui  sont  Finfini 
etl^  done  c'est  le  point  de  cette  droite  I  sime  a  Tinfini. 

II  suit  de  la  que  :  Vne  droite  par  allele  a  la  droite  I,  dans 
la  premiere  figure,  a  pour  homologue ,  dans  la  seconde, 
line  droite  parallele  a  la  droite  J'. 

Ces  deux  droites  homologues,  parall^les  respectivcment, 
aux  deux  I  et  J',  jouisscnt  de  cette  propriete,  qu'elles  sont 
diuisees  semblablement ,  c'est-a-dire  en  parties  proportion- 
nelles,  par  leurs  points  homologues.  Cela  resulte  dc 
re  que  leurs  points  a  Tinfini  sont  deux  points  homologues. 

Nous  verrons  plus  loin  (S68),  qu'il  existe  loujours  un 
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sysiime  de  deux  droites  homologues  qui  sont  divisees  en 

parties  egales  par  leurs  points  homologues. 

III.  Observations  relatives  a  la  construction  des  figures  homogra- 

phiques. 

504.  Dans  les  relations  (a) ,  cbaque  rapport  sert  a  deter- 
miner la  position  d'une  droite  issue  d'un  des  points  fixes 

b  C 

A,  B,  A',  B'.  Le  rapport^,  par  exemple,  determine  la 

direction  de  la  droite  Am.  On  pent  encore  determiner  celtc 

.  J    .  .sin  /wAC 

direction  par  un  rapport  de  sinus,  savoir  ^j^"^^?  el  pren- 
dre ,  au  lieu  de  la  relation 

celle-ci 

sin^AC_  b'C 
sin^AB""  ^'b'K'' 

Cela  est  evident;  car  celte  equation  exprime  que  les  deux 
droites  AJ  et  A'i'  forment  deux  faisceaux  homographi- 
ques ,  de  meme  que  la  premiere ;  de  sorte  que  les  deux  equa- 
tions sont  equivalentes. 

Chacun  des  autres  rapports  de  segments  pourra  sembla- 
blcment  6tre  remplace  par  un  rapport  de  sinus. 

Cette  rcmarque  permettra  de  supposer  que  Tune  des 
droites  C  A,  CB  ou  C'A',  C'B'  soil  a  Imfini. 

Les  formules  {a)  s'appliqueni  d'elles-memes  au  cas  ou 
Tune  des  deux  bases  AB,  A'B',  ou  toutes  deux,  seraient  a 
Vinfini ;  ainsi  qu  au  cas  ou  Tun  des  sommets ,  dans  cbaque 
triangle,  serait  a  Tiufini. 

505.  Ces  formules  ne  s'appliqucnt  pas  explicitement  a 
deiix  points  correspondants  c,  c'  situes  sur  les  deux  bases 
AB,  A'B' (y/g-.  J  i5).  Mais  on  en  deduit  la  relation  qui  a 
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lieu  eiure-ces deux  points,  laquelleest 

cA  II  c'k! 

En  effet ,  que  par  les  points  c,  c'  on  mene  deux  droites 
homologues  quelconques  ca ,  c'a'^  on  a ,  dans  Ics  deux  tri- 
angles, les  relations 

d'ou  Ton  conclut,  en  ayant  egard  aux  Equations  (a) ,  la  re- 
lation qu'il  Skagit  de  denionlrer. 

506.  Apr^s  avoir  pris  arbitrairement  les  irois  points  A', 
B',  C  qui  doivent  eorrespondre ,  dans  la  seconde  figure, 
aux  trois  points  A ,  R,  C  de  la  premiere ,  on  pent  prendre 
arbitrairement  un  quatrieme  point  D'  pour  eorrespondre  a 
un  point  D  de  la  premiere  figure;  ce  sera  la  position  de  ce 
point  qui  detcrminera  les  valeurs  des  deux  consiantes  X 
et  jut ,  par  les  relations 

aA"    a'A'  bB'^^b'U'' 

Ainsi ,  pour  former  une  figure  homographique  h  une 
figure  dofinee ,  on  peat  prendre  arbitrairement  les  quatre 
points  qui  correspondront  a  quatre  points  designes  de  la 
figure  donnee, 

Toutefois,  il  faut  que  des  quatre  points  designes,  il  n'y 
en  ait  pas  trois  en  ligne  droile.  Car  si  les  points  D ,  D'  etaient 
sur  les  droites  AC,  A'C,  respectivemcnt,  ils  feraient  con- 
naltre  la  seule  constaute  1 ,  par  la  relation 

DC  _  D  C 
DA~"  D'V 

ct  la  seconde    resterait  indeterminee. 

507.  On  pent  se  donner,  dans  la  seconde  figure,  soit 
trois  points  A',  B',  C/  ct  une  droile  I/,  soil  qualre  droiles 
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L',  pour  correspondrc ,  dans  Iq  premier  cas,  a  trois  points 
A,  H,  C  ct  uiic  droitc  L  de  la  premiire  figure,  et,  dam  le 
second  cas,  a  quatre  droites  L. 

Mais  les  donn^cs  ne  peuvent  pas  etre  deux  points  A',  B' 
ct  doux  droites  U,  M',  devant  correspondrc  a  deux  points 
A ,  B  et  deux  droites  L ,  M.  Car  les  deux  droites  L ,  M  ren- 
contrent  la  droite  AB  en  deux  points  E,  F,  el  les  deux 
droites  L',  M'  rcncontrent  la  droite  A'B'  en  deux  points 
E',  F'  qui  correspondent  aux  deux  premiers.  Done  les 
quatre  points  A',  B',  E',  F'  devraient  avoir  leur  rapport 
anharmonique  egal  a  celui  des  quatre  points  A,  B,  E,  F ;  ce 
qui  n'aurait  pas  lieu  si  A',  B',  et  M'  etaientpris  arbitral- 
rement.  Et  dans  le  cas  ou  cette  ^galite  aurait  lieu,  les  don- 
nees  equivaudraient  a  quatre  points  dont  trois  en  ligne 
droite,  savbir  le  point  C  intersection  des  deux  droites  L', 
M',  et  les  trois  points  A',  B',  E'.  Ce  qui  cf  t  insuHisant 

508.  Puisque  deux  figures  planes  perspectives  Tune  de 
I'autre  sont  deux  figures  homographiques  ( 500) ,  on pourra , 
pour  faire  la  perspective  d'une  figure,  ne  determiner  direc- 
tement,  en  se  servant  de  la  position  de  Tceil,  que  quatre 
points  en  perspective ,  dont  on  se  servira  ensuite  pour  con- 
slruire  complelement  la  perspective  de  la  figure,  sans  con- 
server  aucune  trace  de  la  position  de  roeil. 

§  II.  —  Dcv^eloppements  relatifs  aux  proprietes  metriques 
des  figures  homographiques.  —  Noui^elles  dejinitions  de 
CCS  figures, 

L 

509.  Les  relations  metriques ,  ou  de  grandeur,  de  deux 
figures  homographiques  derivent  de  Tegalite  des  rapports 
anbarmoniques  qui  a  lieu  soit  enlre  deux  series  de  quatre 
points  correspondants ,  soit  entre  deux  faisceaux  de  quatre 
droites  correspondantes. 
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Remarquons  d'abord  que  celte  egalit^  donne  lieu  aux 
deux  propositions  suivantes ,  qui  en  sont  des  consequences 
imm^diates  : 

1°.  Deiix  droites  correspondantes,  dans  les  deux  figures, 
sont  div^isees  homographiquenient  par  leurs  points  corres* 
pondants} 

7?,  Deux  faisceaux  correspondants ,  dans  les  deux 
figures,  sont  homographiques. 

Cela  resulte  de  la  definition  m^me  des  divisions  honio^ 
graphiques  et  des  faisceaux  homographiques. 

D'apres  la  premiere  de  ces  deux  propositions ,  si  Ton  con- 
sid^re  sur  une  m^me  droite ,  dans  la  premiere  figure ,  deux 
points  fixes a^beixm  point  variable  m ,  et  dans  la  seconde 
figure,  les  deux  points  fixes  a,  b'  et  le  point  variable  m',  qui 
correspondent  aux  trois  premiers,  on  aura  la  relation 

am         a' m' 

b^'^  VHP' 

dans  laquelle  X  est  une  constante  qui  ne  depend  que  de  la 

position  des  deux  points  a,       c'est-^i-dire  que  ces  deux 

points  dtant  fixes  ainsi  que  a'  et  b\  si  m  et  m'  sont  deux 

points  correspondants  variables  sur  les  deux  droites  ab  et 

I     J  am      a' m'  _ 

a'6  ,  les  deux  rapports  ^  et  ^7—7  sont  entre  eux  dans  une 

raison  constante  (115). 

510.  On  sait  que  dans  Fequation  ^  =  X  ^^-^  chacun 

des  points  fixes  a,  6,  a\  b'  pent  6tre  pris  a  I'infini ,  et  que 
r^quation  subsiste,  comme  si  les  segments  compt^s  a  partir 
de  points  situ^s  a  Tinfini  etaient  egaux  a  Tunite  (119). 
Si  done  le  point  b  est  pris  a  Tinfini ,  on  aura 

a'm' 

Si  le  point  a'  de  la  seconde  figure  est  aussi  a  Tinfini,  il 


I 
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vienl  am  =  ,7^,9  ou,  suivant  noire  notation  habituelle, 

b  m 

im,  j' m' z=i  \  \ 

c'csl-a-dirc  que  :  Dans  deux  figures  homographiqueSy  si 
Von  prond  suv  deux  droites  correspondantes  les  points  i 
et  j'  dont  les  Iwmologues  sont  a  Vinfini^  le  produit  des 
distances  de  deux  points  homologues  quelconques  de  ces 
deux  droites  aux  deux  points  i  et  respectis^ement y  sera 
constant, 

II. 

511.  Concevons  deux  droites  homologues  (c'est-^-dire 
correspondantes)  L ,  I/,  passant  respectivement  par  les  deux 

points  m'-^  le  rapport  ^  est  egal  au  rapport  des  dis- 
tances de  la  premiere  droite  aux  deux  points  a,  b\  et  de 
meme  ^7^,  est  egal  au  rapport  des  distances  de  la  droite  \J 
aux  deux  points  a\  V ,  Par  consequent  on  conclut  de  la 

relation  cenerale  ^  =  i  ^7^9  cette  propriete  fort  impor- 
om         am  *  ^ 

taute  : 

tltant  pris  deux  points  fixes  dans  une  figure  ^  et  les 
deux  points  homologues  dans  la  figure  homographique , 
si  Von  mine  deux  droites  homologues  quelconques  y  le 
rapport  des  distances  de  la  premiere  aux  deux  points 
fixes  de  la  premiere  figure,  sera  au  rapport  des  distances 
de  la  seconde  aux  deux  points  fixes  de  la  seconde  figure, 
duns  une  ra/son  constante,  quelles  que  soient  ces  deux 
droites, 

HI. 

512.  Soient  A,  B  deux  droites  fixes  quelconques  de  la 
premiere  figure,  et  A',  B'  les  deux  droites  homologues  dans 
la  seconde  figure  j  si,  autour  du  point  d'intersection  des  deux 
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premieres,  on  fait  tourner  une  droite  et  autour  du 
point  d'intersection  des  deux  autres  la  droite  homologue  M', 
ces  deux  droites  M  et  M'  formeront  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  (509) ,  et,  par  consequent,  on  aura  la  relation 

sin(A,M)_  siD(A^^^)^ 

»in(B,M)"~  sin(B',M')' 

X  ^tant  une  constante  qui  ne  depend  que  de  la  position  des 
deux  droites  fixes  A,  B  (143). 

Considerons  sur  les  deux  droites  M ,  M'  deux  points 
homologues  m,  m'\  le  rapport  des  distances  du  premier 

aux  deux  droites  A  ,  B  est  et  le  rapport  des  dis- 

^  sin(B,M) 

tances  du  second  aux  deux  droites  A',  B',      1^/      •  Done  , 

'  sm  ( B  ,  M' )  ' , 

Quand  deux  figures  sont  homographiques ,  si  Von  prend 
dans  la  premihre  deux  droites fixes,  et  dans  la  seconde  les 
deux  droites  correspondantes ,  les  rapports  des  distances 
de  deux  points  homologues  quelconques ,  a  ces  deux  cou- 
ples de  droites,  respecti^ement ,  seront  entre  eux  dans  une 
raison  constante. 

Ainsi ,  soient  p^  q  les  distances  du  point  m  aux  deux 
droites  A,  B ,  et  q^  les  distances  du  point  m'  aux  deux 
droites  A',  B'^  on  aura 

i  etant  une  constante  qui  ne  depend  que  de  la  position  des 
deux  droites  A ,  B. 

513.  Chacune  des  quatre  droites  pent  ^tre  prise  k  Finfini, 
et  la  distance  qui  se  rapporte  k  cette  droite  disparait  de 
r^uation ,  comme  si  cette  distance  devenait  ^gale  a  Funit^. 

Ainsi ,  supposons  que  la  droite  B  de  la  preniiire  figure 
soit  a  Finfini ,  je  dis  que  Fon  aura 
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En  effet,  dans  ce  cas  rhomographie  des  deux  faisceamc 
formes  par  les  deux  droites  M,  M'  s'exprime  par  r^uation 

,.sin(A',M') 
^'''  =  \in(B',M')' 

am  etant  le  segment  compris  sur  une  transversale  fixe  en- 
tre  les  deux  droites  A  et  M  (150).  Or,  si  Ton  considire  sur 
les  deux  droites  M  el  M'  deux  points  homologues  m'y 
la  distance  p  du  premier  a  la  droite  A  est  proportionnelle 
au  segment  am^  et  le  rapport  des  disunces  du  second  aux 

deux  droites  A',  B'  est  touiours  ^!"(^/  ?!,t  '?  de  sorte  qu'on 

sm(B',  M  )  ^ 

a  la  relation 


On  pent  done  ^noncer  ce  th^oreme  : 

Dans  deux  figures  homographi^ues,  la  distance  de 
chaque  point  de  Vune  h  une  droite  fixe  A,  estau  rapport 
des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure, 
aux  deux  droites  A',  gui  correspondent,  respective^ 
menty  a  la  droite  h  et  a  Vinfini  de  la  premihre  figure, 
dans  une  raison  constante. 

514.  On  pent  prendre  la  droite  A'  de  la  seconde  figure 
a  Tinfini,  la  distance  p'  disparaitra  de  Tequation,  et  Fon 
aura 


Car,  dans  ce  cas ,  les  deux  droites  M ,  M'  forment  deux 
faisceaux  de  droites  parall61es  aux  deux  A  et  B'  respec- 
tivement.  L'homographie  des  deux  faisceaux  s'exprimera 
par  celle  des  deux  series  de  points  qu'ils  marqueront  sur 
deux  transversales  fixes  quelconques ,  et  ptr  cons^uent  par 

rrqualioii  am  =  tt"^'  ''^w  el  h' m'  etant  les  segments  com- 
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pris  sur  ces  deux  transversales ,  entre  les  deux  droites  A  ci 
M  d'une  part,  et  les  deux  droites  IV  et  M'  d'autre  part, 
puisque  a  et  V  sont  les  points  qui ,  dans  les  divisions  homo- 
graphiques  faites  sur  les  deux  transversales,  ont  leurs  bo- 
mologues  a  Tinfini.  Or,  si  sur  les  deux  droites  M,  M'  on 
considire  deux  points  homologues ,  leurs  distances  p ,  q' 
aux  deux  droites  A  et  B'  respectivement  sont  propor- 
tionnelles  aux  segments  aw,  bf  tn*.  On  a  done  Tequation 


Ce  qui  prouve  que  : 

tltant  d ounces  deux  figures  homographiques ,  si  Von 
prend  dans  la  premiere  la  droite  qui  correspond  h  Vinfini 
de  la  seconder  etdans  celle-ci  la  droite  qui  correspond  a 
Vinfini  de  la  premiere,  les  distances  de  deux  points  homo- 
logues quelconques  des  deux  figures,  ii  ces  deux  droites, 
respectii^ement^  ont  leurproduit  constant. 

515.  Toutes  les  relations  pr^cAientes  d^rivant  de  I'ega- 
lite  de  deux  rapports  anharmoniques  dans  les  deux  figures, 
et  cette  egalite  ayant  lieu  dans  une  figure  plane  et  sa  pers- 
pective, on  en  conclut  que  toutes  ces  relations  s'appliquent 
a  deux  figures  perspectives  I'une  de  I'autre. 

IV.  Nouvelles  definitions  des  figures  homographiqnes. 

516.  D'apris  le  th^oreme  (512) ,  on  pent  donner  cette 
nouvelle  definition  des  figures  homographiques  aussi  sim- 
ple que  precise : 

Deux  figures  homographiques  sont  cellcs  dans  les- 
quelles  les  points  se  correspondent  deux  h  deux,  de  ma- 
nikre  que  les  rapports  des  distances  d^  chaque  point  de 
la  premiere  figure  a  trois  droites  fixes,  soient  aux  rap^ 
ports  des  distances  du  point  correspondant  de  la  seconde 
figure  a  trois  autres  droites  fixes,  dans  des  raisons  co/i- 
stantes. 
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817.  On  peut  encore  dire  que  : 

Deux  figures  sont  homographiques  quand  des  droites 
dans  Vune  conespondent  h  des  droites  dans  V autre ^  dc 
maniere  que  las  rapports  des  distances  de  chaque  droite 
de  la  premihre  figure  h  irois  points  fixes,  soient  aux  rap^ 
ports  des  distances  de  la  droite  correspondante  dans  la 
seconde  figure  a  trois  autres  points  futes,  dans  des  raisons 
constantes. 

Cela  r^sulte  du  th^orime  (511). 

De  Tune  ou  de  Fautre  de  ces  deux  definitions,  on  re- 
monte  sans  difficulte  aux  relations  [a) ,  et  ji  toutes  les  pro- 
pri^t^s  des  figures  homographiques. 

'§  in. — Figures  homologiques , 

I.  Mani^res  de  former  deux  figures  homplogiques. 

518.  Quand  deux  figures  sont  la  perspective  I'une  de 
Fautre  dans  Tespace,  telles  que  deux  triangles  ABC,  abc^ 
les  droites  qui  joignent  leurs  points  homologues  concourent 
en  un  m^me  point  de  Fespace ,  qui  est  la  position  de  Foeil  \  et 
les  droites  homologues  concourent  en  des  points  situes  sur 
la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux  figures,  qu^on 
appelle  la  ligne  de  terre.  Si  Fon  fait  tourner  le  plan  de  la 
seconde  figure  aulour  de  cette  li'gne,  les  droites  ab^  bc^  cd 
tournent  autour  de  trois  points  fixes  de  cette  ligne,  et  les 
droites  Aa,  Bi,  Cc  concourent  toujours  en  un  m^me  point 
qui  forme  unc  nouvelle  position  de  Foeil  ^  de  sorte  que  les 
deux  figures  sont  toujours  en  perspective  (369).  Et  si  le  plan 
de  la  seconde  figure  abc  s' applique  sur  le  plan  de  la  premiere 
ABC,  il  n'y  a  plus  perspective  proprement  dite,  mais  les 
droites  Aa,  Bi,  Cc  concourent  encore  en  un  m6me point, 
parce  que  les  droites  AB,  BC,  CA  rencontrent,  respective- 
ment,  leurs  homologues  ab^  bc^  ca  en  des  points  situ^  en 
ligne  droite  (366). 
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Ces  figures,  dont  les  points  homologues  sont  sur  des 
droites  concourantes  en  un  m^me  point,  et  dont  les  lignes 
homologues  se  rencontrent  sur  une  m^me  base ,  sont  eel  les 
que  M.  Poncelet  a  appelees figures  homologiques,  Le  point 
de  concours  est  leur  centre  (Vhomologie ,  et  la  base  a6  leur 
axe  de  concours  ou  (Thomologie  (*). 

Toutefois,  ce  n'est  pas  precisement  par  cette  considera- 
tion du  rabattement  du  plan  d'une  figure  sur  le  plan  de 
sa  perspective ,  que  le  celibre  auteur  a  forme  des  figures 
homologiques:  c'est  d*une  autre  maniere,  ^galement  simple, 
savoir,  par  la  perspective  sur  un  plan  de  deux  figures  sem^ 
blables  et  semblahlement  placees,  ou  homothetiques^  con- 
tenues  dans  un  autre  plan.  La  perspective  produit  deux 
figures  homologiques  dont  le  centre  (thomologie  est  la 
perspective  du  centre  de  similitude  des  deux  figures  homo- 
thetiques ,  et  Vaxe  de  concours  ou  d'homologie ,  la  pers- 
pective de  la  droite  situee  a  Tinfini  dans  le  plan  de  ces  deux 
figures.  Cela  est  evident;  et  les  propri^tes  des  deux  figures 
homoth^liques  donnent  lieu  naturellement  a  celles  des 
deux  figures  homologiques  (**). 

11.  Construction  graphique  d'line  figure  honiologique  a  une 
figure  donnee. 

519.  Quand  le  centre  el  Taxe  d'homologie  sont  donnes, 
il  sufiitf  pour  construire  la  figure  honiologique  a  unc  figure 
donnee,  de  connaitre  le  points  qui  correspond  a  un  point 
donne  A  de  la  figure  proposee.  Car  le  point  h  correspon- 
dant  a  un  autre  point  quelconque  R  sera  a  I'intersection  de 
la  droite  SB  et  de  la  droite  menee  du  point  a  au  point  y 
ou  la  droite  AB  rencontre  Taxe  d^homologie.  Ainsi,  etant 
donne  le  seul  point  a  de  la  nouvelle  figure ,  on  d<§termi- 
nera,  par  de  simples  intersections  de  lignes  droites,  lous 

(*)  Traite  des  Proprieies  pro jec lives  des  figures,  page  iGo. 
(**}  Ibid.,  pages  1 59-162. 
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les  autres  points  de  la  Ogure.  La  droite  correspondante  a 
une  droite  donnee  se  d^terminera  par  deux  de  ses  points, 
dont  I'un  pourra  6tre  celui  oii  la  droite  donnee  rencontre 
I'axe  d'homologie. 

Si  Pon  donne  Taxe  d'homologie  avec  les  deux  points  a\ 
V  de  la  seconde  figure  qui  doivent  correspondre  aux  deux 
a,  i  de  la  premiere,  on  pent  construire  la  seconde  figure 
sans  se  servir  du  centre  d*homologie ,  en  determinant  cha- 
que  point  m'  correspondant  a  cliaque  point  m ,  par  Tinter- 
section  de  deux  droites  toumant  autour  des  deux  points  a\ 
i',  et  rencontrant  les  deux  droites  ma,  mfi,  respectivemenl , 
sur  I'axe  d'bomologie. 

On  pent,  par  une  construction  analogue,  construire  la 
seconde  figure,  en  connaissant  seulement  le  centre  d'bo- 
mologie et  deux  droites  de  cette  figure  correspondantes  a 
deux  droites  de  la  premiere  figure. 

C'est  ainsi ,  par  des  intersections  de  lignes  droites,  que 
M.  Poncelet  a  construit  les  figures  homologiques  dans  son 
Traite  des  Proprietes  projectiles  (*)  ouvrage  dans  lequel 
se  trouvent  de  tres-heureuses  applications  de  cette  th^rie, 
comme  nous  Ic  verrons  en  traitant  des  sections  coniques. 

III.  Autre  maniere  de  former  les  figures  homologiques. 

520.  £lanl  pris  dans  le  plan  d*une  figure,  un  point 
fixe  S  et  un  axe  jixe  X,  si  sur  le  rayon  mene  de  ce  point  a 
chaque  point  m  de  la  figure  on  determine  un  second 
point  id!  par  la  relation 

fi  etantle  point  oil  le  rayon  Sm  rencontre  I'axe  fixe  X,  et 
\  une  constante,  le  point  m!  appartiendra  a  une  figure  ho^ 


'  *)  \oir  }>  i6a-irv4,  art.  SOS-.'MM 
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mologique  a  la  proposee  le  point  S  et  I  'axe  X  sewnt  le 
centre  et  Vaxe  d'homologie  des  deux  figures. 

En  effet,  les  deux  figures  salisfont  a  Tune  des  deux  condi- 
tions de  construction  des  figures  bomologiques ,  savoir,  que 
les  points  homologues  soient  sur  des  droites  concourantes 
en  un  m^inc  point  \  il  suffit  done  de  prouver  que  deux  droi  tes 
homologues  se  rencontrent  sur  Faxe  fixe.  Or,  pour  deux 
couples  de  points  correspondants  a,  et  tti,  m',  on  a 
Sfl          eta  Sm    p/7f 

et  par  consequent 

Sa    eta   Sm  p/w 

So' '  a«'     Sm' ' 

Cette  relation  prouve  que  les  deux  series  de  points  S,  a ,  a, 
a',  et  S,  m,  jut,  m'  ont  le  mfeme  rapport  anharmonique ,  et 
par  consequent  que  les  deux  droites  am^  a'rn'  concourent 
sur  Taxe  fixe  afx.  Ce  qu^il  fallait  prouver.  Done,  etc. 

On  pent  appeler  la  constante  i  le  coefficient  d'homolo^ 
gie  des  deux  figures. 

Quand  on  donne  un  point  a'  de  la  figure  que  Ton  veut 
construire ,  correspondaut  a  un.  point  a  de  la  figure  propo- 
see ,  cette  constante  se  trouve  d<$ierminee  par  la  relation 
Sa  aa   

521.  Cas  PARTicuLiERs.  —  I.  Si  I'on  suppose  Taxe  d'ho- 
mologie a  Tinfini,  le  rapport  devient  egal  a  Tunite,  et 
la  relation  se  r^duit  a 

Alors  les  deux  figures  sont  seinblables  et  semhlablenient 
placees  ou  homothetiques ,  Leur  centre  et  leur  rapport  de 
similitude  sont  le  point  S  et  la  constante  A. 

II.  Le  centre  d^homologie  de  deux  figures  pent  c^lre  a 
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rinfini  alors  \c  rapport       est  egal  aruiiite,  el  la  relation 

SHI 

se  reduit  a 

lum    I 

On  peut  dire  que  la  seconde  figure  est  form^e  par  Tac- 
croissement  des  ordonu^es  de  la  premiere ,  dans  un  rapport 
constant. 

IV.  Construction  des  figures  hocnologiques  derivee  de  la 
construction  generate  des  figures  homographiques. 

522.  Supposons  que  dans  la  construction  g^nerale  des 
figures  homographiques  on  prenne  pour  les  points  A',  B', 
C  de  la  seconde  figure  les  trois  points  A,  B,  C  de  la  pre- 
miere; les  relations  {a)  deviennent 

Si  X  et  fx  ont  des  valeurs  quelconques ,  les  deux  figures  n'ont 
rien  de  particulier  dans  leur  position  relative-,  seulement 
trois  points  de  Tune  coincident  avec  leurs  homologues  rcs- 
pectifs  dans  Tautre;  ce  qui  a  lieu  en  general,  commc  nous 
le  verrons  (561 ) ,  quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures 
homographiques.  Mais  si  les  deux  constantes  X  et  fx  ^ont 
egaleSy  alors  les  deux figures  sont  homologiques^  le  point  C 
{fig*  116)  est  leur  centre  dliomologie  ^  et  la  base  AB  leur 
axe  d'homologie. 

En  eflFet,  les  deux  constantes  ^tant  egales,  les  deux  equa- 
tions donnent  celle-ci 

aA  '  a'C^  bB  '  Fb' 

qui  prouveque  les  deux  series  de  points  A,  a,  a',  C  et  B, 
C  ont  le  m6me  rapport  anharmoniquc ,  et,  par  con- 
sequent, aussi  les  deux  faisceaux  dc  quatrc  droites  qui  ont 
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leurs  ceDtres  en  B  et  et  dont  les  rayons  passent  par  ces 
deux  series  de cpiatre  points,  respectivement. 

De  la  on  conclut,  d*abord  que  les  deux  droites  ai,  a!b\ 
qui  sont  deux  droites  homolo^es  dans  les  deux  figures,  con- 
courent  en  un  m^me  point  de  la  base  AB  (38) ,  et,  en  se- 
cond lieu,  que  les  deux  points  m,  m\  sont  en  ligne  droite 
avec  le  point  C  (43). 

Ainsi  les  deux  figures  satisfont  aux  deux  conditions  de 
construction  des  figures  homologiques.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Done,  etc. 

La  relation  caractdristique  des  figures  homologiques , 

Cm  am 

— , :  1—7  =  const., 
Cm  iim' 

derive  aussi  de  ces  considerations. 

Car  les  trois  points  C,  m,  m'  ^tant  en  ligne  droite,  on  a 

Cm    am       Ca  Aa 

- — ; :  - — ;  =  — :  - — T  =  \  =  const. 
Cm'  ^m'     Ca'  Aa' 

V.  Relations  metriques  des  figures  homologiques. 

523.  Quand  on  considire  deux  figures  homologiques 
comme  deux  figures  qui  ont  ete  la  perspective  I'une  de 
Tautre,  on  en  conclut  que  toutes  les  relations  metriques 
des  figures  homographiques ,  demontr^es  dans  le  paragra- 
phe  precedent,  s'appliquent  d'elles-in6mes  aux  figures  ho- 
mologiques. Touiefois  la  position  particuliere  de  ces  figures 
donne  lieu  k  quelques  relations  speciales  fort  importantes 
que  nous  verrons  plus  loin  (VI). 

524.  Quand  on  d^crit  les  figures  homologiques  sur  le 
plan,  soit  par  des  intersections  de  lignes  (519) ,  soit  par  la 
relation  ( i ) ,  la  demonstration  directe  de  leurs  deux  proprie- 
l^s  metriques  fondamenules ,  d'ou  toutes  les  autres  se  de- 
duisent,  estextremement  facile^  elle  derive  imm^iatement 
des  conditions  de  position  des  deux  figures.  Ces  propriet^s 


38o  TRAIT6  DE  G^M^TRIE  SUP^RIEURE. 
consistent  en  ce  que :  quatre  points  en  ligne  droite  ou  quatrc 
droiles  concourantes  en  un  in^me  point  dans  la  premiere 
figure,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des 
quatre  points  ou  des  quatrc  droites  correspondantes  dans  la 
seconde  figure. 

Or,  dans  deux  figures  homologiques ,  les  droites  quir 
joignent  quatre  points  de  la  premiere  a,  6,  c,  ^  a  leurs 
homologues  a',  b\  c\  d'  respectivement,  passent  par  un 
m^me  point  (le  centre  d^homologie) ^  done,  si  les  deux  se- 
ries de  quatre  points  sont  sur  deux  droites,  leurs  rapports 
anliarinoniques  sont  egaux  (14)  5  2°  quatre  droites  concou- 
rantes en  un  m^me  point  dans  la  premiere  figure,  ren- 
contrent  respectivement  les  quatre  droites  correspondantes , 
en  quatre  points  situes  en  ligne  droite  (sur  I'axe  d'homo- 
logie);  done  les  rapports  anharmoniques  des  deux  fais- 
ceaux  de  quatre  droites  sont  ^gaux  (13). 

Aiusi  les  relations  metriques  qui  font  le  caractere  des 
figures  homographiques  en  general ,  se  trouvent  demon- 
trees  directement  pour  les  figures  homologiques. 

525.  Considerons  les  deux  droites  I  et  qui ,  dans  chaque 
figure,  respectivement,  correspondent  a  Tinfini  de  Tautrc 
figure.  Ces  deux  droites  sont  ^videmment  paralleles  k  I'axe 
d'homologie ;  car  la  droite  a  IMnfini  dans  la  seconde  figure 
et  la  droite  I  qui  lui  correspond  dans  la  premiire  ren- 
contrent  Taxe  d'homologie  au  m^me  point,  et  ce  point  est 
a  Tinfini*,  done  la  droite  I  est  parallele  a  I'axe  d'homo- 
logie. 

Les  distances  des  deux  droites  I  et  J,  soit  au  centre,  soit 
a  I'axe  d'homologie,  dependent  de  la  constaute  X  dans  la 
relation 

Sm   ^  pt/w 

Soient  1 ,     el  x  les  points  ou  le.  rayon  S/w  rencontre  les 
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deux  droites  I  el  J'  et  Faxe  d'homologie.  Faisant  Sm'  in- 

fini ,  on  a  — ^  =  A :  et ,  faisant  Sm  infini ,  ^  =  ~« 

Ainsi  Ton  a 

—.  =  §7-,    ou    Si.Sy  =  x/.j7y'. 
xt  Sy' 

Cette  relation  montre  que  le  milieu  des  deux  points  i  et ; ' 
coincide  avec  celui  des  deux  points  S  et  a:,  ou,  ce  qui  re- 
vient  au  m^me,  que  la  distance  de  la  droite  I  au  point  S  est 
^gale,  mais  en  sens  contraire,  a  celle  de  la  droite    a  Taxe 

Si  xJ' 

d'bomologie.  En  cflet,  la  proportion  ~  =  donne 

Si     _  xj' 
S/— XI  "~  xy'  — Sy'' 

ou 

S^-^S'  S/--^y. 

Ce  resultat  pouvait  ^ire  pr^vu,  car  les  points  m  et  m'  des 
deux  figures  si  lues  sur  un  m^me  rayon  forment  deux  divi- 
sions bomograpbiques  dont  les  points  doubles  sont  S  et  x. 
Par  consequent,  le  point  milieu  de  ces  deux  points  coincide 
avec  celui  des  deux  i  ety'  (152). 

VI.  Developpements  relatifs  aux  proprietes  metriques  des  figures 
honiologiques.  —  Diverses  manieres  de  former  la  6gure  homo- 
logique  k  une  figure  donnee. 

526.  Consid^rons  dans  une  figure  deux  droites  fixes , 
et  dans  la  figure  bomologique  les  deux  droites  corres- 
pondantes;  soient  mq  les  perpendiculaires  abaissees 
d'un  point  m  de  la  premiere  figure  sur  les  deux  premieres 
droites,  et  rn!p\  m  les  perpendiculaires  abaissees  du 
point  m'  sur  les  deux  autres  droites.  Les  deux  rapports 

— »  seront  entre  eux  dans  une  raisori  constante,  quels 
mq    m  q 
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§  IV.  —  Expression  analytique  des  figures  homogra^ 
phiques, 

I. 

531 .  Rapportons  les  points  de  la  premiere  figure  a  deux 
axes  coordonn^s  OX,  OY,  et  oeux  de  la  seconde  figure  a 
deux  autres  axes  coordonues  ox^  oy  pris  arbitrairement. 

La  propriete  des  deux  figures,  exprimee  par  Ic  theo- 
r^me  (512) ,  fournit  immediatement  Texpression  des  coor^ 
donn^es  de  chaque  point  de  la  seconde,  en  fonction  des  coor- 
donn^es  du  point  homologue  de  la  premiere. 

En  efTet,  soient 

AX4-BY-Hi=o,  A'X-|-B'Yh-i  =  o,  A"X-+-B"Y  +  i  =o, 

les  equations  de  trois  droites  de  la  premiere  figure ,  et 

ax     bx     I  =  o,   a'x  -h  b'y  -h  i  =:  o,   a"  x  -h  h"y  -|-  i  =  o, 

celles  des  trois  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
figure. 

Soient  X ,  Y  les  coordonnfes  d'un  point  M  de  la  pre- 
miere figure,  et  x,  y  celles  du  point  homologue  m  de  la 
seconde  figure  5  le  rapport  des  distances  du  point  M  a  deux 
des  droites  de  la  premiere  figure  sera  au  rapport  des  dis- 
tances du  point  m  aux  deux  droites  correspondantes  de  la 
seconde  figure,  dans  une  raison  cons  tan  te  (512).  On  aura 
done  les  deux  equations 

iAX  +  BY  +  I    _  .    ax-^-by  -^x 
A"X  4-  B"  Y  H-  I      ^  fl"^  +  b"y  4-  i ' 
A^X  +  B^Y-l-i  _    a'x-Jfb'y-^x  ^ 
A"X  +  B"  Y  -M      ^  a"x  4-  b"x  -h  i ' 

d'oii  Ton  tire  les  valeurs  de  x  et  en  fonction  des  coordon- 
nees  X,  Y,  lesquelles  sont  de  la  forme 

\        —     «X  +  6Y-h  I  _     g  X-f-e^Y  +  i 

«-^//;5^^g/.YH-  1'  •^""^•a"X4-6"Y4-r 
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532. .  On  peut  demon trer  a  pnori  que  les  expressions 
X  el  y  sont  de  cette  forme.  Pour  cela ,  colisiderons  les 
axes  oy  et  ox  comme  deux  droites  f^isant  par  tie  de  la  se- 
conde  figure  soient 

aX-K6Y-hi  =  o    et    a'X -f-6'Y4- I  =  o, 

les  equations  des  deux  droites  qui  correspondent  dans  la 
premiere  figure  a  ces  deux-la ,  et 

a"X4-6"Y  +  I  =  0, 

celle  de  la  droiie  qui  correspond ,  dans  cette  figure ,  a  Tin- 
fini  de  la  seconde. 

La  distance  d'un  point  m  de  la  seconde  figure  a  Taxe  oy 
sera  au  rapport  des  distances  du  point  bomologue  M  de  la 
premiire  figure  aux  deux  droites  correspondantes  a  I'axe  oy 
et  a  I'infini  de  la  seconde,  dans  une  raison  constante  (513). 
On  a  done 

aX  H-  6Y  -t-i 
"^"^  'a"XH"rY4-  r 

Rt  pareillement 

_     a^X4-6^Y+  I 
'''a'X-4-6"YH-  i' 

C.   Q.    F.  D. 

II. 

533.  Les  irois  equations 

aX4-6Y4-i  =  o,  a'X 6'Y +1  =  o,  a" X  +  6"Y =  o, 

rcpresentent  les  trois  droites  de  la  premiere  figure  qui  out 
pour  homologues,  dans  la  Seconde,  I'axe  oj,  Taxe  ox  et 
I'infini. 

Les  axes  OX ,  OY  de  la  premiere  figure  sont  arbitraires, 
ainsi  que  les  deux  ox,  oy  de  la  seconde  figure.  On  pent , 
cn  disposaiit  convenableracut  de  ces  quatre  axes ,  doniiri 
aux  formules  des  expressions  plus  simples ,  que  voici  : 

i".  Les  deux  axes  OX  ,  OY  sonl  quelcouqucs ,  el  les  deux 

25 
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ox,  oj  sont  les  droites  qui  leur  cpr respondent  dans  la  se- 

conde  figure : 


a"X  +  6"  Y  -f-  I      '       3c"X     6"Y  -f-  I 

2^.  OY  est  parallele  a  la  droite  I  qui ,  dans  la  premiere 
figure,  correspond  a  I'infini  dc  la  seconder  OX  est  quel- 
conque ;  oy  et  ox  correspondent  respectivement  a  OY  et 
OIL]  [ay  est  parallele  a  la  droite  J'  qui,  dans  la  seconde 
figure ,  correspond  a  Tinfini  de  la  premiere  (503)]  : 

//A  ^Y 

(4)  ^=^^ — I,  r  = 


X  — A'    ^""X  — A 

3**.  OY  est  la  droite  I  ^  OX  quelconque;  ox,  oy  quel- 
conques  : 

aX  +  6Y4-i  a'X-f-6'Y-i-  ! 

(5)  xz=e  ,    j  =  <p  ~  

4*^.  OY  est  la  droite  I;  OX  est  quelconque;  ox  corres- 
pond a  OX ;  et  oy  est  quelconque : 

aXH-6Y-hi  <pY 

(6)  .  =  ,  y=-. 

5".  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  ox  est  la  droite 
J';  et  oy  quelconque  : 

6°.  OY  est  la  droite  I  ]  OX  quelconque;  ox  est  la  droite 
J^eicy  correspond  a  OX  : 

7**.  OY  est  la  droite  I;  OX  quelconque;  qy  est  la  droite 
J'^  et  ox  correspond  a  OX  : 
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Ces  dilE^rentes  relations  s'appHquent  aux  figures  homogra- 
ptiques  dans  loute  leur  gen^ralite,  et  soni  independantes  de 
la  position  relative  des  deux  figures. 

§  V.  —  Figures  homographiques  ay  ant  deux  droites 
homologues  co'incidentes  a  VinfinL 

I.  Conditions  de  construction  des  figures. 

534.  Si  dans  les  formules  [a)  qui  nous  out  servi  a  con- 
struire  uiie  figure  homographique  k  une  %ure  donn^e,  on 
prend  les  deux  constantes  X  et  j!jt  egales  a  -+■  1 ,  les  deux 
figures  prdsenleront  cette  circonstance  particuliire,  que 
la  droile  a  Vinjini  dans  Vune  aura  son  homologue  egale- 
ment  a  Vinfmi  dans  V autre. 

En  effet,  ah  et  a'i'  [fig.  1 14)  etant  deux  droites  corres- 
pondanles  dans  les  deux  figures ,  on  a ,  par  bypoth^se , 

Si  la  premiAre  droite  est  a  Tinfiui ,  les  deux  rapports  — ? 

a  A. 

be 

^  sont  ^gaux  a  Funit^,  et,  par  consequent,  on  a  aussi 

ce  qui  exige  que  les  points  a'  et  i'  soient  a  I'infini.  De 
sorte  que  la  droite  a'i'  est  a  Tinfini.  Ce  qui  d^montre  la 
proposition  enonc^e. 

On  pent  dirs  que  lout  point  k  I'infini  dans  la  premiere 
figure  a  son  homologue ,  dans  la  seconde ,  pareillement  a 
Finfini. 

II  s'ensuit  que  deux  droites  parallkles^  dans  la  premikre 
figure^  ont  pour  homologues  dans  la  seconde  deux  droites 
parallhles, 

De  sorte  que ,  h  un  parallelo gramme  dans  la  premiere 

25. 
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figwe,  correspond  an  parallelogramme  dans  la  secomie 
figure, 

II.  Relations  nietriques. 

535.  Dans  ces  figures  ,  les  relations  metriques  se  simpli- 
fient :  elles  derivent  de  cette  propriete  principale  : 

Deux  droites  honiologues ,  dans  les  deux  figures  ^  sont 
dii^isees  semblablement  par  leurs  points  liomologues. 

En  elFet,  a^  d  etant  quatre  points  en  ligne  droite 

dans  la  premiere  figure,  et  a',  i',  c',  d'  les  quatre  points 
correspondants  dans  la  seconde ,  on  a 

ah  db  _  a'b'  d'b' 
ac   dc      a'd  '  d'c' 

Les  points  a  Tinfiui  sur.  les  deux  droites  etant  deux  points 
correspondants  (534) ,  on  pent  prendre  ces  points  pour  d 
et  rf',  et  cette  relation  devient 

ab  __a'b' 
ac      a'd  ' 

ce  qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  divisees  en  parties 
proportionnelles ,  ou  semblablenient. 

De  la  vont  resulter  d'autres  relations  importantes. 

536.  Deux  segments  pris  sur  deux  droites  paralleles , 
dans  la  premiere  figure,  sont  entre  eux  dans  la  meme 
rapport  que  les  deux  segments  homolugues  dans  la  .ve- 
conde  figure. 

En  eflet ,  soient ,  dans  la  premiere  figure ,  les  deux  seg- 
ments AB,  ab  (Jig.  117)  sur  deux  droites  paralleles ,  et  dans 
la  seconde  figure,  leurs  homologues  A'R',  a'b'  lesquels  sont 
aussi  paralleles  (534).  On  a 

AB     AC         A'n'  A'C 
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AB  _  A'B' 
ab      a'b*  ' 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

537.  tltant  pris,  dans  les  deux  figures,  deux  droites 
fixes  homolagueSy  les  distances  de  deux  points  homologues 
quelconques  a  ces  deux  droites,  respcctiv^emeiit ,  sont  en- 
tre  elles  dans  un  rapport  constant. 

En  elTet,  1  equation  precedente  s'ecrit 

AB  _  ab 
k'W^'Vb'' 

Or  les  deux  segments  AB  ,  ab  sont  cntre  cux  commc  J  is 
distances  des  deux  points  A,  a  a  la  droite  fixe  BC^  ct  pa-  t 
reillement,  les  deux  segments  A'B',  a'/>' sont  cntre  eux 
comme  les  distances  des  deux  points  A',  a',  a  la  Iigne  droile 
fixe  B'C  On  peut  done  dire  que  le  rapport  des  distances 
des  deux  points  homologues  A,  A'  aux  deux  droites  BC, 
B'C,  respectivement,  est  ^gal  au  rapport  des  distances  des 
deux  points  a ,  a'  aux  deux  m^mes  droites.  Ce  qui  demontre 
la  proposition  enonc^e. 

III.  Relation  enire  les  aires  des  figures. 

538.  Considerons,  dans  la  premiere  figure,  deux  paral- 
lelogrammes  ABCD,  abcd^  ayant  leurs  c(Stes  respective- 
ment paralleles^  soient  Q,  q  leurs  surfaces,  on  a 

Q  _  AB.AD 
q  ab.ad 

A  ces  deux  parall^logrammes  correspondent,  dans  la 
deuxieme  figure,  deux  autres  parallelogrammes  A'R'C'D', 
a'b'(  'd\  ayant  aussi  leurs  c6les  respectivement  parailMes. 
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SoientQ',  q'  leurs  surfaces,  on  a 

Q'_  A'B'.  A'D' 


Or 


Done 


(/'  ~^  a'h'.  a'd' 


AB      A'B'  AD  A'D' 


Q    Q         Q  V 

^7  Q  7 


C'est-a-dire  que  ; 

^  Si  Fori  prendy  dans  la  premikre  figure,  un  parallelo- 
gramme  quelconque  ay  ant  ses  cdtes  parallel es  h  deux 
axes  fixes ,  Vaire  de  ce  parallelo gramme  sera  a  Vaire  da 
parallelo gramme  correspondant  dans  la  seconde  figure  y 
dans  une  raison  constante . 

539.  L'espace  compris  dans  un  perimAtre  de  forme  quel- 
conque petit  6tre  consid^re  comme  compost  d'une  infinite 
de  parallelogrammes  infinimentpetits,  ayant  leurs  c6tes  pa- 
rall^les  a  deux  axes  fixes. Les  aires  de  ces  parallelogrammes 
seront  aux  aires  des  parallelogrammes  homologues  dans  la 
seconde  figure,  dans  une  raison  constante.  On  en  conclut 
que  : 

Siy  dans  les  deux  figures,  on  considSre  deux  courbes 
homologues ,  letups  aires  seront  entre  elles  dans  une  rai- 
son constante,  quelles  que  soient  ces  deux  courbes. 

Ces  propri^tes  des  figures  liomographiques  qui  ont  deux 
droites  homologues  coi'ncidentcs  a  Finfini ,  sont  les  m^mes 
que  celles  de  deux  figures  dont  Tune  est  la  projection  de 
I'autre. 

rV.  ConstructioD  analytiquc  des  figures. 

540.  Ayant  pris  deux  syst^mes  qiielconques  d'axes  coor- 
donnes  OX ,  OY,  et  ox,  07,  dans  les  deux  figures  respecti- 


TRAIT6  DE  G^.0M6tRIE  SUP^RIEURE.  391 
vement,  soient 

AX-4-BYh- I  =  o    et    A'X  +  B'Y-M=o 
les  equations  de  deux  droites  de  la  premiere  6gure ,  et 
ax  -h  by^  1  =  0,    a^x  -+-  by -h  i  =  o 

celles  des  deux  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
figure. 

Soient  X ,  Y,  et  a:,  j  les  coordonn^es  de  deux  points 
correspondants  des  d«ux  figures;  les  distances  de  res  deux 
points  a  deux  droites  correspondantes,  respecti vement ,  sont 
enlre  ellcs  dans  un  rapport  constant  (537) ;  de  sortequ'on 
a  les  deux  equations 

AX-hBY-+-  f  z^llax-^-  bf  -hi), 
A'X  -f-  B'Y  H-  I  =  ii{a'x  +  by  -f-  i); 

d'ou  Ton  tire  pour  x  et  y  des  expressions  de  la  forme 

e(aX-+-6Y-+-  i),     r  =  Y(«'X-f-6'Y+  i), 

Ces  expressions  se  peuvent  determiner  a  priori.  Soient 

aX-H6Y4-i=o    et    a'X -h       +  i  =  o , 

les  equations  des  deux  droites  qui  correspondent,  dans  la 
premiere  figure ,  aux  axes  ox ,  ay  de  la  seconde ;  les  dis- 
tances d'un  point  m  de  la  seconde  figure  aux  deux  axes  qy, 
ox  sont  proportion nelles  aux  distances  du  point  correspon- 
dant,  dans  la  premiire  figure,  aux  deux  droites  qui  corres- 
pondent k  ces  axes.  On  a  done  les  deux  equations 

^=r«(aXH-6YH-i),   r  =  ?(«'XH-e'Y-hi). 

On  simplifie  ces  formules  en  prenant  pour  les  axes  OX , 
OY  les  droites  correspondantes  aux  deux  axes  ox,  ay.  On 
a  alors 

x  =  s.X,    X  =<p,Y. 
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§  VI.  —  Proprietes  re/atwes  au  systeme  de  deux  figures 
homographiques  placees  d'une  tnaniere  quelconque 
Vune  par  rapport  h  V autre, 

i.  De  la  courbe  dHnters<PCtuin  des  rayons  homologiies  ilc  deui  faisceaux 
homographiques. 

Mi,  La  courbe  lieu  des  points  d*  intersection  des  rayons  homo- 
logues  de  deux  faisceaux  homographiques  passe  par  les  centres  des 
deux  faisceaux. 

Construction  des  tangentes  a  la  courbe  en  ces  points. 

SoieDt  0,  0\fig,  118)  les  centres  des  deux  faisceaux;  O/ti,  O'm 
deux  rayons  homologues.  Le  rayon  00'  du  premier  faisceau  ren- 
contre son  honiologue  O'fl.'  au  point  0';  de  sorte  que  la  courbe 
passe  par  ce  point. 

La  tangente  ^  Ja  courbe  en  ce  point  est  precisement  le  rayon 
0'o/\  car  si  Ton  concoit  le  rayon  du  premier  faisceau  Oe*  infini- 
ment  pen  incline  sur  00',  son  honiologue  0'&>  serainfiniment  peu 
incline  sur  O'il',  et  le  point  &>,  intersection  de  ces  deux  rayons 
homologues  Ou,  0'g>>  ,  sera  le  point  de  la  courbe  iniiniment  voisin 
du  point  0'.  La  droite  0'  w ,  et ,  lalimite ,  la  droite  0'  L\'  sera  done 
la  tangente  h,  la  courbe.  c.  q.  f.  p. 

^J42.  La  courbe  lieu  des  points  d' inter  section  des  rayons  ho- 
mologues de  deux  faisceaux  homographiques  ne  peut  ^tre  rencon- 
tree  par  une  droite  qu*en  deux  points,  reels  ou  imaginaires. 

Determiner  ces  points, 

Les  rayons  du  premier  faisceau  [fig,  1 19)  renconlrent  une  droite 
L  en  des  points  a ,  6 ,  c, . . . ;  et  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau  en  des  points  a\  b'y  c', . .  . ;  ces  deux  series  de  points 
forment  deux  divisions  homographiques,  et  il  est  evident  que  les 
points  d^intersection  de  la  courbe  en  question  par  la  droite  L  sont 
les  points  doubles  de  ces  deux  divisions.  Ce  qui  prouve  que  la 
courbe  n*est  rencontree  par  la  droite  qu'en  deux  points,  reels  ou 
imaginaires. 

Ces  deux  points  se  delerminent  par  la  construction  generale  des 
points  doubles  de  deux  divisions  homographiques  (ltS4^  265). 
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545.  II  resulte  de  la  que  Tequation  de  la  conrbe ,  exprimee 
dans  Tun  des  systemes  de  coordonnees  du  chap.  XXIII,  sera  dii 
second  degre. 

Recipeoqueheict  :  Toule  equation  du  second  degre  represente 
une  courbe  lieu  des  points  d 'intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques. 

Car,  par  cinq  points  de  la  courbe  representee  par  I'cquation 
du  second  degre,  on  pourra  faire  passer  une  courbe  lieu  des  points 
d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques, ayant  leurs  centres  en  deux  des  cinq  points,  etPequa- 
tion  de  cette  courbe  sera  du  second  degre.  On  aura  done  deux 
equations  representant  deux  courbes  se  coupant  en  cinq  points; 
ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  coincident ,  parce  que  deux 
courbes  du  second  degre  differentes  ne  peuvent  avoir  plus  de 
qualre  points  d'intersection. 

Observation.  —  Si  le  systeme  de  coordonnees  est  celui  dans  lequel 
les  deux  coordonnees  d'un  point  sont  Ics  rapports  des  distances 
de  ce  point  h  trois  axes  fixes  ( 47tf ) ,  on  en  conclut  que  la  courbe 
lieu  des  points  d'intersection  des  myons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  est  le  lieu  d*un  point  dont  les  distances  a 
trois  axes  fixes  ont  entrv  clles  une  relation  homogene  du  second 
degre. 

*J44.  La  courbe  lieu  des  points  d* intersection  des  rayons  homo- 
logues  de  deux  faisceaux  homographiques  jouit  de  la  propriSte 
que,  si  autour  de  deux  quelconques  de  ses  points  on  fait  tourner 
deux  rayons  se  coupant  sur  la  courbe ,  ces  deux  rayons  dec f went 
deux  faisceaux  homographiques. 

Cela  resulte  immediatement  du  theorenie  (410),  relatif  c\  Thexa- 
gone. 

545.  Puisque  les  deux  rayons  A//i ,  Bm ,  qui  tournent  autour  de 
deux  points  fixes  quelconques  de  la  courbe,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques^  les  quatre  rayons  menes  du  point  A  a 
quatre  points  de  la  courbe ,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal 
a  celui  des  quatre  rayons  menes  du  point  B  aux  quatre  memes 
points,  et  cetleegalite  a  lieu  quel  que  soit  le  point  B;  de  li\  n'»sultc 
ce  theoremc  : 
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La  courbe  lieu  cles  points  d' intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homograpkiques  ^jouit  de  la  propriete,  que  les 
quatre  droites  menees  de  quatre  points  fixes  de  la  courbe  ,  a  un 
cinquieme  point  quelcnnque  de  la  courbe ,  ont  toujours  le  mSmv 
rapport  anharmonique. 

Regiproquement  :  £tant  donnes  quatre  points  fixes  non  situes 
en  ligne  droite ,  si  Von  dt^mande  le  lieu  d'un  point  tel^  (/ue  les 
quatre  droites  menees  des  quatre  points- fixes  a  ce  point  variable 
aient  leur  rapport  anharmonique  egal  a  une  quantite  constante , 
le  lieu  de  ce  point  sera  le  lieu  des  points  d* intersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D  [fig*  lao)  les  quatre  points  fixes 
donnes,  etM  Tun  des  points  qui  satisfont^  la  question;  c'est-a- 
dire  que  les  quatre  droites  MA,  MB,  MC,  MD  ont  leur  rapport 
anharmonique  egal  k  une  quantite  donnee  X.  Soient  /?/,  m'  les 
points  oil  les  deux  droites  CM  ,  DM  rencontrent  la  droite  BC ;  les 
quatre  points  A ,  B,  w ,  m'  ont  leur  rapport  anharmonique  egal 
^  > ;  on  a  done 

km  ^  km'  

B^  •  B^""  ' 

ou 

km  y^^"^' 

Rw  ~  B/w'* 

Cette  equation  prouve  que  les  deox  points  m,  m*  forment  deux 
divisions  homographiques;  done  les  deux  droites  C/w,Diw'  for- 
ment deux  faisceaux  homographiques.  Ce  qui  demon  tre  le  theoreme 
enonce. 

546.  Deux  courbes  dont  chncune  est  le  lieu  des  points  d'inter- 
section  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques, 
peupent  Stre  consjder^es  comme  deux  figures  homographiques  dans 
lesquelles  trois  points  quelconques  de  Vune  correspondront  respec- 
tivementa  trois  points  de  I' autre, 

Soient  A ,  B ,  C  ( fig.  1 2 1 )  les  trois  points  de  la  premiere  courbe 
qui  doivent  correspondre  aux  trois  points  A',  B',  C  de  la  seconde. 
Prenons  les  points  A  et  B  pour  les  centres  de  deux  faisceaux 
homographiques  dont  les  rayons  homologues  se  coupent  sur  la 
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premiere  cotirbe;  AC  et  BC  seront  deux  rayons  homologues,  et  la 
relation  entrc  deux  autres  rayons  homologues  Am^Bm  sera  de  la 
forme  . 

sinmAB      ^sin///BA  /..«v 

a  .  Tz-h^-   -1  (146). 

sin /If  AC        sin-.'KC  ^  ' 

Soient  pareillement  \',  B'  les  centres  des  deux  faisceaux  relatifs 
k  la  seconde  courbe;  A'C,  B'C  seront  deux  rayons  homologues 
fixes,  et  la  relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A! m'  y 
W  m'  sera 

,  sin  m'K'W        sin  m'B' A'  _ 
sin/w'A'C'"'"    siJi'^C'""  '* 

Le  point  m  etant  pris  (Trbitrairement  sur  la  premiere  courbe , 
on  pent  determiner  un  point  m'  de  la  seconde ,  par  les  relations 


sin/77  AB 

a 


  ,sin//7'A'B'       gSin/7/BA  sin /jj'B' A' 

sin  /w  AC  ~"  "  sin//z'A'C' '        sin  m  BC  ~~     sin  m'B'C' 

Car  les  rapports  de  segments  qui  determinent  ce  point  m'  satis- 
font  k  Tequation  de  l«i  seconde  courbe ,  en  vertu  de  Tequation  de 
la  premiiTc.  Mais  ces  relations  etablissent  que  les  deux  courbes 
sont  homographiques  (^'04).  Le  theoreme  est  done  d^montre. 

547.  Nous  verrons  ( 569)  que  deux  figures  homograpliiques  peu- 
vent  elreplacees  demani^re  i\  etre  la  perspective  Tune  de  Taulre; 
par  consequent : 

Deux  courbes  y  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d* intersection 
des  rayons  homo'ogues  de  deux  faisceaux  homographiqueSy  pement 
^tre  placees  dt  maniere  a  dtre  la  perspective  Vune  de  I'autre  ; 
trots  points  de  la  premiere  devant  correspond  re  a  trois  points  desi- 
gnis  de  la  seconde. 

547  his.  —  Les  rayons  menes  de  deux  points  fixes  d'lm  cercle 
k  un  troisieme  point  de  la  circonference  forment  deux  faisceaux 
homographiques ,  parce  que  les  angles  de  Pirn  sont  egaux  respecti- 
vement  aux  angles  de  I'autre ;  de  sorte  qu'un  cercle  est  une  des 
€ourbes  lieinc  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
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deux  faisceaux  homographiques.  11  resulte  done  du  theoreme  pre- 
cedent que  : 

La  courbe  lieu  des  points  d' intersection  dcs  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques,  peut  toujours  dtre  consideret 
comme  la  section  plane  d*un  cdnea  base  circulairc;  c*est-a'dire  qiw 
cette  courbe  est  une  section  conique. 

Autre  demonstration.  —  Concevons  une  droite  quelconque  L 
qui  ne  rencontre  pas  la  courbe;  et  soient  a,  a'  les  points  oik  les 
deux  rayons  homologues  A/tz,  B//i  rencontrent  c^te  droite.  Ces 
points  forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  sont  imaginaires ,  puisque  la  droite  ne  rencontre  pas  la 
courbe  (^42).  Done  il  existe  deux  points  P  et  P'  situes  de  part  et 
d'autre  de  la  droite ,  d'od  Ton  voit  lous  les  segments  ,  tels  que  aa\ 
sous  des  angles  egaux  (171)-  Concevons  un  cercle  decrit  sur  PP' 
comme  diametre,  dans  un  plan'perpendiculaire  a  la  droite  L ;  d'un 
point  quelconque  S  de  ce  cercle ,  on  verra  les  segments  aa'  sons 
des  angles  egaux.  Que  Toeil  reste  place  en  ce  point  et  que  Ton  fasse 
la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan  parallele  au  plan  mene  par 
ce  point  et  la  droite  L;  les  deux  rayons  Aa,  Ba'  auront  pour 
perspective  deux  droites  paralleles  aux  deux  Sa ,  Sa\  et,  par  con- 
sequent, faisant  entre  elles^'^n  angle  de  grandeur  constante.  Done 
ces  deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  per- 
spective des  deux  A,  B,  se  coupent  sur  un  cercle.  Done,  la  perspec- 
tive de  la  courbe  en  question  est  un  cercle.  Ce  qui  demontre  le 
theoreme. 

II.  De  la  courbo  eiiveloppe  d/*8  droitos  qui  joi(;nent  deux  a  deux  leg  points 
homologues  de  deux  divisions  homograpbiqur^s. 

848.  Qua  fid  deux  droites  L ,  1/  sont  divisees  homographiqac- 
ment  en  deux  series  de  points  ai,  b,  c,.,.  a',  b',  c',...  (fig.  122),  h 
courbe  cnveloppe  dcs  droites  aa',  bb',...,  qui Joignent,  deux  a  deux^ 
les  points  homologues ,  est  tangente  aux  deux  droites  L ,  L'. 

Trouvcr  les  points  de  contact, 

Soh  A  le  point  d* intersection  des  deux  droites  L,  L';  considc- 
rons  ce  point  comme  appartenant  A  la  premiere  division  ,  son  ho- 
mologue  A'  dans  la  secondc  division  sera  sur  la  droite  1/ ;  par  con- 
SiHjuont  cettc  droilo  1/  ou  AA'  rst  une  des  tangonles  a  la  courbe. 
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Son  point  de  contact  est  le  point  A'.  En  efFct,  si  le  point  a  est 
pris  inliniment  voisin  de  A ,  le  point  a'  est  indniment  voisin  de  A^ 
et  la  droite  no!  est  la  tangente  k  la  courbe,  infiniment  voisine  de 
la  tangente  U ,  Le  point  a',  intersection  de  ces  deux  tangentes, 
est  le  point  de  contact  de  Tune  d^elles.  A  la  liinite  oil  a  coincide 
avec  A,  a'  coincide  avec  A'.  Done  c*est  en  ce  point  A'  qu*a  lieu 
le  contact  de  la  droite  L'. 

M9.  Par  tin  point  on  pent  mener  ^  en  general  ^  deux  tangentes^ 
reclles  ou  imaginaires ,  a  la  courbe  enveloppe  ties  droites  qui  joi- 
gnent  deux  a  deux  les- points  homologues  de  deux  divisions  homo- 
graphiques. 

Trouver  ces  deux  tangentes. 

Les  droites  menees  d'un. point  fixe  aux  deux  series  de  points 
b,  c,...  et  a\  b\  des  deux  divisions,  forraent  deux  fais- 
ceaux  homographiques ,  dont  les  rayons  doubles  sont  deux  tan- 
gentes ^  la  courbe;  car  chaciin  de  ces  rayons  passe  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions;  ce  .qui  est  la  propriete  des  tan- 
gentes a  la  courbe. 

On  conclut  de  la  qu'on  ne  pcut  meritfr  a  la  courf>e ,  par  un  point 
donne,  que  deux  tangentes,  lesquelles  se  deterniineront  comme 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques.  Ces  rayons, 
et  par  consequent  les  deux  tangentes,  pourront  etre imaginaires. 

5i50.  Puisque  par  un  point  donne  on  ne  pent  mener  que  deux 
tangentes,  reelles  ou  imaginaires,  a  la  courbe  enveloppe  des 
droites  qui  divi^^ent  homographiquement  deux  droites  fixes,  on  en 
conclut  que  cette  courbe  est  de  deuxieme  classe  ( 491) ;  et  que  son 
cquatign  cxprimee  dans  le  syst^nie  des  coordonnees  d'une  droite 
est  du  second  degre,  c'est-tVdire  qu'il  exisle  une  equation  du 

second  degre  enlre  les  rapports  des  segments  ^et  ^-^{fig*  109) 

que  chaque  tangente  a  la  cpurbe  fait  sur  deux  axes  fixes  SA,  SB; 
ou  bien  qu'il  existe  une  relation  homogene  du  second  degre  entre 
les  distances  de  chacune  des  tangentes  la  courbe  a  trois  points 
fixes  quelconques  S,  A,  B(49l$). 

Reciproqurmknt  :  L' equation  generate  du  second  degre  entre 
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les  deux  rapports  de  segments  ^»  ^  fails  sur  deux  axes  fixes, 

represente  une  courbe  dont  toutes  les  tangentes  forment,  sur  deux 
tangentes  fixes,  deux  divisions  homo^raphiques. 

Car  trois  tangentes  et  les  deux  tangentes  fixes  determinent  une 
courbe  enveloppe  de  toutes  les  droites  qui  divisent  harmonique- 
inent  ces  deux  tangentes  fixes,  Cette  courbe  aura  une  equation  da 
second  degre  (iSlSO) ;  done  on  aura  deux  courbes  representees  Tune 
et  Tautre  par  une  equation  du  second  degre  et  ayant  cinq  taa- 
gentes  communes.  Done  les  deux  courbes  coincident,  parce  que 
deux  courbes  de  seconde  classe  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre 
tangentes  communes.  Done,  etc. 

Observation.  —  Si  au  rapport  de  segments  on  subslitue  pour 
coordonn4es  d'une  droite  les  rapports  des  distances  de  cette  droite 
^  trois  points  fixes  (495),  on  en  conclut  que  les  droites  qui  divisent 
homographiquement  deux  droites  fixes ,  jouissent  de  la  propriete, 
que  les  distances  de  chacune  de  ces  droites  a  trois  points  fixes  ont 
entre  elles  une  relation  homogene  du  second  degr^. 

551.  La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  ho- 
mologues  de  deux  divisions  homographiques,  jouit  de  la  propriete  j 
que  deux  quelconques  de  ses  tangentes  sont  divisSes  homographi- 
quement par  toutes  les  autres. 

Cela  se  conclut  sans  difficulte  du  thcoc^me  (415)  relatif  k  six 
droites,  dont  quatre  divisent  homographiquement  les  deux  autres. 

552.  II  suit  de  Ik  que :  La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joi- 
gnent deux  a  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions  homo' 
graphiques ,  peut  Stre  consideree  comme  V enveloppe  d'une  droite 
mobile  qui,  dans  chacune  de  ses  positions ^  determine  sur  quatre 
droites  fixes ,  quatre  points  ayant  un  rapport  anharmonique  con- 
stant, 

Regiproquement  :  La  courbe  enveloppe  d* une  droite  mobile  qui, 
dans  chacune  de  ses  positions,  rencontre  quatre  droites  fixes  en 
quatre  points  ayant  un  rapport  anharmonique  constant ^  peut  etre 
considSree  comme  Venveloppe  d'une  serie  de  droites  qui  divisent 
homographiquement  deux  droites  fixes. 

Soient  quatre  droites  fixes  A,  B,  C,  T>  {fig*  i23)  rencontrees 
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par  une  cinquieme  M  en  quatre  points  a,  by  c,  d.  Que  du  point 
d'intersection  O  des  deux  droites  A,  B,  on  mene  les  deux  Oc^Od; 
les  quatre  droites  A,  B ,  Oc,  Od  auront  leur  rapport  anharmo- 
nique  constant,  quelle  que  soit  la  droite  M,  parce  que  ce  rapport 
est  egal  a  celui  des  quatre  points  c,  d^  lequel  est  constant, 

par  hypothese ;  on  aura  done 

sin  aOc    sin  bOc  ^ 

ixnaOd  '  sinbOd  ' 

ou 

sinaOc   ^sinaOd 

sin  bOc        sin  bOd' 

ce  qui  prouve  que  les  deux  rayons  Oc,  O^/forment  deux  fais- 
ceaux  homograph iques  (145).  Par  consequent,  les  deux  points  c,  d 
forment  sur  les  deux  droites  fixes  C,  D  deux  divisions  homogra* 
phizes.  Ce  qui  demontre  le  theoreme  enonce. 

84$5.  Deux  courbes  dont  chacune  est  Ven^loppe  des  droites  qui 
Joignent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques  ^ 
peuvent  etre  considerees  comme  deux  figures  homographiqucs , 
dans  lesquelles  trois  tan  gent  es  quelconques  de  I' une  correspondent 
a  trois  tangentes  designees  dans  f  autre. 

En  effet,  soient  AB,  BG,  CA  les  trois  tangentes  de  la  premiere 
courhe,  et  A'B',  B'C,  C'A'  celles  de  la  seconde  courbe  qui  doi- 
vent  leur  correspondre.  Une  quatrierae  tangente  M  k  la  premiere 
courbe  rencontrera  les  deux  AC,  BC  en  deux  points  a,  b  qui  for- 
meront  deux  divisions  homograph  iques ,  exprimees  par  la  relation 

«C  ^^C 
"^  +  ^IB  =  ' 

On  aura  de  m^me,  pour  la  seconde  courbe,  une  equation 

,«'C'  *'C' 

Les  deux  tangentes  aby  a^  b'  aux  deux  courbes  respectivement , 
peuvent  ^Ire  liees  par  les  relations 

aC        .  a  a  .  ^C  b'C 
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car,  en  vei  tu  de  Inequation  de  la  pr^mi^re  courbe ,  les  valeurs  des 

rapports  9  y-^,  donnees  par  ces  equations ,  satisfont  k  1  equa- 
tion de  la  seconde.  Or  ces  relations  etablissent  que  les  deux  droites 
ah^  a  b'  envdoppent  deux  courbes  homographiques  dans  les- 
quelles  les  trois  droites  A'B',B'C',  C'A'  de  la  seconde  corres- 
pondent aux  trois  AB,  BG,  CA  de  la  premiere  (SOI).  Le  theoreme 
est  done  demontre. 

o54.  Deux  figures  homographiques  peuvent  etre  placees  de 
nianiere  a  etre  la  perspective  Tune  de  Tautre  (569).  Done 

Deux  courbes  dont  chacune  est  Venveloppe  des  droites  qui  joi- 
gnent  fes  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques peu- 
vent  toujours  etre  considerees  comme  etant  la  perspective  f  une  de 
V autre ,  de  maniere  que  trois  iangentes  de  la  premiere  correspond 
dent  respectivement  a  trois  tangentes  designees  de  la  secondti^ 

Les  tangentes  k  un  cercle  forment  sur  deux  tangeAtes 
Bxc^  deux  divisions  homographiques  (*).  On  conclut  done,  du 
theoreme  precedent ,  celui-ci : 

La  courbe  enveloppc  des  droites  qui  Joignent  les  points  homo- 
logues de  deux  divisions  homographiques  peut  etre  placee  sur  un 
cdne  a  base  circulaire,  et  est,  par  consequent ,  une  section  conique. 

Autre  demonstration.  —  Soient  rt,  by  r, .  .  .  et  a\  b\  c/,.  . . 
[fig.  124)  les  points  des  deux  divisions  formees  sur  deux  droites 
L,  v.  Deux  droites  telles  que  ab'  et  a' b  se  coupenten  un  point 
dont  le  lieu  est  une  ligne  droite  A  (108),  et  les  points  ou  cette 
droite  rencontre  les  deux  L  ,L'  sont  precisement  les  points  de  con- 
tact de  ces  deux  droites  avec  la  courbe  (1548).  La  droite  A  ren- 
contre la  courbe  en  ces  deuf  points;  de  sorle  qu'une  partie  de 
cette  droite  est  au  dehors  de  la  courbe  et  Tautre  dans  son  inte- 
rieur.  Prenons  sur  cette  droile  un  point  0  dans  Pinterieur  de  la 
courbe,  de  maniere  que  les  tangentes  que  Ton  voudrait  mener  par 
ce  point  soient  imaginaires. 

Cela  pose,  les  droites  menees  du  point  0  aux  deux  series  de 


(*)  Celtc  propricU*  ilu  corde  sora  <I<'monlr(Je  tians  la  1V«  section, 
chi»p.  XXV 11 ,  §  II. 
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poinls  aybjCy. . ,  et  b'^  c', .  . .  formeDt  deux  faisceaux  ho- 
mographiques ,  et  ces  deux  faisceaux  sont  en  involution,  parce 
que,  si  Ton  consid^re  le  rayon  O/i  du  premier,  qui  a  pour  homo- 
logue  dans  le  second  Oa'^  comme  appartenant  au  second  faisceau 
et  etant  O  b\  son  homologue  0  b ,  dans  le  premier  faisceau ,  coin- 
cide avec  Ofl';  ce  qui  suffit  pour  que  les  deux  faisceaux  soient 
en  involution  (252).  Par  consequent,  les  intersections  des  deux 
faisceaux  par  une  meme  transversale  seront  deux  divisions  ho- 
mographiques  en  involution.  Supposons  que  cette  transversale 
passe  par  le  point  A  intersection  des  deux  droites  L,  L',  et  par 
le  point  h  intersection  des  deux  droites  aa',  bb'\  et  soient  7,  7'  les 
points  oii  elle  rencontre  deux  rayons  homologues  Oc,  Oc'  des 
deux  faisceaux.  Ce  sont  ces  deux  points  7,  7'  qui  forment  deux 
divisions  en  involution;  ol  ces  deux  divisions  ont  leurs  points 
doubles  imaginaires,  parce  que  les  deux  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux,  qui  seraient  les  deux  tangentes  5  la  courbe,  issues  du 
point  O  (o49),  sont,  par  hypotht'se,  imaginaires. 

Done  il  existe  deux  points  P,  P',  situes  de  part  et  d*autre  de  la 
transversale ,  de  chacun  desquels  on  voit  chaque  segment  77'  sous 
un  angle  droit  (204).  Que  sur  PP',  comme  dianietre,  on  decrive  une 
drconference  de  cercle  dans  un  plan  perpendiculaire  ^  la  transver- 
sale, et  qu*en  prenant  pour  lieu  de  Toeil  un  point  S  de  cette  cir- 
confcrenre  on  fasse  la  perspective  de  la  (igure  sur  un  plan  parallele 
au  plan  mene  par  le  point  S  et  la  transversale ,  on  aura  en  per- 
spective une  courbie  [Jig'  1 25)  inscrite  dans  un  losange  (parallelo- 
gramme  a  diagonales  rectangulaires),  dont  toutes  les  tangentes  cc' 
seront  vues,  dn  point  de  croi^ement  des  deux  diagonales,  sous 
des  angles  droits.  Or  on  sail  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Done 
)a  perspective  de  notre  courbe  est  un  cercle;  ce  qui  demontre  le 
theoreme.  Done,  etc. 

856.  II  resuite  des  propositions  (i>47  bis  et  iJiJiJ)  que  la  courbe 
lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques,  et  la  courbe  enveloppe  des  droites 
qui  joignent  deux  a  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions 
hpmographiques ,  sont  identiques,  puisque  ces  deux  courbes  sont 
Tune  et  Taiitre  des  sections  du  cone  2i  base  circulaire,  c'est-a-dire 
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des  sections  coniffues.  Nous  aurions  pen  de  mots  a  ajoiiter  pom 
pronver  que,  reciproquement ,  toute  section  conique  peut  etre 
coDsideree  comme  ctant  tout  h  la  fois  le  lieu  des  points  d^inter- 
section  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographi- 
ques,  et  Tenveloppe  des  droites  qui  divisent  homographiqiiemeDt 
deux  droites  fixes.  Mais  nous  voulons  eviter  d'anticiper  ici  sur  la 
theorie  des  sections  coniques,  qui  doit  faire  le  sujet  d'une  etude 
speciale  :  par  cetle  raison ,  nous  passons  sous  silence  diverses  pro- 
prieles  generales  de  ces  courhes,  telles  que  celles  de  riiexa^one 
inscrit  ou  cirronsrrit,  et  toute  la  theorie  des  poles,  qui  se  prc- 
senteraient  ici  d'ellcs-uiemes,  comme  consequences  naturelles  el 
immediates  de  nos  theories  du  rapport  anharmonique  et  de  The- 
mographie,  soit  de  deux  scries  de  points,  soit  de  deux  faisceaux. 

Jir,  Prujiricios  relativos  a  dcti.x  (ijiires  homogniphiqacs. 

^Wl .  Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  honiographi- 
qaes ,  tontes  Irs  droites  dc  I'une  qui  passent  par  un  m^me  point 
rencontrent  respective ment  les  droites  homologues  dans  I* autre 
figure,  en  des  points  situes  sur  une  conique. 

Car  ces  droites  des  deux  figures  forment  deux  faisceaux  homo- 
grapliiques  (509) :  done  elles  se  rencontrent  deux  4  deux  sur  une 
conique  (847  bis), 

688.  Quelle  que  soic  la  position  de  deux  figures  /lomogrnp/ii- 
ques  y  si  Von  joint  un  a  un ,  respectivement ,  par  des  droites y  des 
points  de  la  premiere  situes  en  ligne  droite,  aux  points  homologues 
de  la  seconde,  toutes  ces  droites  envelopperont  une  conique. 

Car  les  points  de  la  premiere  figure  etant  en  ligne  droite,  leurs 
homologues  sont  sur  une  seconde  droite,  et  les  deux  droites  sont 
divisees  homographiquement.  Done  (888),  etc. 

889.  Dans  deux  figures  homograpffiques  placeex  dune  maniere 
quelconque  y  les  points  de  la  premiere  qui  satisfonth  la  condition 
que  les  droites  qui  les  joigncnt  a  leurs  homologues  respectifs ^  dans 
la  seconde  figure ,  passent  toutes  par  un  meme  point  donnCy  sont 
situes  sur  une  section  conique. 

La  rourbe  lieu  des  points  en  question  ne  peut  etre  renconlree 
par  une  droite  L  qu'en  deux  points ,  parce  que  cette  droite  etant 
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consideree  comme  appartenant  h  la  premiere  figure,  les  droiles 
qui  joindront  ses  differents  points  r\  leurs  homologues  respecdfs 
envelopperont  iine  coniqiie({Ji$8)  a  laquelle  on  ne  pourra  mener 
que  deux  tangentes  par  le  point  donne;  de  sorte  qu'il  n'existe  sur 
la  droite  L  que  deux  points  qui,  etant  joints  a  leurs  homo- 
logues, donnent  deux  droites  passant  pai  le  point  donne.  Par 
consequent,  cette  droite  ne  rencontre  la  courbe  en  question  qu'en 
dewx  points,  reels  on  imaginaires;  par  suite,  cette  courbe  est  du 
second  degre;  c'est  done  le  lieu  des  points  d'inlersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  (545),  ou  enfin 
une  conique  (547  ^/.y).  c.  q.  f.  d. 

560.  Dnns  deux  /inures  homographiques  ^  les  droites  de  la  pre- 
miere figure  qui  jouissent  de  la  propricte  de  rencontrer  leurs  ho^ 
mologues  respecti\?es  en  des  points  situes  sur  une  droite  fixe  donnee^ 
sent  toutes  tangentes  h  une  meme  section  conique. 

La  courbe  enveloppe  des  droiles  en  question  n^adniet  que  deux 
tangentes,  reelles  ou  imaginaires,  issues  d'iin  meme  point.  En 
effet ,  les  droites  de  la  premiere  figure ,  issues  d'un  meme  point  0 , 
rencontrent  leurs  homologues  respectives  en  des  points  situes  sur 
une  conique  qui  ne  rencontre  la  droite  donnee  L  qu'en  deux 
points;  il  n'existe  done  que  deux  droites  de  la  premidre  figure  pas- 
sant par  le  point  O,  qui  rencontrent  leurs  homologues  respectives 
sur  la  droite  L;  consequemment  la  courbe  en  question  n*a  que" 
deux  tangentes  issues  du  point  O.  II  s*ensuit  que  cette  courbe  est 
de  seconde  classe ,  et,  par  consequent,  Tenveloppe  des  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homogra- 
phiques (550) ,  c'est-k-dire  une  conique  (565).     C.  Q.  F.  D. 

561.  Deux  figures  homographiques  etant  placees  cC une  ma- 
niere  quelconque y  ilexiste,  en  general^  trois  points  qui,  consi- 
derSs  comme  appartcnant  h  la  premiere  figure ,  sont  eux-mdmes 
leurs  homologues  dans  la  seconde. 

Deux  de  ces  trois  points  peuvent  Sere  imaginaires,  mais  le  troi- 
sieme  est  toujours  reel. 

En  effet,  considerons  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  ho- 
mologues autour  de  deux  points  O,  O'.  Leurs  rayons  homologues 
se  couperont  en  des  points  situes  sur  une  conique  passant  par  les 

3.6. 


4o4         TRAIT*  DE  GftOMETRIE  SUPl^RIEURE. 
deux  points  0,  O'  (1541     K47  bis);  eX  celte  coiirbe  passera  evi- 
demmeiit  par  tout  point  A  ou  co'incideront  deux  points  homologues 
des  deux  figures;  car  les  deux  droites  OA ,  O'A  seront  deux  rayons 
homologues  des  deux  faisceaux. 

Considerons  deux  autres  faisceaux  homologues  autour  des  deux 
points  P,  P';  les  rayons  homologues  se  couperont  encore  sur  une 
conique  r|ui  passera  par  les  points  tels  que  A.  Cette  conique  et  la 
premiere  sc  couperont,  en  general ,  en  quatre  points,  dont  I'lin 
est  le  point  d*  intersect  ion  des  deux  droites  OP  et  O'P'  qui  sont 
deux  rayons  liomologues  dans  chacun  des  deux  systemes  de  fais- 
ceaux homologues.  Chacun  des  trois  autres  points  d'intersection 
des  deux  coniques  jouit  de  la  propriete  d'etre  le  lieu  de  coinci- 
dence de  deux  points  homologues  des  deux  figures;  car  soit&>  iid 
de  ces  points  d'intersection  :  les  droites  Ow ,  O'w,  des  deux  figures, 
respectiveroent,  sont  homologues,  parce  qu'elles  se  coupent  sur  la 
premiere  conique;  et  pareillement,  les  deux  droites  Pw,  P'w  sont 
aussi  homologues,  parce  quVlles  se  coupent  sur  la  seconde  conique. 
Par  consequent ,  le  point  w ,  considere  comme  intersection  des  deux 
droites  Ow ,  Pw  de  la  premiere  figure,  a  pour  homologue  le  points 
lui-m^me,  considere  comme  Tintersection  des  deux  droites  homo- 
logues O'w ,  P'o>  dans  la  seconde  figure.  Ainsi  il  est  demontre  qu'il 
exisle,  en  general,  trois  points  jouissant  de  la  propriete  en  ques- 
tion, et  qu'il  n'en  existe  pas  un  quatrieme.  Or  quand  deux  coniques 
se  coupent  en  un  point,  elles  ont  necessairement  un  second  point 
d'intersection  reel ;  done  Tun  des  trois  points  en  question  est  tou- 
jours  reel;  les  deux  autres  pouvant  elre  imaginaires.  Le  theoreme 
est  done  demontre. 

tfGH.  Dnnx  deux  figures  homograpliiqucs  il  existc  ^  vn  general ^ 
trois  droites  f/ui ,  considerecs  comme  nppartenant  a  la  premiere 
figure,  sont  elles-m^mes  I  curs  homologues  dans  la  seconde  figure. 

Deux  dc  ces  droites  peuvent  ^trc  imaginaires ,  mais  la  troisiemc 
est  toujour s  reelle. 

En  effet,  prenonsdeux  droites  homologues  L,L';  les  droites 
qui  joignent  deux  ^  deux  leurs  points  homologues  enveloppent 
une  conique  Cette  courbe  est  langenfe  a  toute  droite  D  sui- 

vant  laquelle  co'incideront  deux  droites  homologues;  car  il  estdair 
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(|ue  cette  droite  D  rencontre  les  deux  L ,  en  deux  points  homu- 
logues ,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  une  des  tangentes  a  la  conique. 

Considerons  deux  autres  droites  homologues  M  ,  M';  les  droites 
qui  joignent  leurs  points  homologues  enveloppent  une  seconde  co- 
nique. Ces  deux  courbes  ont  pour  tangente  commune  la  droite  qui 
joint  le  point  d'intersection  des  deux  droites  L ,  M  au  point  d'in- 
tersection  des  deux  droites  L',  M',  car  ces  deux  points  sont  deux 
points  homologues  sur  L  et  L',  de  merae  que  sur  M  et  M'.  Les  deux 
courbes  ont  trois  autros  tangentes  communes,  dont  deux  peuvent 
etre  imaginaires ,  mais  dont  la  troisieme  est  toujours  reelle.  Cha- 
cune  de  ces  tangentes  etant  consideree  commc  appartenant  k  la  pre- 
miere figure,  est  elle-mcme  son  homologue  dans  la  seconde  figure ; 
car  les  deux  points  ou  une  de  ces  tangentes  rencontre  les  deux 
droites  L,  M  sont  les  homologues  des  deux  points  otl  cette  m^me 
tangente  rencontre  les  deux  droites  L',  M'.  Par  consequent,  le 
theoremc  est  demontre. 

Remarque,  —  II  est  clair  que  quand  il  existe  trois  points  qui , 
consideres  comme  apparteI)^nt  k  la  premiere  figure^  sont  eux- 
wemes  leurs  homologues  daus  la  seconde  (i^Ol) ,  les  trois  droites 
qui  joignent  ces  points  deux  k  deux,  etant  considerees  comme  ap- 
partenant k  la  premiere  figure ,  sont  elles-memes  leurs  homologues 
dans  la  seconde. 

Et  quand  deux  des  trois  points  sont  imaginaires,  deux  des 
trois  droites  sont  aussi  imaginaires;  c^est-^-dire  que,  quand  il 
n'existe  qu'un  des  trots  points  ,  il  n^cxiste  aussi  qu' une  des  trois 
droites.  Nous  verrons  plus  tard  (dans  la  Theorie  des  sections  co- 
niques)  que  celte  droite  est  celle  sur  laquello  se  trouvent  les  deux 
points  imaginaires. 

IV.  Ou  Ton  demontre  que  deux  figures  homographiquce  quelcoaquefi 
peuvent  £tre  placces  de  mariiero  a  etro  humologiques ,  uu  perspectives 
Tune  de  Tautre. 

1565.  Quand  dans  deux  figures  homographiquvs,  trois  points  de 
la  premiere  situes  sur  une  memc  droite  coincident  avec  leurs  homo- 
logies respectifs ,  //  en  est  de  memc  de  tous  les  an/res  points  de 
cette  droite,  et  les  deux  figures  sont  homologiqucs. 

Soient   ,     c  les  trois  points  de  la  premiere  figure,  situes  sur 
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une  uieme  droite  X,  qui  coincident  avec  leurs  homologiies  rcspec- 

tifs  a\  b'y  c\  II  est  evident  qii'un  quatrieme  point  quelconque  d 

pris  sur  la  meme  droite ,  coincide  avec  son  honiologue  d\  puisque 

les  deux  series  de  quatre  points  ont  le  meme  rapport  anharmo- 

nique(»09). 

II  resulte  de  \k  que  deux,  droites  homologues  quelconques  dans 
les  deux  figures  se  rcncontrent  sur  la  droite  X.  Par  consequent  j 
pour  que  les  deux  figures  soient  horaologiques,  il  suffit  que  les 
points  homologues  soient  deux  c\  deux  sur  des  droites  concourantes 
en^un  meme  point  (518). 

Soient  a ,  a'  deux  points  homologues  ;  la  droite  aa'  rencontre 
Taxe  X  eu  un  point  a  dans  lequci  coincident  deux  points  homo- 
logues,  comme  il  vient  dY'tre  dit.  Par  consequent,  les  deux 
droites  ool  et  a'a,  sont  deux  droites  homologues  coincidenles. 
Soient  pareilU^ment  6,  b'  deux  autres  points  homologues,  et  6  le 
point  oil  la  droite  bb'  rencontre  Taxe  X;  les  deux  droites  66,  tb' 
sont  deux  droites  homologues  coincidentes.  I.e  point  S,  intersec- 
tion des  deux  droites  aa'^  bb\  est  un  lieu  de  coincidence  de  deax 
points  homologues ;  car,  comnie  appartenant  a  la  premiere  figure , 
il  est  rintersection  des  deux  droites  aa,  b^,  et  considcre  comme 
appartenant  k  la  seconde  figure,  il  est  Tintersection  des  deux 
droites  homologues  a' a,  b'^,  Le  point  S  jouissant  ainsi,  de  meme 
que  chacun  des  points  de  la  droite  X,  de  la  propriete  d'etre  un 
lieu  de  coincidence  de  deux  points  homologues  des  deux  figures, 
il  s'ensuit  que  toute  droite  nienee  par  ce  point,  dans  Tune  des 
deux  figures,  estelle-meme  son  homologue  dans  Tautre;  en  d'au- 
tres  termes,  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  passe  par 
le  point  S.  Done  les  deux  figures  sont  homologiques. 

Observation,  —  Le  theoi  eiiie  et  la  demonstration  s'appliquent 
au  cas  od  le  centre  d'liomologie  S  est  a  Tinfini. 

564.  Quand  deux  figures  sont  homologu/ues ,  si  fan  fait  tourner 
rune  d'elies  autourde  I'axc  d'/wmologie,  de  manicre  a  f aire  coin- 
cider  de  nouveau  son  plan  avec  celui  dc  I' autre  figure,  les  deux 
figures^  dans  leur  nouvelle  position  relative,  seront  encore  homolo- 
gifjues,  mais  leur  centre  d'liomologir  sera  dijferent. 

Cela  resulte  evidcmment  du  theorcme  precedent. 
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UGiS.  Quand,  dans  deux  figures  homographiques,  trois  droitcs  de 
la  prcmierey  passant  par  un  meme  point ,  coincident  avec  leurs  ho- 
mologucs  respectives,  it  en  est  dc  mSme  de  toutes  les  autres  droites 
menees  par  ce  mSme  point ,  at  les  deux  figures  sont  homologiques. 

En  fffet,  soient  SA ,  SB,  SC  les  trois  droites  de  la  premiere  fi- 
gure passant  par  iin  meme  point  S ,  qui  coincident  avec  leurs  ho- 
mologucs  SA',  SB',  SC  dans  la  seconde  figure.  Une  quatrieme 
droite  SD  coincidera  evidemment  avec  son  homologue  SD',  puis- 
qiie  les  deux  series  de  quatre  droites  onl  le  meme  rapport  anhar- 
monique{{500).  Ainsi  les  deux  figures  sont  telles,  que  leurs  points 
homologues  sont  deux  hi  deux  surdes  droites  concourantes  toutes  au 
meme  point  S.  II  faut  faire  voir  que  leurs  droites  homologues  se 
conpentdeux  ii  deux  sur  une  meme  droite  qui  sera  Taxe  d*homo- 
logie  des  deux  figures. 

Soient  A,  A'  deux  droites  homologues,  a  leur  point  d'intersec- 
tion.  Ce  point ,  considere  com  me  appartenant  a  la  premiere  droite , 
est  lui-meme  son  homologue  sur  la  seconde,  puisque  deux  points 
homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  S. 

Considcrons  deux  autres  droites  homologues  B,  B';  leur  point 
d'intersection  S,  considere  comnie  appartenant  k  la  premiere,  est 
lui-meme  son  homologue  sur  la  seconde.  Done  la  droite  aS,  con- 
sideree  comme  appartenant  h  la  premiere  figure,  est  elle-meme 
son  homologue  dans  la  seconde;  el,  puisque  deux  points  homo- 
logues sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le  point  S,  on  en  con- 
clut  que  tous  les  points  de  la  droite  a€  sont  eux-memes  leurs  ho- 
mologues. II  s'ensuit  que  deux  droites  homologues  quelconques 
rencontrent  cette  droite  a6  aux  memes  points.  Ce  qu'il  fallait  prou- 
ver.  Done ,  etc. 

566.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  Von  fait  tourner 
Vune  d'elles  dans  son  plan,  autour  du  centre  d  homologie ,  apres 
une  rotation  dc  1 80  degres  les  deux  figures  seront  encore  homolo- 
giques ^  mais  avec  un  nxe  d'homologie  different, 

Cela  resnlte  immcdiatement  du  theoreme  precedent. 

o67.  Deux  figures  homographiqucs  de  construction  generate 
peuvent  toujours  etrr  placees  de  maniere  a  former  deux  figures  ho  - 
mologiques. 
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Nous  disons  que  les  deux  figures  sont  de  construction  gencralc, 
pour  excluro  le  cas  ou  elles  auraient  un  systeme  de  deux  droites 
homologues  coincidentes  ^  Tinfini^  comme  nous  Tavons  vu 
Ce  cas,  eu  ce  qui  concerne  la  question  actuelle,  sera  traite  plus^ 
loin  (575). 

Demonstration,  —  Qu'on  determine  dans  la  preuiiero  figure  la 
droite  I  correspondante  Tinfini  de  la  seconde ,  et  dans  la  seconde 
la  droite  J'  correspondante  k  Tinfini  de  la  premiere  (805).  Conce- 
vons  que  les  deux  figures  soient  placees  de  nianiere  que  ces  deux 
droites  soient  paralleles. 

Un  point  quelconqqe  e  dc  la  droite  I  a  son  homologue  dans 
la  seconde  figure  situc  a  Tinfini  par  consequent,  toutes  les  droites 
passant  par  le  point  c  ont  leurs  homologues  paralleles  entre  elles, 
et  I'on  peut  determiner  leur  direction.  Que  Ton  niene  par  le  point  f , 
dans  la  premiere  figure,  une  droite  E  parallele  a  celte  direction; 
etsoit  E'  la  droite  correspondante  dans  la  seconde  figure.  Les  deux 
droites  E  et  E'  sont  paralleles  entre  elles. 

Par  un  autre  point  f  de  la  droite  I,  on  menera  de  meme  une 
autre  droite  F  parallele  a  son  homologue  F'.  Soit  S  le  point  d'in- 
tersection  des  deux  droites  E,  F,  et  S' celui  des  deux  droites  E', 
F';  on  placera  la  seconde  figure,  de  maniere  que  les  deux  points 
S,  S'  coincident,  ainsi  que  les  deux  droites  E,  E'  et  les  deux  F, 
F'.  Alors  les  deux  figures  seront  homologiques,  et  leur  centre 
d*liomologie  sera  le  point  S. 

En  effet,  la  droite  menee  par  le  point  S  parallelement  auxdeux 
droites  I  et  J',  consideree  comme  appartenant  a  la  premiere  fi- 
gure, est  elle-meme  son  homologue  dans  la  seconde  figure,  parce 
que  deux  points  homologues  coincident  en  S,  et  que  le  point  sitae 
u  rinfini  sur  la  droite,  est  aussi  lui-raeme  la  reunion  de  deux 
points  homologues  dans  les  deux  figures  («S05).  Mais  les  deux 
droites  homologues  E,  E'  coincident,  et  de  meme  les  deux  F,  F'. 
Done,  d'apres  le  tlieoreme  (iSOiS),  les  deux  figures  sont  homolo- 
giques.  c.  q.  f.  d. 

Aulremvnt.  Apres  avoir  determine  dans  les  deux  figures  les 
deux  droites  I  et  J',  que  Ton  mene  pjir  deux  points  homologues 
a  y  a'  des  droites  paralleles  a  ces  deux- la  respcctiveuient ,  les- 
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queiies  seront  horaologiies  (^Oo),  et  qu'on  prenne  sur  ces  droites 
deux  points  horaologues  ^,  b' .  Puis,  que  Ton  determine  lesdeux 
droiles  honiologues  a  S,  a' S'  qui  font  des  angles  egaux  avec  les  deux 
abj  a'b'  rcspectivcment  ( 147) ;  et  sur  ces  deux  droites,  les  deux 

points  Iiomologues  S,  S'  tels,  que  le  rapport       soit  egal  k  (*)• 

Qu*on  superpose  les  deux  droites  aS,  ^I'S'  en  f.iisant  co'incider 
les  points  S ,  S',  les  deux  figures  seront  homologiques. 

Si  Ton  veut  determiner  directement  danschaque  figure  la  post- 
tion  dc  la  droite  qui  devient  Taxe  d*homologie ,  on  cherc^e  sur  les 
droites  <iS,  a'W  les  points  homologues  a,  a'  lels ,  que  S a  =  S'a' 
(  Ifi7)  Ces  deux  points  appartiennent  aux  droites  cherchees. 

Ainsi  Ton  peut ,  sans  deplacer  les  figures ,  determiner  dans  cha- 
cune  le  point  et  la  droite  qui  devienncnt  le  centre  et  Taxe  trho- 
mologic. 

iJ08.  Remarque, —  Ces  deux  droites  homologues  qui,  superpo- 
sees,  Torment  Taxe  d'homologie,  sont  divisces,  par  leurs  points 
homologues,  en  parties  egales,  Ainsi  se  trouve  demontree  celte 
proposition  enoncee  precedemment  (305)  savoir  que :  Dans  deux 
figures  homographiques  {de  construction  generate)  it  cxiste  toujours 
deux  droites  homologues  qui  sont  divisees  en  parlies  egales  par 
leurs  points  homologues. 

Si  Ton  considere  les  deux  points  S,  S'  des  deux  figures  qui ,  su- 
pcrposccs,  Torment  le  centre  dMiomologie,  on  peut  dire  qu'/7  existe 
toujours  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  homologues  eguux 
et  superposables . 

569.  Deux  figures  homographiques  ctant  rendues  homologiques, 
si  Ton  Tait  tourner  Tune  d'elles  aulour  de  I'axe  d*homoIogic ,  elles 
deviendront  en  perspective  (IS18).  Ainsi  : 

Deux  figures  homographiques  de  construction  generate  peuvent 
toujours  itre placces  de  maniere  a  ctre  la  perspective  Vune  dc  I'auire, 


(*}  Soient  i  et  j'  les  poiiiis  ou  les  deux  droites  aS,  a'S'  rtinconirent  loti 
deu\  I  et  J'  re8pccli^clncnt ;  lc»  Uuux  puiiUs  S,  S'  buroiu  dcleriniiics  p<ir  leu 
deux  rclatioiib 

ais     a' S  a'  h      a'  // 
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1570.  Nous  avons  vu  que  deux  qnadrilateres  dont  les  somiiiets 
se  correspondent  deux  a  deux ,  peuvent  ctre  considercs  comme 
appartenant  k  deux  figures  homographiques  ( S06);  par  consequenf, 
le  probleme  que  nous  venons  de  resoudre  relativement  h  deux  fi- 
gures homographiques,  doit  s^entendre  de  deux  quad rila teres. 
Ainsi : 

Deux  quadrilateres  qaelconques  [qui  ne  sont  pas  tous  driuc  des 
parallelogranimes),  dont  les  sommets  se  correspondent  deux  adcujc, 
peuvent  toujours  ette  places ,  dans  leur  plan  commun^  de  maniere  h 
etre  homologiquts ;  c*est-a-direy  de  maniere  que  leurs  sommets  soicnt 
deux  a  deux  surquatte  droites  concourantes  en  un  meme  point,  ct 
que  leurs  cdtes  homolugues  se  coupent  deux  a  deux  en  quatre  points 
en  ligne  droite. 

£t  les  deux  quadrilateres  peuvent  toujours  ctre  places  de  ma- 
niere a  etre  la  perspective  I'un  de  1' autre. 

Nous  disons  que  les  deux  quadrilateres  ne  doivent  pas  etre  lous 
deux  d«^'s  parallelogramnies,  parce  que  dans  ce  cas  ils  appartien- 
draient  a  deux  figures  homographiques  de  construction  particu- 
liere  dontil  va  ctre  question  ci-dessous. 

1571.  Puisque  deux  figures  perspectives  Tune  de  Tautre,  sont 
deux  figures  homographiques,  et  que  reciproquement  deux  figures 
homographiques  peuvent  etre  niises  en  perspective,  on  enconclut 
que  quand  on  fait  diverses  perspectives  A',  A",  etc.,  d'une  meme 
figure  A,  surdes  plans  differents  et  avec  des  positions  de  Toeil  dif- 
ferentes,  deux  quelconques  de  ces  figures  peuvent  etre  placees  en 
perspective. 

V^  Figures  hornograi>hiqnes  daws  Icsqueiles  il  exi&te  deux  ili-utltis 
hoinologijos  a  rinfini. 

tf7'i.  Quand  les  droites  a  Vinfini,  dans  deux  figures  homogru- 
phiques y  sont  homologues ,  par  chaque  point  de  I'une  des  deux 
figures,  on  peut  mener,  en  general,  deux  droites  telles,  que  cha- 
cune  d'elles  et  son  homologue  dans  l*autre  figure  seront  dipisecs 
en  parties  egales  par  leurs  points  homologues. 

Ces  deux  droites  peuvent  etre  imaginaires. 

En  effet,  prenons  deux  points  homologues  O,  0',  et  considc- 
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roDS  dans  la  premiere  figure  un  cercle  ayant  le  point  O  pour  centre. 
Aux  points  de  ce  cercle  correspond ront,  dans  laseconde  figure , 
les  points  d'une  ellipse.  Cette  ellipse  aura  deux  deini-diametres 
0'a\  b'  egauxau  rayon  du  cercle.  On  cherchera  les  deux  points 
a,  6  du  cercle  correspondants  aux  deux  points  a'^  b'  de  Tellipse. 
Les  deux  droites  Oa,  0'/?'  satisferont  k  la  condition  demandee, 
savoir,  d'etre  divisees  en  parties  egales  par  leurs  points  hojnologues 
(i535).  11  en  est  de  mcme  des  deux  droites  O^,  O* b' .  Ainsi,  le 
tbeoi*eme  est  demontre. 

11  est  clair  que  les  droites  inenees  par  deux  points  homologues 
quelconques  P,  P'  parallelenient,  soit  aux  deux  Oa^  O'fl',  res- 
pec  tivement,  soit  aux  deux  OA,  O' b'y  seront  aussi  divisees  en  par- 
ties egales  (i>56). 

Mais  il  faut  observer  que  les  deux  demi-diaraetres  0'«',  0'  b' 
de  Tellipse  pen  vent  etre  iinaginaires ,  et  alors  les  deux  systcmes  de 
droites  divisees  en  parties  egales  n'existent  pas. 

573.  iktant  donnees  deux  figures  homographiques  dans  les- 
quellfs  deux  droites  homologues  coincident  a  Vinfiniy  placer  ces 
deux  figures  de  maniere  qu'clles  soient  homologiques. 

SoientO,  O'  deux  points  homologues,  on  cherchera  les  deux 
droites  Oa,  Ob  auxquelles  correspondent  deux  droites  0'^',  O' b^ 
telles,  que  les  deux  Oa,  0' a'  soient  divisees  en  parties  egales  par 
leurs  points  homologues,  ainsi  que  les  deux  OA,  O'  A'.  On  fera  coin- 
cider  les  deux  droites  Oo,  O' a'\  et,  dans  cette  position,  les  deux 
figures  satisferont  h  la  question ;  c*est-^-dire  que  toutes  les  droites 
qui  joindront  les  points  de  la  premiere  leurs  homologues  respec- 
lifs  concourront  en  un  meme  point,  lequel  sera  situe  a  rintini. 
Cela  resulte  du  llu^oreme  (i5(53). 

Si  Ton  veut  determiner  a  priori  la  direction  de  ces  droites  pa- 
ralleles,  il  suffit  de  chercher  les  deux  droites  homologues  qui, 
iiienees  par  les  deux  points  0 ,  0',  font  des  angles  egaux  avec  les 
deuxOfl,  O'a'  (147). 

Ce  que  nous  disons  des  deux  droites  Oa,  O'rt'  doit  s'entendre 
des  deux  Ob,  0'  b' \  de  sorte  que  la  question  admet,  en  general, 
deux  solutions;  lesquelles  peuvenl  ctre  imaginaires. 

574.  Quand  deux  figures  homologiques  out  Icur  centre  d'ho- 
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mologie  a  PiDfini,  si  Ton  fait  tourner  I'une  d'elles  autoui*  dc  Tax** 
d'homologie ,  les  droiles  qui  joigncnt  ses  ])oints  aux  points  hoiiio- 
logues  de  la  figure  fixe  resteront  toutes  paralleles  ontre  elles.  Car 
deux  droites  aa\  bb'  [fig.  126)  qui  joiguent  deux  points  de  la  pre- 
midre  figure  ii  leurs  homologues  etant  paralleles,  les  deux  triangles 
a'^a'y  bfb'  ont  lours  coles  proportionnels ,  et,  consequemmen  t , 
quand  la  droitc  7^1'//  tourne  autour  d«^  Taxe  d*homologie  yX  et 
prend  la  position  '^a"  b"  dans  Tespace,  les  deux  triangles 
byb"  sont  semblables,  et  leurs  cotes  aa^\  bb"  sont  paralleles. 
Dans  cette  position ,  les  deux  figures  sont  la  projection  Tune  de 
Tautre. 

575.  Quand  deux  figures  homographiques  ont  deux  droites 
homologues  k  rinfini ,  un  parallclogramnQe  dans  Tune  a  pour  ho- 
mologiie  un  parallclogramme  dans  Pautre  (554).  La  question  prc- 
cedente  comprend  done  la  solution  de  celle-ci  : 

£tant  'donnes  deux  para  I  lelo  grammes ,  les  placer  dc  manicrc 
que  Vun  sot t  la  projection  de  V autre. 

Cela  pourra  n'etre  pas  possible  (575) ;  inais  la  question  suivante 
sera  to u jours  resoluble  : 

itant  donnes  deux  parallelogranimes ,  en  projeter  un  sur  un 
plan  ^  de  maniere  que  sa  projection  soit  semblablc  a  V autre, 

Au  lieu  de  deux  paral lei ogra names ,  on  i>eut  ne  considerer  que 
les  deux  triangles  homologues  retranches  par  d.eux  diagonales  cor- 
respondantes.  Alors  on  resout  ce  probleme  : 

Etant  donnes  deux  triangles ,  en  projeter  un  de  maniere  que 
sa  projection  soit  semblable  au  second. 
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CHAPITRE  XXVI. 

TH^OBIE  DES  FIGrRES  COB R#XAT IVES. 


§  I.  —  Definition  el  constmction  des  figures  correlati^^es, 

I. 

S7G.  J'appelle  figures  correlatives  deux  figures  dans  les- 
ciuelles  a  des  points  de  I'une  correspondent  des  droites  dans 
Tatitre,  de  maniere  qu'a  des  points  en  Hgne  droite,  cor- 
respondent des  droites  passant  par  un  meme  point ,  avcc 
ceite  condition,  que  le  rapport  anliarmonique  de  qualre 
points  soit  egal  a  celui  des  quatre  droites  correspondantes. 

Puisque ,  a  des  points  situes  en  lignc  droite  dans  la  pre- 
miere figure,  correspondent  des  droites  passant  par  un 
meme  point  dans  la  seconde,  ce  point  correspond  a  la 
droite,  lieu  des  points  de  la  premiere  figure.  De  sorte  qu'on 
peut  dire  que  les  deux  figures  sonl  telles ,  qu'a  un  point  ct 
a  une  droite  dans  I'une,  correspondent,  respectivement, 
unc  droite  et  un  point  dans  1' autre. 

577.  Les  figures  suppleinentaires  tracees  sur  la  sphere 
ont  des  relations  de  construction  analogues  a  cclles  des 
figures  correlatii^es^  car  a  un  point  de  Tune  correspond 
un  arc  de  grand  ccrcle  dans  I'aulre ,  de  maniire  qu*a  des 
points  situes  sur  un  arc  de  grand  cercle  correspondent  des 
arcs  de  grands  cercles  passant  par  un  m^me  point;  et  le 
rapport  anharmoniquc  de  qualre  de  res  points  ost  egal  a 
celui  des  quatre  arcs  de  grands  cercles  correspondanls. 

Avec  ces  figures  spheriques  on  forme  immediatement  des 
figures  planes  correlativ^es;  car  il  suffit  de  faire  passer  par 
deux  figures  supplementaircs  deux  cones  ayanl  pour  sommet 
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t:omniuii  le  centre  de  la  sphere  5  les  seciioiis  des  deux  c6ne5 
par  un  plan,  ou  par  deux  plans  dilFerents,  sont,  evidem- 
ment,  deux  figures  correlatives, 

II.  Construction  des  figures  correlatives. 

578.  tltant pris  mi  triangle  AHC  (fig.  1 27)  dans  leplan 
rV lino,  figure y  si,  de  ses  deux  sonwiets  A,  B,  on  mene  a 
chaque  point  m  de  la  figure  les  droit  es  Am,  Bm  qui  for- 
ment  sur  les  cotes  opposes  les  deux  rapports  de  segments 

^9        puisj  que  Von  determine  sur  les  cdtes  A'C,  B'C 

dhin  second  triangle  quelconque  A!  B'  C,  deux  points  a',  b' 
forninnt  deux  rapports  de  segments  tels,  que  Von  ait  les 
relations 

nk_    a'a      bB  b'C 

1  et  (JL  etant  deux,  constantes; 

La  droite  a'b'  oppartiendra  a  une  figure  conelatiue  de 
la  proposee ,  et  con'espondra ^  dans  cette Jig f ire ,  au  point 
ra  de  la  premiere. 

Demonstration.  —  11  s'agit  de  prouver,  que  quand 
des  points  m  sont  en  ligne  droite,  les  droltes  correspon- 
dantes  a'  b'  passcnt  par  un  interne  point  j  2°  que  quand  des 
droites  passent  par  un  m^me  point,  dans  la  premiere 
figure,  les  points  auxquels  elles  donnent  lieu,  dans  la  sc^ 
conde,  sont  situes  en  ligne  droite ;  3°  que  quatre  points  en 
ligne  droite,  dans  la  premiere  figure,  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  egal  a  celui  des  quatre  droites  eorrespondantes ; 
et  4"  en  fin ,  que  quatre  droites  passant  par  un  m^me  point 
dans  la  premiere  figure,  ont  leur  rapport  anharmonique 
^gal  a  celui  des  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans 
la  seconde  figure. 

1".  Quand  des  points  m  sont  en  ligne  droite,  on  a. 
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les 

(legre 


entre  les  deux  rapports  ^9  ^9  la  relation  dii  premier 


rt'C  b'Q/ 

On  a  done  entre  les  deux  rapports  —f-^  et       la  relation 

^[nation  qui  prouve  que  la  droitc  passe  par  un  point 
fixe  (442). 

2*^.  Une  droite  L  etant  donnee,  dans  la  premiere  figure, 
le  point  qui  lui  correspond  dans  la  seconde,  est  le  point 
par  lequel  passent  les  droites  correspondantes  aux  points 
de  la  droite  L. 

Done  quand  plusieurs  droites  L  passent  par  un  meme 
point,  les  points  qni  leur  correspondent  se  trouvent  sur  une 
m&me  droite ,  laquelle  est  la  droite  correspondante  a  ce 
point. 

3°.  Quand  quatre  points  m  sont  en  ligne  droite,  leur 
rapport  anharmonique  est  egal  a  celui  des  quatre  droites 
qui  leur  correspondent.  En  effet,  les  quatre  points  ni  etant 
en  ligne  droite  ,  leur  rapport  anharmonique  est  egal  a  celui 
des  quatre  points  a\  or,  d'aprcs  la  premiere  des  rela- 
tions ( I ) ,  celui-ci  est  egal  a  celui  des  quatre  points  a'5 
mais  ce  dernier  est  egal  a  celui  des  quatre  droites  a' b\  puis- 
quVUes  passent  par  un  meme  point.  Done,  etc, 

4".  Quatre  droites  L  de  la  premiere  figure,  passant  par 
un  meme  point,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui 
des  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde.. 
En  effet,  les  quatre  droites  ont  leur  rapport  anharmonique 
egal  a  celui  des  quatre  points  a  ou  elles  rencontrent  le  e6te 
AC',  eelui-ci  est  egal  a  celui  des  quatre  points  a\  lequel  est 
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egal  a  cdai  des  quatre  points  /'  qui  correspondent  aux 

quatre  droites.  Done,  elc. 

Ainsi  la  proposition  est  demontree  dans  toutcs  ses  par- 
tics. 

Obsenmtions ,  —  Au  point  a  de  la  premiere  figure,  cor- 
respond, dans  la  seconde,  la  droitc  Wa',  Cda  resulte  des 
equations  (i) ;  car  si  le  point  m  est  en  a  sur  AC,  on  a  bC  =  o, 
et,  par  consequent,  i'B'=o,  de  sorte  que  la  droite  a'b' 
passe  par  le  point  IV.  Pareillement,  au  point  b  correspond 
la  droite  Mb',  Par  consequent,  a  la  droite  ab  correspond 
le  point  /'  intersection  des  deux  droites  IV a',  A' A'. 

II  s^ensuit  que,  aux  deux  droites  A/^,  B a  correspondent 
les  deux  points  b' a  a'\  et  Ton  en  conclut  que,  aux  trois 
droites  AC,  BC  et  AB,  correspondent  les  troi§  joints  B', 
A'  et  C;  et,  par  consequent,  qu'aux  trois  poiiiCs  A,  B,  C 
correspondent  les  trois  droites  B'C,  A'C,  A'B'. 

Puisque ,  a  la  droite  ab  correspond  le  point  nous  pou- 
vons  dire  que  la  droite  qui,  dans  la  premiire  figure,  cor- 
respond a  un  point  de  la  seconde ,  s^  construit  par  les  equa- 
tions (i),  qu^on  peutecrire 

a'M  bC 

C'est  a-dire  que  la  droite  correlative  d'un  point  se  con- 
struit par  des  forinules  semblablcs ,  ct  avec  les  m^nie^  coefli- 
cients,  dans  les  deux  figures. 

579.  y4  tons  les  points  situes  a  Vinfiniy  dans  unc  des 
deux  Jigurcs,  correspondent  des  droites  passant  toutes 
par  un  m^me  point. 

En  d'autres  termes,  a  Vinfinij  dans  une  figure,  corres- 
pond un  point  dans  V autre  figure. 

En  eflet,  si  un  point  m  est  a  Tinfini,  les  deux  droites 
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Am ,  Bm  sont  parall^es ,  et  Ton  a 

et ,  par  suite , 

Equation  qui  prouve  que  la  droite  a' J',  correspondante  au 
point  m  situe  k  I'infini,  passe  par  un  point  fixe  (442). 
Done ,  etc, 

580.  Aux  points  situes  sur  la  base  AB  dans  la  premiere 
figure^  correspondent  des  droites  passant  par  le  point  C, 
dans  la  seconde  figure.  Ainsi,  a  un  pointy  {fiS*  ^^^) 
respond  une  droite  C'g^';  et  r^ciproquement ,  au  point  de 
la  seconde  figure ,  correspond  la  droite  Cg^  dans  la  premiire. 
II  existe  entre  les  deux  points     g\  la  relation 

gB  p  g'A'' 

En  effet,  a  un  point  m  situ^  sur  la  droite  Cg  corres- 
pond une  droite  a^b^  qui  passe  par  le  point  g\  puisque 
celui-ci  correspond  a  la  droite  Cg. 

Les  trois  droites  qui  passent  par  le  point  dans  le 
triangle  ABC ,  donnent  la  relation 

gAaCbB 
qui  devient,  en  vertu  des  equations  (i) , 

gA  £fl^A/  b^a 

gB'  \a'C 

Mais  les  trois  points  g\  a',  V  etant  en  ligne  droite,  on  a, 
dans  le  triangle  A'B'C, 

^A'  a'G  b'V_ 

27 
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Done 

^B^'B'  X-  ^B-  ^g^A' 

C.    Q.   F.  D. 

581.  Les  deux  conslantcs  X  et  seront  determinees  si 
Ton  donne,  dans  la  scconde  figure,  la  droite  ou  le  point 
qui  doivent  correspondre  a  un  point  ou  une  droite  de  la 
premiere  figure.  Cela  est  evident. 

II  s'ensuit  que  la  proposition  (578)  impliquc  le  mode  dc 
construction  des  figures  correlatives  dans  les  deux  cas  ou 
I'on  donne,  dans  la  figure  que  Ton  veut  former,  les  quaire 
points  qui  doivent  correspondre  a  quatrc  droites  de  la  pro- 
pos^e ,  ou  trois  points  et  une  droite  devant  correspondre  a 
trois  droites  et  a  un  point  de  la  figure  proposfe. 

HI.  Discussion  relative  aux  equations  (i). 

582.  Le  mode  de  construction  precedent  des  figures  cor- 
relatives repose  sur  la  consideration  des  deux  triangles 
ABC,  A'B'C  qui  appartiennent ,  respectivement ,  aux  deux 
figures,  et  dont  les  sommets  de  Tun  correspondent  aux 
c6i6s  de  Tautre.  On  prend  pour  les  sommets  de  Tun  des 
triangles  trois  points  quelconques  de  la  figure  a  laquellc  il 
appartient.  On  pent  choisir  ces  points  de  mani^re  que, 
dans  chacun  des  deux  triangles,  un  sommet  ou  un  c6i6  soit 
a  rinfini  -,  ce  qui  donne  lieu  a  plusieurs  cas ,  dans  lefh^els 
un  ou  plusieurs  segments  disparaissent  des  equations. 

i".  Si  le  point  C  est  a  Tinfini,  les  equations  deviennent 


Alors  la  base  A'B'  dans  la  secondc  figure  passe  par  le  point 
qui ,  dans  cettc  figure ,  correspond  a  Tinfini  de  la  premiere, 
a^.  Le  point  C  correspond  a  la  droite  AB  de  la  premiire 
figure  i  si  cette  droite  passe  par  le  point  auquel  correspond 
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Finfini  de  la  seconde  figure,  le  point  C  sera  a  rinfini,  ci 
les  Equations  seront 

3^.  Si  les  deux  points  A ,  B  sont  a  Tiniiiii,  les  Equations 
deviennent 

i-— lfl£'  ^ 

Le  point  C  est  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond 
a  I'infini  de  la  premiere. 

4°.  Si  le  point  C  est  lui-m^me  le  point  de  la  premiere 
figure  correspondant  a  Tinfini  de  la  seconde,  A'B'  sera  k 
Tinfini ,  et  les  equations  deviennent 

^  =  >.«'C'.    3^  = 

5**.  Le  point  C  peut  ^ire  a  I'infini,  ainsi  que  la  base 
A'B'.  On  a  alors 

Ces  difTi^rentes  formules  s^appliquent  k  deux  figures^cor- 
relatives  quelconques. 

883.  Da»s  les  ^nations  (i) ,  on  petit  remplacer  un 

rapport  de  deux  segments  par  un  rapport  de  sinus  ^  par 

.     ,  a  A  1  sinaBA 

exemple,  le  rapport  —  par  le  rapport  -.^^^^^  comme 

nous  I'avons  vu  au  sujet  des  figured  liomograpliiques  (S04) . 
II  s'ensuit  que  Ton  peut  suppose^  la  droite  AC  a  Finfini ; 
et  de  mCime  de  BQ  et  des  deux  droites  A'C,  B'C  de  la  se- 
conde figure, 

IV.  Cas  particulier. 

884.  Si  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  a 
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riuGni  de  la  premiire  est  lui-meme  a  rinfini,  on  peut 
prendre  ce  point  pour  le  sommet  C  (fig-  129) ;  la  base  A  B 
du  premier  triangle  sera  a  Tinfini ,  et  Ton  aura 

Considerons  la  premiere  relation ,  et  rempla9ons-y  le  seg- 
ment aC  par  la  distance  du  point  m  a  Faxe  CB,  on  aura 

mp  =.  v.fl'A' ; 

ce  qui  eicprime  que  : 

Quand  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  a 
Vinfini  de  la  premiere  est  lui-mdme  a  Vinfini,  si  Von  prend 
dans  la  seconde  figure  un  axe  dinge  "vers  ce  point  a  Vin^ 
finiy  et  sur  cat  axe  un  point  fixe  A',  puisy  dans  la  pre- 
miere figure  la  droile  CB  coirespondante  a  ce  point 

Le  segment  A! a'  quune  droite  quelconque  de  la  seconde 
figure  fait  sur  Vaxe,  a  partir  du  point  A',  est  a  la  distance 
du  point  correspondant,  dans  la  premiere  figure,  <i  la 
droite  fixe  CB  correspondanie  au  point  A',  dans  une  rea- 
son constanie. 

§  II*.  —  Deweloppemcnts  relatifs  aux  pi  oprietes  nietriques 
des  figures  correlativ^es ,  —  Nouvelle  definition  de  ces 
figures. 

I. 

585.  La  propriety  fondamentalc ,  de  laquelle  d^rivent 
toutes  Ics  relations  metnques  de  deux  figures  correlatives , 
est  celle  que  nous  avons  enoncee  dans  la  definition  de  ces 
figures  5  savoir,  que  quatre  points  eri  ligne  droite ,  dans 
une  figure,  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  h  celui 
des  quatre  droites  correlatives » 

II  resulte  de  la  qne^quand  des  points  sont  en  ligne  dmite, 
dans  une  figure,  Ics  droites  qui  leur  correspondent  dans 
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r  autre figure  rencontrent  cette  droite  en  des  points  q  id  for- 
menty  ai^ecles  premiers,  deux  divisions  homographiques, 

586.  D'ou  Ton  conclut  que  : 

Sur  une  droite,  ily  a,  en  generalj  deux  points  [reels  ou 
imaginaires)  tels,  que  leursdroites  correlatii^es  passent  par 
ces  points  eux-mdmes,  respecti\^ement. 

Ety  par  un  point,  on  peut  mener,  en  general,  deux 
droit es  (reelles  ou  imaginaires)  passant  par  leurs  points 
cotrelatifs  respectifs, 

587.  Considerons  qualre  points  en  ligne  droite  a,  i, 
c,  m  dans  la  premiere  &gure,  et  les  quatre  droites  corres- 
poudantes  Aj  B,  C,  M  dans  la  seconder  on  aura 

am  ac  sifi  (A,  M)   sin(A,  C) 

Jm  '         sin(B,  M)  *  sin(B,  C)' 

ou 

am  sin(A,M)   r«c  sin(A,C)'| 

b^i     sin(B,  M)  *  {Jc  '  sin"(B,  C)J* 

La  quantite  entre  parentheses  est  constante,  quel  que  soil 
le  point  m  ^  ferivons  done 

am   ^.sin (A,  M) 

bm        sin(B,  M) 

Si  Ton  con9oit  dans  la  premiere  Ogure  une  droite  passant 
par  le  point  m ,  le  point  corr^latif  dans  la  seconde  figure 

sera  sur  la  droite  M,  et      [t, '  ^|  sera  le  rapport  des  dis- 
'  sin(B,M) 

lances  de  ce  point  aUx  deux  droites  fixes  A,  B.  L'equation 
exprime  done  que : 

iltant  pris  deux  points  fixes  a,  b  dans  une  figure,  et 
les  deux  droites  correspondantes  A,  B  dans  la  figitre  cor- 
relatii^e,  le  rapport  des  segments  f aits  par  une  droite  quel- 
conque  de  la  premiere  figure  sur  ab,  sera  au  rapport  des 
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distances  du  point  qui  correspond  a  cette  droite,  aux  deux 
droites  A,  B,  dans  une  raison  constante. 

588.  Le  rapport  dcs  segments  faits  sur  ab  par  une  droite 
est  ^gal  au  rapport  des  distances  de  cette  droite  aux  deux 
points  a,     De  sorte  qu'on  peut  dire  que : 

iltant  pris  deux  points  fixes  dans  une figure^  et  les  deux 
droites  correspondantes  dans  la  figure  corrilativey  le  rap^ 
port  des  distances  d'une  droite  quelconque  de  la  premiere 
figure,  a  ces  d<iux  points,  sera  au  rapport  des  distances  du 
point  correspondant  de  la  seconde figure,  aux  deux  droites 
fixes,  dans  une  raison  constante, 

589.  Dans  ce  th^oreme ,  Tune  des  deux  droites  fixes  peut 
6tre  a  Tinfini ,  et  la  distance  d'un  point  a  cette  droite  dis- 
parait  de  Tequation  comme  si  elle  devenait  ^gale  k  Tunit^ , 
ainsi  que  nous  I'avons  vu  souvent.  H  en  r&ulte  que : 

iltant  donnees  deux  figures  correlativ^cs,  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  Vune  a  une  droite  fi^e,  est  au 
rapport  des  distances  de  la  droite  con'espondante  dans 
Vautre,  aux  deux  points  fixes  dont  fun  correspond  h  la 
droite  fixe,  et  Vautre  h  Vinfini  de  la  premiere  figure,  dans 
une  raison  constante. 

590.  Dans  le  thdorfeme  (588) ,  on  peut  supposer  le  point  b 
a  Finfini ,  le  segment  bm  disparaitra ,  et  le  premier  membre 
de  r^quation  sera  simplement  am.  Done  : 

Quand  deux  figures  sont  correlatives,  le  segment  quune 
•droite  quelconque  de  la  premiere  fait  sur  un  axe  a  partir 
,d^un  point  fixe,  est  au  rapport  des  distances  du  point 
qui  correspond  h  cette  droite  dans  la  seconde  figure,  aux 
deux  droites  correspondantes  au  point  fixe  et  au  point 
situe  b  Vinfini  sur  Vaxe  de  la  premikre  figure,  dans  une 
raison  constante. 

591 .  On  peut  prendre  pour  le  point  fixe  de  la  premiere 
figure  le  point  qui  correspond  k  Tinfini  de  la  seconde ,  la 
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distance  d^un  point  de  la  seconde  figure  a  cette  droile  situee 
a  Tinfini  disparalt  de  F^quatiou,  et  Ton  a  ce  theor^mc  : 

Dans  dciix  figures  correlatives,  etant  ptis  le  point  I  de 
la  premiire  qui  correspond  a  Vinfini  de  la  seconde,  et 
etant  mene  par  ce  point  un  axe  fixe,  puis  etant  pris,  dans 
la  seconde,  la  droite  qui  correspond  au  point  de  la  pre-- 
miire  situe  h  Vinfini  sur  cet  axe,  le  segment  quune  droite 
quelconque  de  la  premiere  figure  fera  sur  Vaxe  fixe  h 
partir  du  point  I,  sera  a  la  valeur  immerse  de  la  distance 
du  point  correspondant ,  dans  la  seconde  figure,  d  la 
droite  fixe  correspondante  a  Vinfini  de  Vaxe  fixe,  dans 
une  reason  constante. 

II.  Nouvelle  definition  des  figures  correlatives. 

592.  D'apr^s  le  th^orime  (588) ,  on  pent  donner  cette 
definition  des  figures  correlatives  : 

Uon  appelle figur^es  correlatives ,  deux figures  tellcs,  que, 
aux  points  de  Vune  correspondent  des  droites  dans  Vau- 
tre,  de  maniere  que  les  rapports  des  distances  de  cliaque 
point  de  la  premiere  figure,  h  trois  droites  fixes,  soient 
aux  rapports  des  distances  de  la  droite  correspondante,  a 
trois  points  fixes,  dans  des  raisons  constantes. 

Cette  definition ,  qui  a  toute  la  precision  math^matique 
desirable,  puisqu'elle  n'implique  aucune  condition  super- 
flue,  seprfetc  n^anmoins  sans  grande  difficulte  a  la  demons- 
tration des  equations  (1)  el  des  di verses  proprietes  des  figures 
correlatives. 

593.  Obsefvation,  —  On  pent  prendre  Tune  des  deux 
droites  fixes  de  la  seconde  figure  a  Tinfini-,  la  distance  d^un 
point  a  cette  droite  disparaitra  des  relations  entre  les  deux 
figures,  comme  si  cette  distance  etait  devenue  egale  a  Tunite. 

De  m^me,  on  peat  supposer  que  Tun  ou  deux  des  trois 
points  fixes  dans  la  premiire  figure  soient  a  Tinfini  dans 
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des  directions  donnees.  Alors  on  substituera  au  rapport  des 
distances  d'une  droite  a  deux  points  le  rapport  des  segments 
que  cette  droite  fait  sur  celle  qui  joint  ces  deux  points ,  et 
si  Fun  de  ces  points  est  k  Tinfini ,  le  segment  qui  s'y  rap- 
porte  disparaitra  de  T^quation  comme  s'il  ^tait  devenu  ^al 
a  I'unit^. 

Ainsi ,  par  exemple :  Si  les  distances  d'un  point  d,  deux: 
axes  fixes  sont  proportionnelles,  respecti%^ement,  aux  seg- 
ments faits  par  une  droite  sur  deux  autres  axes  fixes  quel- 
conques,  it  partir  de  leur  point  de  rencontre,  le  point  et 
la  droite  appartiendront  h  deux  figures  correlativ^es . 

§111.  —  Expression  anafytique  des  figures  correlati\^es. 
I.  liquation  de  la  droite  correspondante  k  un  point  donne. 

594.  ^tant  donnees  les  coordonn^es  d  un  point  d'une 
figure,  nous  nous  proposons  de  trouver  T^quation  de  la 
droite  qui  correspond  a  ce  point  dans  une  figure  correla- 
tive. Pour  cela ,  nous  nous  servirons  des  relations  etablies 
par  le  theorime  (588)  concemant  les  distances  d'un  point 
quelconque  a  deux  axes  fixes ,  et  celles  de  la  droite  correla- 
tive aux  deux  points  correspondants  a  ces  axes. 

Soient 

ajc  -\-  bjr  -f-  I  =  o , 

a'  J7      b'x  -f-  1  =  o , 

a"a:'hb'y-hi  =  o, 

les  equations  de  trois  droites  fixes  dans  la  premiere  figure, 
et  x^  y  les  coordonn^es  d'un  point  m  de  cette  figure.  Les 
rapports  des  distances  de  ce  point  aux  trois  droites  sont 

flo:  -h      -h  1  a'  X  -\'    y  -t-  i 

'  a\x  -h  b"y  -\-  1 '  a"x-\-b"y 

€  et  <p  etant  des  constanies  ind^pendantes  des  coordonnees 
du  point  m. 
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Soienl  X',  Y';  X",  Y'^  et  X'",  Y''' les  coordonii^es  des  trois 
points  fixes  qui,  dans  la  secortde  figure,  correspondent  aux 
trois  droites  de  la  premiere ,  ces  coordonnees  se  rapportaiil  a 
deux  axes  quelconques  qui  peuvent  etre  diflFerents  des  deux 
axes  coordonnes  de  la  premiere  figure,  ou  les  m^mes ;  el  soit 

AX  +  BY  -4-  1  =  o 

I'equation  de  la  droile  correspondante ,  dans  la  seconde 
figure,  au  point  m  de  la  premiere.  II  s'agit  de  determiner 
les  param^tres  A  et  B,  pour  que  cette  droite  enveloppe  une 
figure  correlative  a  la  proposee. 

Les  rapports  des  distances  de  cette  droite  aux  trois  points 
fixes  soni 

AX^  -f.  Sr  H-  1  AX'jj-BY^^j-_i 
AX-'-h  BY'"-h  I '        AX''M:¥y*'+  1 ' 

On  a  done  (588) 

ax-\-by  AX^-I-  1 

a"x  -^^b"y-hi        AX'"-f.  BY'''-+-  i  ' 

a'x  4-  ^>  -f.  1  _  AX^'+  BY^^-h  1  _ 
a"x  ^b'^-hi"^  AX^'4-BY"'+  1  ' 

>  et  fx  etant  deux  constantes  determinees. 

De  ces  deux  equations ,  on  tirera  les  valeurs  de  A  et  B, 
et  on  les  substitucra  dans  Tequation  de  la  droite.  Ces  va- 
leurs sont  de  la  forme 

A  —        -f-  67  4-  7  _  ol'x  4-  6>  -h  7' 

a'^x  H-      4-  7" »        -  a".r  4-       -h  7"  " 

L'equation  de  la  droite  est  doac 

ax4-6r4-7  y  ,    a^3:4-6>4-7'  ^  ,  , 

ou 

(ax  4-  6j  4-  7)X  H-  (a'x  4-  6>  H- 7')  Y  4-  (a"x  4-  ^"x  -h  7")  =  o. 
Ainsi :  Quand  dciix  figures  sont  correlaWes^  Vcqiia- 
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tion  (Vane  droit e,  dans  Vune  des  figures,  contient  aa  pvt:- 
mier  degre  les  coordonnees  du  point  cotrespondant  d  cette 
droite  dans  F  autre  figure. 

595.  R6CIPROQUEMENT  I  Quand  Vequation  d'unc  droite 
contient  au  prcnuer  degre  les  coordonnees  d*un  point ,  si 
ce  point  est  mobile  et  decrit  une  figure,  la  droite  e/iw- 
loppera  une  figure  correlatwe. 

En  effet,  soit 

Tequation  de  la  droite  M  dont  les  coordonnees  courantes  , 
rapportees  a  deux  axes  OX ,  OY,  sont  X  et  Y,  et  dans  la- 
quelle  y  sont  les  coordonnees  d'un  point  variable  ap- 
partenant  a  une  figure  donnee,  coordonnees  relatives  a 
deux  axes  ox,  oy  qui  peuvent  6tre  diflerenls  des  deux  OX, 
OY,  ou  les  mdmes. 

La  droite  M  fait  sur  les  deux  axes  OX ,  OY  deux  seg- 
ments dont  les  valeurs  sont 

ax  4- 6/ -1-7  '  a'x-4-6'7-h7'" 

Or  ces  quantites  sont  proportionnelles  aux  rapports  des 
disunces  du  point  (a:,  y)  a  trois  droites  fixes  ayanl  pour 
Equations 

ax4-er+7  =  o,  a'x  4- 6'74-7'  =  o,  a'x  4- 6'>  4- 7"  =0. 

Done,  d'aprfes  (593),  quand  le  point  (x,  y)  decrit  unc 
figure,  la  droite  M  enveloppe  une  figure  correlative  dans 
laquelle  le  point  O ,  intersection  des  deux  axes  OX,  OY , 
correspond  a  la  droite  qui  a  pour  Equation 

a''x4-6'>4-7"  =0, 
et  les  points  a  Tinfini ,  sur  ces  deux  axes ,  correspondent 
aux  deux  droites  qui  ont  pour  equations 

ao:  4-  ^7  4-  7  •=  o    et    a'a:  4-  6>  4-  7'=  o. 
Done,  etc. 
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596.  II  serait  facile  dedemontrer  directement,  aumoyen 
deTequation  de  la  droite  mobile,  que  la  figure  enveloppe 
de  cette  droite  jouit ,  par  rapport  a  celle  que  d^rit  le  point 
(x,  j)  de  toutes  les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  figures 
correlatives.  Par  exemple,  demon  irons  que  quandle  point 
{x^  y)  d^crit  une  droite,  la  droiie  M  passe  toujours  par 
un  m^me  point. 

Soil 

Lx  I  =  o 

Tequation  de  la  droite  decrite  par  le  point  [x^y). 
Liquation  de  la  droite  M  se  met  sous  la  forme 

(aX4-a'Y4-a")x-f.(6XH-6'T-f.<5")/-|-(7X4-7'Y4-  7")  =  o. 

On  voit  immediatement  que  le  point  dont  les  coordon- 
n^es  X ,  Y  sont  donndes  par  les  deux  equations 

aX a' Y  H- a"  =  L  (7X  +  /  Y -f- 7"), 
6X  4-  S'Y  4-  6"  =  M  (7X  -4-  7' Y  +  7")* 

est  situe  sur  cette  droite ,  parce  que  ces  coordonnees  satis- 

font  a  son  Equation  *,  car  elles  la  ramenent  a 

^nation  identique,  puisqueTon  suppose  quele  point  (jc^j) 
d^crit  la  droite  representee  par  cette  equation.  Done, 
quand  le  point  (a:,  j)  decrit  une  droite,  la  droite  M  passe 
par  un  point  fixe. 

§  IV.  —  Proprietes  des  figures  coirelatwes , 

597.  Quand  trois  points  A ,  B,  C  ^  une  figure  ont,  cha- 
cun^  pour  droite  correspondante  dans  la  figure  correla- 
twe,  la  droite  qui  joint  les  deux  autres, 

Ces  trois  points,  consideris  comme  appurtenant  h  la 
seconde  figure,  ont  pour  droites  correlatiyes  dans  la  pre- 
miere les  mSmes  droites^ 

Et  il  en  est  de  m^me  de  tout  autre  point ^  c€St*h-dirc 
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que  tout  pointy  etant  considere  comme  appartenant  sue- 
cesswement  aux  deux  figures,  a  la  mdme  droite  correla- 
ti\^e  dans  les  deux  cas. 

Eneffet,  A,  B,  C  [fig-  i3o)  sont,  par  hypolhese,  Irois 
points  de  la  premiere  figure,  et  les  irois  droiles  BC,  CA  , 
AB  sont  les  droites  correspondantes  a  ces  points,  respecti- 
vement ,  dans  la  seconde  figure.  Done  le  point  A,  considere 
comme  intersection  des  deux  droites  AB ,  AC  de  la  seconde 
figure,  et  par  consequent  comme  point  appartenant  a  cetle 
figure,  a  pour  droite  correlative  dans  la  premiere  figure  la 
droite  BC  qui  joint  les  points  C  et  6  qui ,  dans  la  premiere 
figure,  correspondent  aux  deux  droites  AB,  AC  de  la  se- 
conde. Ainsi  la  premiire  partie  du  theorimc  est  prouvec. 

Soit  un  point  m  de  la  premiere  figure  \  on  determine  la 
droite  correspondanle  dans  la  seconde  figure,  en  menant 
les  deux  droites  wA,  mB  et  en  prenant 
ak       fl'C      bB  b'C 

a' est  la  droite  cherchee. 

Si  le  point  m  est  considere  comme  appartenant  a  la  se- 
conde figure ,  on  determine  la  droite  correspondante  a6  de 
la  premiere  par  les  formules 

Done 

Done  les  points  a  ,  6  coincident  avec  a\  b'.  Done  la  droite 
a'i'  est  la  droite  correspondante  au  point  m  de  la  seconde 
figure.  Ce  qui  prouve  la  seconde  partie  du  theorfeme. 
Done,  etc.  (*). 


C^)  On  pcut  encore  considerer  la  droilc  a'b'  comme  appartenant  k  la  pre* 
mi6re  figure,  ct  cbercher  le  point  qui  lui  correspond  dans  la  seconde. 
Pour  cela  ,  on  determine  sur  AC  ct  BC  les  deux  points      b"  par  les  equa- 
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598.  Quand  on  a  deux  figures  correlatives  plac^es  d'une 
maniere  quelconque  dans  un  meme  plan ,  si  Ton  consid^re 
chaque  point  m  de  ce  plan  comme  appar  tenant  successive - 
ment  aux  deux  figures ,  il  lui  correspond  deux  droites ,  dans 
les  deux  figures,  respectivement.  Si  le  point  m  decrit  une 
figure  quelconque ,  les  deux  droites  ern^elopperont  deux 

figures  homo g rap hiques  entree  illes. 

Car  il  est  evident  que  ces  deux  figures  auront  entre  elles 
toutes  les  relations  qui  caracterisent  les  figures  homogra- 
phiques. 

599.  11  suit  de  la  que  : 

Si  deux  figures  correlativ^es  sont  telles  y  que  quatre 
points  de  leur  plan,  consideres  comiue  appartenant  h 
Vune  ou  a  VautrCy  aient  toujours  les  monies  droites  corre-^ 
latii^eSy  il  en  sera  de  m€me  pour  tout  autre  point. 

Car  les  deux  figures  donneront  lieu  a  deux  figures  homo- 
grapliiques  qui  auront  quatre  points  communs ,  et  qui ,  par 
consequent,  coincideront  enti^rement. 

600.  On  conclut  encore  de  ces  considerations  que  : 
Deux  figures  correlatii^es  etant  placees  d'une  manikre 

quelconque y  Vune  par  rappon  a  Vautre,  il  existe,  en  gene- 
ral y  trois  points  dont  chacun  a  la  m^me  droite  correlatis^e 
dans  les  deux  figures. 

Deux  de  ces  points  peuyent  Stre  imaginaireSy  mais  le 
troisieme  est  toujours  reel, 

tioas 

a'c     /i"a'  b'c 

Les  droites  A  b"  el  Ba"  correspondent  aux  deux  points  a  \  b',  et  leur  point 
dMntersection  est  celui  qui  correspond  ,  dans  la  scconde  figure,  k  la  droite 
a'  b'  de  la  premiere.  Or  ces  deux  equations  comparees  aux  deux 

oA  _  ,  oH^  _  fc^C 

aC        a'A'    bC^  ^  &'B* 
prouvcnt  que  les  deux  points  a"  et  b"  coincident  avoc  les  deux  a,  b\de  sorte 
que  le  point  cherchc  coincide  avec  le  point  m.  c.  q.  f.  p. 
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CHAPITRE  XXVII. 

DES    APPLICATIONS   DE   LA  THl^ORIE   DES   FIGURES  BOMOGRA- 
PHTQUES  ET  DE  CELLE  DES  FIGURES  CORRELATIVES ,  QEGAR- 

dEes  comme  mEthodes  DE  dEmonstratioii  . 


§  1.  —  Consulerations  sur  V usage  des  deux  methodes.  — 
Principe  de  Dualite, 

G05.  La  theorie  des  figures  homographiques  offre  une  methode 
pour  transformer  une  figure  en  une  autre  du  meme  genre,  et 
appliquer  k  celle-ci  les  proprietes  de  la  premiere,  comme  on  fait 
par  la  perspective  ou  la  projection  d'une  figure  plane.  Ainsi,  par 
exemple,  on  change  un  quadrilatere  de  forme  quelconque  en  un 
parallelogram  me;  une  section  conique  en  un  cercle,  meme  avec 
certaines  conditions  relatives  aux  autres  parties  de  la  figure ;  plus 
generalement,  une  seclion  conique  en  une  autre,  de  roaniere  qu'i 
deux  points  donnes  dans  Tinterieur  de  la  premiere,  correspondent 
dans  la  seconde  les  foyers  de  celle-ci;  etc.  Ces  transformations 
donnent  le  moyen  d'appliquer  k  une  figure  les  proprietes  d'une 
figure  plus  simple ,  et  de  generaliser  ainsi  des  verites  connues.  Ou 
bien^  un  probleme  etant  propose  k  Tegard  d'une  figure ,  on  cher- 
che  k  le  resoudre  sur  la  plus  simple  des  figures  transformees. 

604.  Les  figures  correlatives  ont  un  lout  autre  caractere.  Avec 
une  figure  donnee,  on  en  forme  une  seconde  qui  est ,  en  general , 
d'un  genre  different ,  puisque  k  des  points  de  I'une  correspondent 
des  droUes  dans  I'autre,  et  reciproquement.  Aux  proprietes  de  la 
premiere  figure  correspondent  des  proprietes  de  la  seconde,  qui 
derivent  des  premieres ,  en  vertu  des  relations  generales  qui  ont 
lieu  entre  deux  figures  correlatives. 

De  \k  resulte  une  dualite  constante  dans  les  theoremes  de  geo- 
metric plane;  nous  pouvons  dire  dans  les  proprietes  de  I'eten- 
due ,  en  general ;  car  ceite  dualite  a  lieu  aussi  dans  les  figurci 
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^  trois  dimensions  ,  oil  ce  sont  des  plans  qui  correspondent  a  des 
points^  et  des  droites  k  des  droites 

60K.  C'est  la  theorie  des  pSles  dans  le  cercle  et  les  sections 
coniques,  qui  a  donne  lieu  a  ces  transformations  de  figures  et  a 
ridee  d^une  dualite  perraanente  en  Geonietrie.  On  a  d'abord  fait 
quelques  usages  parliels  de  celte  correspondance  entre  un  point  et 
la  droite  appelee  polaire  dans  les  sections  coniques;  c'est  ainsi, 
par  exemple ,  que  M.  Drianchon  a  conclu  du  iheoreme  de  Pascal 
sur  rhexagone  inscrit  h.  une  conique,  son  beau  theoreme  sur  Thexa- 
gone  circonscrit.  II  suffisait  de  remarquer  que  les pdles  des  cotes  de 
rhexagone  inscrit  sont  les  sommets  d*un  hexagone  circonscrit. 
Mais  c'est  M.  Poncelet  qui  a  montre,  le  premier,  que  dans  ces  faciles 
procedes  de  demonstration  se  trouvait  une  mothode  generale  qui 
pouvait  s^appliquer  a  une  foule  de  proprietes  de  I'etendue  ,  parti- 
culierement  a  toutes  les  proprietes  descriptives ;  methode  qu'il  a 
appelee  Theorie  des  polaires  reciproqucs  (**).  Quelques  geometres 
ont  ensuite  eu  Tidee  d'un  principe  de  dualite;  toutefob  il  faut 
observer  que  la  methode  de  M.  Poncelet,  la  theorie  des  polaires 
reciproques y  etait  la  seule  qui  servit  alors  aiix  transformations,  et 
par  laquelle  on  pi!it  justifier  ce  principe  de  dualite, 

Gependant ,  il  existe  divers  autres  procedes  particuliers  de  trans- 
formation ,  constituant  des  theories  analogues  k  celle  des  polaires , 
et  donnant  lieu  dememe  au  principe  de  dualite  (***). 

Mais  ces  divers  procedes  particuliers,  que  nous  n'avons  point  a 
etudier  ici,  son!  compris,  soit  dans  la  theorie  analylique  des 
figurf$  correlatives  ),  etendue  aux  trois  dimensions  (****), 
soit  dans  le  mode  de  construction  generale  de  ces  figures,  qui 
nous  a  conduit  au  developpement  de  leurs  proprietes  et  a  la  solu- 
tion de  cette  question  :  6tant  donnees  quatrc  droites  qui  doivent 
correspondre  a  quatre  points  designes  d'une  figure ,  construire  la 


(*)  Apercu  hisiorique ,  etc.,  pages  57 5-69/j. 

(**)  Voir  Memoire  sur  la  Theoriti  generale  des  polaires  reciproques ,  inserc 
dans  le  Journal  dt'  Mathematiques  de  iVI.  CrcUe,  tome  IV. 

(***)  Voir  Apercu  historique  ,  etc.,  pagOB  274-^28,  G56-687 
Apercu,  etc.,  popes       et  suivantes 
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figure  correlative.  Question  qui  implique  le  point  de  vue  le  plus 

general  sous  lequel  on  puisse  considerer  les  6gures  correlatives. 

600  On  peut  remarquer  des  exemples  continuels  de  la  dualite 
dont  nous  parlions  tout  h.  Theure,  dans  les  diverses  theories  et  les 
propositions  isolees  que  renferme  cet  ouvrage. 

Ainsiy  aux  divisions  homographiques  sur  des  droites,  corres- 
pondent des  faisceaux  homographiques;  et  les  proprietes  relatives 
i\  ces  faisceaux  se  peuvent  conclure  de  celles  des  divisions. 

Aux  c6tes  et  aux  diagonales  d'un  quadrilatere  correspondent 
les  soinmets  et  les  points  de  concours  des  cotes  opposes  du  quadri- 
latere corrclatif :  aux  six  points  dans  lesquels  une  transversale 
rencontre  les  quatre  cotes  et  les  deux  diagonales  du  premier  qua- 
drilatere, correspondent,  dans  le  second,  les  six  droites  menecs 
d^un  mcme  point  h  ses  sommets  et  aux  points  de  concours  de  ses 
cotes  opposes ;  les  six  points  dvi  premier  quadrilatere  sont  ea  invo- 
lution; done  les  six  droites  du  second  sont  aussi  en  involution. 
Et  ainsi  de  la  plupart  des  autres  theoremes. 

607.  II  serait  done  possible  de  conclure,  en  vertu  de  celte 
dualite  constante,  une  moide,  k  pen  pres,  de  nos  propositions,  de 
Tautre  moitie,  sans  nouveaux  frais  de  demonstration. 

Toutefois  nous  n'avons  pasprocede  de  cette  maniere;  il  faut  en 
dire  ici  le  motif, 

§  II.  —  Pourquoi  Von  nc  fait  pas  usage,  dans  le  cours 
cet  outrage y  Hes  methodes  de  iransjotmation . 

608.  Par  les  methodes  de  transformation ,  on  fait  un  thedreme 
determine  avec  un  autre  theorcme  deja  connn.  On  peut  former 
ainsi  une  collection  plus  ou  moins  ample  de  propositions.  Mais 
ces  propositions  sont  en  quelque  sorte  isolees;  elles  manquent  de 
liens  entre  elles;  on  ne  saurait  les  deduire  les  unes  des  autres, 
lors  mcme  qu'on  voit  (pi'eUcs  se  rapportent  a  une  meme  theorie; 
on  ne  connait  que  leurs  liaisons  avec  celles  d'ou  on  les  a  dedaites. 
Tunc  deFautre  respect ivenien I,  par  voie  de  transformation,  raais 
non  par  voie  de  composition  ou  dc  synthese. 

Nous  avons  cherrhc,  au  contraire,  c\  former  un  ensemble  de 
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propositions  constituant,  par  leur  enchainement  naturel ,  des  theo> 
ries  et  un  corps  de  doctrine  susceptibles  d 'applications  fecondes 
dans  toutes  les  parties  de  la  Geometrie. 

II  fxous  a  done  fallu  demontrer  directement  chacune  de  ces  pro- 
positions, les  unes  au  moyen  des  autres,  par  les  propres  ressources 
que  peuvent  offrir  les  theories  au&quelles  elles  se  rapportent. 
G*etait  une  condition  k  laquelle  il  fallait  s'astreindre  pour  constituer 
ces  theories;  et  cette  marche  parait  d*autant  plus  necessaire,  qu'en 
general  il  ne  sufBt  pas  de  savoir  qu'une  proposition  est  vraie, 
pour  qu^on  puisse  en  faire  un  usage  utile  en  matheinatiques ;  il 
faut  encore  connaitre  toutes  ses  dependances  avec  les  diverses 
propositions  qui  se  rattachent  an  meme  sujet.  Quand  cet  enchai- 
nement est  mis  k  nu,  tout  devient  facile,  et  il  est  m^me  rare  que 
Ton  ne  puisse  pas  demontrer  une  meme  proposition  de  bien  des 
roaoidres,  car  on  y  arrive  par  toutes  celles  qui  la  touchent  de 
quelque  cote.  C'esl  li  un  criterium  qui  permet  d'apprecier  jusqu^^ 
quel  point  on  a  penetre  dans  le  sujet  que  Ton  traite,  et  combien 
il  pent  encore  laisser  k  desirer. 

609.  Nous  ne  ferons  done  point  usage,  dans  le  coursde  cet  ou- 
vrage,  de  la  tlieorie  des  figures  correlatives,  ni  meme  de  celle  des 
figures  homographiques.  Celle-ci  a  le  m^me  dcfaut  que  la  pre- 
miere; elie  laisse  ignorer,  generalement,  comment  une  proposition 
que  Ton  a  deoouverte  par  son  secours  se  rattache  k  une  theorie  et 
s'y  pent  demontrer  directement.  Par  exemple,  quand  par  cette 
methode  on  conclut  d*iine  simple  propriete  du  cercle^  un  theo- 
reme  des  sections  coniques,  la  demonstration  relative  au  cercle  est 
peu  propre,  en  general,  k  repandrc  quelque  jour  sur  la  marche 
qu'il  faudra  suivre  pour  demontrer  directement  le  ihoorcme  snr 
la  section  conique. 

Prenons  un  exemple :  «  Si ,  par  chaque  point  d*une  circonfe- 
rence  de  cercle  on  mene  deux  droites  paralieles  a  deux  droites  fixes, 
la  corde  qu*e1les  inlerceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle 
concentrique.  »  Faisant  la  perspective,  ou  une  transfbrmation  ho- 
mographique  d£  la  figure,  on  conclut  ce  theoreme  :  Une  conique 
et  deux  points  fixes  etant  donnes,  si  Ic  sommet  il'un  angle  de 
grandeur  variable,  dont  les  cdtes  passent  par  ces  deux  points y 

28. 


436         TRAITE  DE  G^lOMfeTRIE  SUPtRIEURE. 
^lissc  sur  hi  cnnifjuc ,  la  cordc  que  cet  angle  inlercfpte  dans  cctic 
rourbc  cnvcloppe  unc  sccomlc  conique  qui  a  un  double  contact  arcc 
la  proposec  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes. 

Ce  tlieor^me  est  interessant,  inais  il  laisse  \  desirer  une  demons- 
tration dediiite  directement  des  proprietes  des  coniques ,  et  qui 
montre  ([uelle  place  il  tient  dans  cette  theorie ,  et  ^  quelles  aalres 
propositions  du  meme  genre  il  se  rattache.  Sous  un  autre  rapport, 
l^esprit  n*est  pas  completement  satisfait,  car  le  theoreme  n*est 
V raiment  demonrre  que  pour  le  casou  les  deux  pAles  fixes,  autour 
desquels  tourncnt  les  cotes  de  Tangle,  sont  exterieursau  rercle,  et 
il  faut  d^autres  considerations  generates  pour  etendre  la  conclusion 
relative  ^  ce  cas  special,  au  cas  ou  Tun  des  poles,  ou  tons  deux , 
sont  dans  Tinterteur  de  la  conique. 

010.  Des  observations  semblables  auront  lieu  a  Fegaid  de  la 
mctliode  des  figures  correlatives;  par  cette  mctliode,  on  conclut 
dn  theoreme  sur  le  cercle,  celui-ci :  itant  menees  deux  droitcs 
Jixcs  dans  le  plan  d'une  conique,  si  une  tangente  roule  sur  la 
courbe,  ct  que  par  les  points  ou  die  rencontre  les  deux  droitcs 
on  nicne  deux  autres  tangentes  a  la  conique,  le  point  d'interscc- 
tion  de  ccs  deux  tangentes  aura  pour  lieu  geometrique  une  secomle 
conique  qui  aura  un  double  contact  avec  la  proposee;  le  p6le  de 
contact  sera  le  point  d* intersection  des  deux  droites  fixes  (*). 

Assurement,  le  theoreme  sur  le  cercle  et  sa  demonstration  toute 
intuitive  ne  donnent  aucune  ouverlure  sur  la  maniere  dont  cette 
propricte  des  coniques  se  pourra  demontrer  directement ;  et  encore 
n'est-elle  demontree  ici  que  poui  le  ras  particulier  ou  le  point  de 
rencontre  des  deux  droites  fixes  est  dans  Tiiiterieur  de  la  courbe. 

011.  Autre  exemple  :  «  (Si  par  deux  points  fixps  pris  sur  une 
circonforence  de  cercle  on  fait  passer  les  cotes  d*un  angle  dont 
le  sommct  glisse  sur  la  circonference ,  et  que  par  le  centre  on 
mcnc  deux  rayons  paralleles  aux  cotes  de  Tangle,  Taire  du  sec- 


{*)  Nous  apptilons  pole  de  contact  \o  point  qui  a  pour  polaire  dans  Punc* 
et  l^aulrc  courbe  lu  (Iroitc  sur  laquellc  a  lieu  lo  donbk  conlacl,  droite  que 
Von  oppello,  cii  (jonorol,  corde  dc  contact,  lors  mdme  que  Ic  contact  esl 
ioiaginairc^  comtno  coin  a  liou  dans  la  qucsiion  nctuolle. 
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Icur  que  ces  rayons  interceptent  dans  le  cercle  est  conslanlc.  »  Par 
line  projection  de  la  figure,  ou  une  transformation  honiographi- 
que  dans  laquelle  )a  droite  a  Tinfini  reste  h  rinfini(o59),  on 
obtient  ce  theordme  :  Si  autourde  tleux  points  fires  pris  siir  una 
ellipse  on  fait  tourner  les  cStes  fl'an  angle  tie  grandeur  variable , 
dont  le  sommet  glisse.sur  la  courbc ,  le  secteur  elliptique  compris 
entre  les  deux  demi-diamhres  parallelcs  aux  cdtes  de  Vangle  con- 
serve une  aire  const  ante. 

Le  theoreme  sur  le  cercle,  a  raison  meme  de  son  evidence  in- 
tuitive, ne  pcut  mettrc  sur  la  voie  d'une  demonstration  propre 
au  theoreme  de  Fell  ipse.  Et  cependant  cette  demonstration  est  ici 
d*autant  plus  desirable,  que  Ton  pcut  hesiter  a  appliquer  le  theo- 
reme ^  I'hyperbole,  ^  raison  des  diametres  imaginaires  qui  font 
discontinuite  dans  la  serie  des  secteurs  hyperboliques. 

618.  Ces  considerations  suffisent  pour  inontrer  pounpioi  nous 
avons  du  ne  pas  faire  usage  des  methodes  de  transformation  dans 
I'ouvrage  actuel,  eu  egard  au  but  que  nous  nous  y  proposioiis, 
comme  nous  Tavons  dit. 

En  se  privant  du  secours  de  ces  methodes,  on  se  crce  parfois  <lcs 
diflicultes;  mais  ce  n'est  pas  sans  utilite,  parce  que  Tobligation  de 
demontrer  par  les  ressources  natureiles  du  sujet  certaines  propo- 
sitions qui  auraient  pu  se  conchire  des  methodes  de  transforma- 
tion, met  toujours  sur  la  voie  de  beaucoup  d'autres  verites  qui 
accroissent  souvent  d^ine  maniere  inattendue  et  fori  propice  le 
sujet  que  Ton  traite. 

La  theorie  des  sections  coniques  surlout  peut  fournir  de  nom- 
breux  exemples  Ires-propres  a  jusliGer  la  marche  que  nous  nous 
soromes  efforce  de  suivre  invariablcment.  Dans  ces  courbes,  il  y 
a  a  considerer  leurs  points  et  leurs  tangentes;  a  une  proprietc 
relative  a  des  points  correspond  une  propriete  relative  aux  tan- 
gentes: mais  jusqu'ici,  ce  sont  principalement  les  proprietcs  rela- 
tives aux  points  que  Ton  a  ctudices,  parce  que  ce  sont  celles  qui  se 
pretent  le  plus  aiscment  aux  applications  de  la  gconietrie  analr- 
tique ;  ct  Ton  a  neglige ,  en  general ,  les  proprietcs  relatives  aux 
tangentes.  Par  exemplc,  on  demonlrc  d'une  foulc  de  manieresle 
theoreme  de  Pascal  qui  concerne  six  points  d'une  coniqiie  \  mais 
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on  ne  demontre  pas  directement,  ou  fort  raremeDt,  le  dieoreme 
de  M.  Bnanchon  qui  concerne  six  tangentes  i  jine  coDique;  on  ie 
oonclut  da  theoreme  de  Pascal.  De  ro^me,  on  demontre  directe- 
ment  les  proprietes  relatives  kun  systeme  de  coniques  passant  par 
quatre  points ;  roais  on  ne  demontre  pas  celies  d'un  systeme  de 
ooniques  tangentes  k  quatre  droites ;  on  les  cunclnt  des  premieres 
par  la  theorie  des  polaires  recipmques  ou  des  figures  correlatiTCs. 
Cependant  les  unes  et  les  autres  meritent,  au  meme  titre,  une  de- 
monstration ;  et  cette  demonstration ,  sans  laquelle  la  science  reste 
incomplete  y  iroporte  aux  progr^  de  la  Geometrie. 

C'est  dans  ces  vues,  que  nous  avons  cherche  k  reunir  dans  cet 
ouTrage  tous  les  elements  necessaires  pour  la  demonstration  di- 
recte  des  deux  sortes  de  proprietes  que  nous  Tenons  de  distinguer 
dans  les  sections  coniques ,  et  qui  se  retrouvent  dans  toutes  les 
autres  parties  de  la  Geometric. 

615.  Apres  avoir  dit  par  quelles  raisons  les  methodes  de  trans- 
formation ne  peuvent  suppleer  k  des  demonstrations  directes,  et 
pourquoi  nous  avons  du  nous  priver  de  leur  secours ,  hatons-nous 
d'ajouter  que  neanmoins  ces  methodes  ingenieuses,  qui  ont  enricbi 
la  science  d'une  foule  de  verites  dont  on  n*avait  pas  eu  Tidee  aupa- 
ravanty  peuvent  dtre  fort  utiles  dans  beaucoup  dc  circonstances, 
et  que  le  geom^lre  doit  les  connaitre  et  les  avoir  a  sa  disposition. 
C'est  pour  cela  que  nous  les  avons  exposees  dans  toute  la  generalite 
et  avec  tous  les  developpements  theoriques  qu'elles  nous  ont  parb 
comporter. 

Comme ,  a  raison  de  cette  generalite  meme  et  du  point  de  vue 
abstrait  sous  lequel  nous  avons  presentc  ces  methodes,  elles  dif- 
ferent,  dans  leur  conception ,  des  procedes  particuUers,  tels  que 
la  perspective  et  la  theorie  des  polaires  reciproques ,  dont  on  a  fait 
usage  jusqu*ici,  nous  allons  en  faire  diverses  applications.  Flu- 
sieurs,  qui  se  rapporteront  aux  relations  d'angles,  presenteront 
des  resultats  nouveaux,  fondes  sur  la  notion  des  divisions  et  des 
faisceaux  homographiques y  que  Ton  n'a  point  encore  introduite 
dans  ce  genre  de  recherches.  » 
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§111.  —  Applications  dii^erses  des  deux  methodes  de 
transformation . 

614.  L^application  des  deux  methodes  est  toujours  facile  en  ce 
qui  coocerne  les  relations  descriptives  des  figures ,  et  nous  n*avon$ 
k  entrer  k  ce  sujet  dans  aucun  detail.  Mais  il  n'en  est  pas  de  meme 
des  relations  metriques,  soit  de  segments »  soit  d*angles :  ces  rela- 
tions peuvent  presenter  beaucoup  de  difBcuItes,  ou  se  refuser 
meme  a  la  transformation. 

I.  Transformation  des  relations  de  negments. 

CIS.  Les dependances  generates  entredeux  figures  homographi- 
ques,  ou  correlatives,  s'expriment  par  des  rapports  de  segments, 
et  non  par  de  simples  segments.  Par  exemple,  dans  deux  figures 
correlatives,  le  rapport  des  distances  d^un  point  quelconquc  de 
Tune  k  deux  axes  fixes ,  est  au  rapport  des  distances  de  la  droitc 
correlative,  dans  Pautre,  k  deux  points  fixes,  dans  une  raison  con- 
stante  (888).  Ainsi,  c'est  le  rapport  de  deux  Hgnes  dans  une 
figure,  qu*on  compare  au  rapport  de  deux  autres  lignes  dans  Taurre 
figure;  et  cen*est  point  une  ligne  seule  que  Ton  pent  comparer  en 
grandeur,  d*une  mani^re  absolue ,  k  une  autre  ligne.  Voil^  pour- 
quoi  la  transformation  des  relations  metriques  presente ,  en  ge- 
neral ,  des  difficultes ,  et  souvent  n^est  pas  possible. 

Si  une  expression  proposee  ne  contient  que  des  rapports  de 
segments,  tels  que  ceux  qui  entrent  dans  les  dependances  gene- 
rales  des  figures  homographiques  ou  correlatives ,  la  transforma- 
tion se  fait  d'elle-m^me,  sans  aucune  difficulte. 

Quand  une  expression  n'est  pas  transformable  immcdiatement , 
on  cherche  k  lui  donner  une  forme  plus  favorable ;  et,  pour  cela, 
la  marche  la  plus  simple  et  la  plus  siire  est  de  chercher  k  y  intro- 
duire  des  rapports  anharmonique$\  ce  qu'on  fait  en  se  servant ,  au 
besoin ,  des  points  k  I'infini ,  et  en  changeant  les  origines  aes  seg- 
ments. 

Nous  allons  donner  divers  exemples  de  ces  transformations. 
616.  «  Si  une  corde,  dans  un  cercle,  tourne  autour  d*un  point 
fixe,  la  sommc  des  distances  de  ses  extremitcs  a  une  droitc  fixe 
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prise  arbitrairenient,  divisees  par  les  distances  des  den x  memes 

points  k  la  polaire  du  point  fixe,  reste  constante  (684).  » 

II  n^entre  dans  cet  enonce  que  des  rapports  de  distances  qui  se 
transforment  immediatemtnl. 

Faisant  la  figure  homographique,  qui  est  une  conique,  puis- 
qu'elle  pourra  etre  mise  en  perspective  avec  le  cercle,  c'est-i-dire 
snr  un  meme  cone  (^560),  on  conclut  des  relations  generales  entre 
deux  figures  homographiques  (^i^))  que  la  propriety  du  ccrcie 
appartient  aussi  a  une  conique  gueiconque, 

Et,  par  la  theorie  des  figures  correlatives,  cette  menie  propriete 
du  cercle  donne  lieu,  en  vertu  des  relations  (^88),  au  theoreme 
suivant : 

Si  de  chaque  point  d'unc  droite  on  mcne  deux  tan  Rentes  a  tiite 
section  conique,  la  somme  de  leurs  distances  a  un  point  fixe,  di- 
visees par  les  distances  des  deux  memes  tangentes  au  pSlc  de  la 
droite,  reste  constante. 

II  est  bien  entendu  qu'on  observe  ici  la  regie  des  signes,  comme 
nous  Tavons  toujours  fait;  de  sorte  que  ce  que  nous  appelons  la 
somme  est  une  somme  algebrique  qui  pent  devenir  une  difference, 

ab 

617.  Transformer  homographiqucment  le  rapport      de  (Uruc 

segments  situes  sur  une  m^me  droite* 

Soity  le  point  situe  ^  Tinfini  sur  la  droite  ab ;  on  peut  ecrire 
.  ab         ab  ^  ac  ^    I  ab    jb\     f  ac  aj 

^  cd       ac  '  cd       \ac  '  j'c J  *  \cd  '  jd 

Le  second  membre  se  compose  de  deux  rapports  anharmoniques, 

et  par  consequent  est  transformable;  on  a  done,  en  designant  par 

les  memes  lettres  accentuees  les  points  de  la  seconde  figure  , 

cd  ~"  \a'c'  '  fc')  '  yd'  '  pd')  ' 

ou 

ab_it^^  j"a\j'b' 
cd       dd'  '  j'd.j'd'' 

Ainsi  le  rapport  —  se  trouve  transforme. 

j'  est  le  point  qui ,  dans  la  srronde  figure ,  correspond  a  Tinfini 
de  la  droite  ab. 


■ 
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Si  Ton  a  a  considerer  plusieurs  segments  sur  unc  mcine  droite , 
on  ponrra  donner  h  chacun  line  expression  de  la  forme 


X  etant  uoe  constante  relative  a  la  droite  sur  laquelle  sont  les 
segments;  de  sorte  que  pour  des  segments  situes  sur  une  autre 
droite  on  aurait  une  autre  constante.  Mais  il  faut,  pour  que  la 
relation  dans  laquelle  entrent  ces  segments  soit  transformable , 
qu^apres  la  substitution  de  ces  expressions  dcs  segments  ab ,  etc., 
les  constantes  disparaissent  d*elles-mcmes. 

018.  Transformer  homographiqncment  le  rapport  de  deux  scg- 
merits  ab ,  cd  (fig.  1 32) ,  sUucs  sur  deux  droites  parallel cs, 

Qu'on  racne  les  deux  droites  ac^  bd  qui  se  rcncontrent  en  r; 
on  a 


j  etant  le  point  a  Tinfini  sur  la  droite  ae. 

Le  deuxieme  membre  etant  un  rapport  anharmonique,  on  aura 


Ainsi  le  rapport  —  est  transforme. 

On  lui  donne  une  auire  expression ,  en  observant  qu'on  a  dans 
le  triangle  f  a'  c* ^  coupe  par  la  droite  b'  d\ 


ab  =  \ 


j'a'J'b'' 


ab  ae      ae  ^  ja 

cd      ce      ce  '  jc^ 


ab  _a'e^  J' a! 
cd^  c'^  'yV' 


ab 


c'e'  '^J'b''  ~c'd' 


(552). 


II  vient 


ab 
cd 


~  c'd'  '  \fd'      j'c'  )' 


est  le  point  de  concours  de$  deux  droites  a'  b\  c' d' y  c'cst-a-dirc 
Ic  point  qui  repond  a  Tinfini  des  deux  droites  paralleles  ab  y  rd  de 
la  premiere  figure. 
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ab 

619.  Transformer  correlativement  le  rapport  —  de  deux  seg- 

cd 

ments  situes  snr  une  m^me  droite, 

Soient  A%  B',  C\  D'  et  J'  les  droites  qui  correspondent ,  dans 
la  figure  correlative ,  aux  points  a ,  b  ^      d  et  k  Tinfini  do  la 

ab 

droite  ab'^  on  aura,  d^apres  Texpression  («)  du  rapport  —  >  qui 

est  transformable ,  une  fonction  semblable  de  sinus;  et ,  par  suite, 

alb  _  sin(A%B^)  .  sin  (r,  A^)  .  sin(r,  B^) 
cd  ^  sin  (C,  D')    sin  (J',  C)  .  sin  (J',  D')' 

ab 

Le  rapport  —  est  done  transforme. 

On  peut  remplacer  la  fonction  de  sinus  par  une  fonction  de 
segments.  Qu*on  m^ne  dans  la  seconde  figure  une  transvcrsale  qui 
rencontre  les  cinq  droites  A',  B',  C,  D',  J'  en  a',  b'  ,r',  d\  y'; 
on  aura 

ab_a^  ,  j'a'.j'b' 
cd^  c'd'  'y'c'.y'rf'' 

Et  si  la  transvcrsale  est  parallele  k  la  droite  J',  il  vient 

ab  _  a'  b' 
cd      c' d'' 

Si  Ton  a  h  considerer  plusieurs  segments  sur  une  meme  draite, 
on  peut  leur  donner  Texpression  suivante  : 

sin(A%B-) 
•sin(J',  A').  5in(J',  B')' 

X  etant  une  constante  relative  a  la  droite  ab. 
On  peut  encore  ccrire 

a'b' 


abr=:\. 


ou 

ab  =  \  a'b'. 

Cctle  derniere  formule,  d*unc  simplicitc  qui  ne  laisse  rien  a 
desirer,  so  prcsente  imniediatemcnt  dans  la  theoric  des  polaircs 
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reciproques,  si  Ton  prend  une  parabole  pourconique  auxiliaire. 
Elle  se  prcte  k  de  nombreuses  applications  (*) . 

620.  Transformer  corretativement  le  rapport  de  deux  segmcnis 
ab  y  cd  ( fig.  1 33)  y  situes  sur  deux  droites  paralleles. 

On  a 

ab  ae  ae  ^  aj 
cd      ce      ce  '  cj 

j  elant  le  point  sitiie  h  Tinfini  sur  la  droite  ae. 

On  aura  dans  la  figure  correlative  quatre  droites  A',  B',  D\ 
une  cinquieme  E'  qui  joindra  le  point  d^ntersection  dcs  deux  A',  C 
au  point  d*intersection  des  deux  B',  D',  et  une  sixieme  J'  passant 
par  le  point  d' intersection  de  A'  et  C,  et  correspondant  au  point 
situe  i\  rinfini  sur  ac, 

Le  rapport  ^  est  exprime  ci-dessus  par  un  rapport  anhar- 

raonique ;  par  consequent  on  a 

ab^  _  sin(A^  E^) ,  sin  (A^  V) 
cd  ""sinlC,  E')  ''sin(C',  J')* 

On  pent  donner  au  second  membre  une  autre  expression. 
Qu'on  mene  la  droite  qui  joint  le  point  d'intei^ction  de  A' 
et  B'  au  point  d*intersection  de  C  et  D'.  On  a,  dans  le  triangle  forme 
par  les  trois  droites  A',  C\  ¥\  et  aux  sommets  duquel  sont  menees 
les  trois  droites  B',  D%  E^  qui  passent  par  un  meme  point , 

sin  (AS  r)  sin  (AS  B^)   sin  (F,  D^) 

sin  (C,  E')  sin  ( F,  B')  '  sin  (C,  D')     ^  ^' 

II  vient  done 

ab  _     sin  (AS  B^)  ,  ["sin  (r,W)      sin(JS  AQ  1 
cd  sin  (C,  D')  •  Lsin  (F,  D')  ^  sin  (J',  C)  J' 


(*)  Voir  Manoires  sur  la  traniformation paraholique  des  propri4tes  mdui" 
tjues  des  figures,  [Correspondance  malhemalique  de  M.  Quctelet ,  tomes  V 
et  VI;  1839.)  M.  Poncelcl  a  insure,  au  sujet  do  ccs  Memoircs,  dans  Ic 
meme  Kecueil,  des  devcloppemenls  sur  les  relations  projectives,  ou  il 
monlre  que  la  tb(k>rio  des  polaires,  avcc  une  conique  quclconquc,  conduit 
a  la  mSme  relation  que  la  parabole.  Cela  est  evident  ici,  puisquc  ecUc  rcla- 
tion  a  lieu  dans  les  figures  correlatives  les  plus  {jdndralcs. 
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Remarque.  —  La  figure  proposcc  se  compose  de  qtiatrc  points  , 
rt,  by  c,  d\  et  il  entre  dans  la  figure  correlative,  inde|>eii- 
damment  des  quatre  droites  A',  B',  C,  D'  correspondantes  ii  ces 
points,  deux  an tres  droites  F'  et  J'  qui  correspondent,  respective- 
ment,  aux  points  situes  a  TinGni  sur  les  droites  ab  et  ac. 

621.  Prenons  le  theoreme  de  Newton  sur  les  diametrcs  des 
courbes  : 

«  Si  dans  le  plan  d*iine  courbe  geometrique  on  mene  des  trans- 
vcrsales  paralleles  rntrc  elles,  et  qu*on  prcnnesur  chacune  de  ces 
droites  le  qentre  des  mojrennes  distances  de  tons  les  points  d' inter- 
section [reels  ou  imaginaires )  de  la  courbe  par  la  droite ,  le  lieu  dc 
ce  point  sur  toutes  les  transversalcs  est  une  droite.  » 

Cest-^-dire  que  a,  6,  c,..  .  ctant  les  points  d*interscction 
(reels  ou  imaginaires)  de  la  courbe  par  une  transversale ,  Ic 
point  m  determine  sur  chaque  transversale  par  Tequation 
( b )  ma     mb     Mc      , , .  =  o 

a  pour  lieu  geometrique  une  ligne  droite . 

Aux  transversales  correspondent,  dans  la  figure  correlative,  des 
points,  toussilues  sur  une  mdnie  droite  J  correspondante  au  point 
de  concours ,  h  Finfini ,  de  toutes  les  transversales  ;  ct  aux  points 
/I,  by. .  ,y  situes  sur  une  meme  transversale,  correspondent  les 
tangentes  A ,  B ,. . .,  la  nouvelle  courbe ,  issues  d'un  meme  point 
de  la  droite  J;  au  point  m  correspond  une  droite  M  menee  |>ar 
le  meme  point  de  J.  On  aura  (619), 

sin  (J,  A) .sin  (J,  M) 

nib=:l.  ^'°(M>B) 

'  sin  (J,  B).sin  (J,  M) 


Substituons  ces  valeurs  dans  Tequation  ( &  la  constante  >  dispa- 
rait  d*elle-mdme,  ainsi  que  le  facteur  sin  (J,  M),  ct  Ton  a 

sin  (M,  A)  sin  (M,  B)  sin  (M,  C)  _ 
sin  (J,  A)       sin(J,B)       sin(J,C)  — 

Co  qui  expiimc  celte  proprielc  des  courbes  gcoinotriques  : 

.SV  ron  prcnd  dans  le  plan  d'unc  courbe  geometrique  unc  droiu 
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fixe  J ,  que  Von  congohc  toutcs  Ics  tangentes  a  la  courbe  ( reelies 
ou  imaginaircs)  A,  B,  C,. . .  issues  d*un  mdme  point  m  dc  cctte 
droite,  et  la  droite  M  menee  par  Ic  meme  pointy  sous  unc  direction 
determinee  par  ^equation 

sin(M,A)  sin(M,B)   

sin  (J,  A)       sin(J,B)       •   •  —  ^' 

cettv  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  quand  le  point  in 
glissera  sur  la  droite  J, 

Appelons  rt,  c, .  . .  Ics  points  de  contact  des  droitcs  A,  B, 
C , . . .  avec  la  conrbe  ;  a ,  6,  7 , .. .  les  distances  de  ces  points  a  la 
droite  M,  et  a',  6',  7', . . .  lenrs  distiinces  ^  ia  droite  J ;  on  aura 

a  _  sin  (M,  A) ^    6  _  sin(M,  B)  ^ 
sin  (J,  A)  '    W'^  sin  (J,  B)  ' 

L'eq nation  devient 

a         6  7 

Si  Ton  suppose  que  les  points  de  contact  a,  6,..  .  aient  des 
masses  ni ,  m\ ...  en  raison  inverse  de  leurs  distances  a',  6', .  .  .  h. 
la  droite  J ,  Tequation  se  change  en 

w ,  a  -f-  /w' .  6  4-  /w'' .  7  -f-  ...  =  o ; 

equation  qui  prouve  que  la  droite  M,  a  laquelle  se  rapporlent  Ics 
distances  a,  passe  par  le  centre' de  g  raff  ite  des  points 

«,  6,...  (4«a). 

Or,  ce  centre  de  gravite  est  preciscment  le  point  qu*on  a  appclc 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a^  by . .  ,  relatif 
^  la  droite  J  (465).  On  a  done  ce  theoi  eme  general  : 

Si  par  an  point  pris  sur  unc  droite  fixei  on  mene  les  n  tan- 
gentes  [re'elles  ou  imaginaires)  a  une  courbe  geometrique  de 
n'***  classe  J  les  n  points  de  contact  [reels  ou  imaginaires)  auront 
pour  centre  des  moyennes  harmoniques  relatif  h  la  droite  J,  un 
point  qui  sera  toujours  le  m^me,  quel  que  soit  le  point  de  la  droite 
J  par  lequel  on  a  mene  les  tangcntes. 

Si  la  droite  J  est  a  I'infini,  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
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devient  le  centre  des  moyennes  distances  ( 46S ) ,  de  sorte  qu*on 

pent  dire  que : 

Etant  donnee  une  courbc  geomStrique ,  si  on  lai  mene  toutes  ses 
tangentes  ( reelles  ou  imaginaires )  paralleles  a  une  meme  dtoitr , 
Ics  points  de  contact  auront  pour  centre  des  moyennes  distances 
tin  point  fixe^  quelle  que  soit  la  direction  commune  des  tangentes, 

622.  AiUrement,  —  Com  me  tons  les  segments  de  Tequadon 
que  nous  avions  k  transformer  ont  une  m^me  origine ,  on  peut 
faire  la  transformation  immediatement ,  sans  se  servir  des  for- 
mules  (ttiO ).  Pour  cela,  on  ecrit  Tcquation  ainsi : 

mb  mc 

 1  h  .  .  .  4-  I  =  o, 

ma  ma 

ou ,  en  appelant  j  le  point  k  Tinfmi  sur  la  transversale , 


Puisque  tons  les  termes  sont  des  rapports  anhannoniques,  on 
a,  dans  la  figure  correlative, 

sin  (M,  B)  ^  sin  (J,  B)     sin(M,  C) ,  sin(J,C)  _ 
sin(M,  a")  •  sin(J,  A)"^sin(M,  A) '  «in  (J,  A)     "  '  " 

ou 

sin{M,A)     sin{M,B)  _ 
sin  (J,  A)     sin  (J  ,  B)  ^' 

<!e  qui  est  Tequation  trouvee  preccdemment. 

IF.  Transformation  des  relations  crangles. 

623.  Quand  les  relations  d'angles  se  peuvent  ramener  k  des 
rapports  anharmoniqucsde  sinus,  la  transformation  se  faitdVlle- 
meme;  mais  il  y  a  peu  de  questions  o{k  cela  ait  lieu.  On  concoit 
qu^il  est  plus  difficile  de  former  des  rapports  anhannoniques  de 
sinus  que  des  rapports  anharmoniques  de  segments,  parce  que, 
pour  ceux-ci,  trois  points  suflfisent,  puisqu'on  suppleeau  quatrieme 
par  le  point  situe  a  Tinfini,  tandis  que  pour  les  angles  il  fant  ne- 
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cessairement  quatre  droites.  Aussi  les  relations  cPangles  transfor- 
mable directement,  c'est-i^-dire  sans  qu'on  les  remplace  par  des 
relations  de  segments  sur  lesquels  on  ferait  la  transformation,  ne 
sont  pas  tres- varices. 

Cependant  il  est  un  cas  general,  susceptible  de  nombreiises 
consequences,  auquel  s'appliquent  nos  deux  methodes  generates 
de  transformation;  c'est  celui  oil  tons  les  angles  que  Ton  a  k  con- 
siderer  dans  une  figure  sont  de  meme  grandeur,  quelle  que  soit 
leur  position.  La  propriete  commune  et  caractcristique  de  tous 
ces  angles  se  conserve  dans  la  figure  transformee,  ce  qui  donne 
lieu  h  des  resultats  tres-interessants. 

624.  Cette  propriete  s*exprime  par  le  theoreme  suivant : 

Si  Von  a  dans  un  plan  pliisieurs  angles  (A,  A'),  (B,  B'), 
(C,  C),  etCf  de  m^me  grandeur,  et  comptSs  dans  le  mime  sens  de 
rotation  a partir  ele  leurs  origines  A,  B,  C,...,  quelle  que  soit  la 
position  de  ces  angles,  on  peut  considerer  que  leurs  cdtes  forment 
sur  la  droite  situSe  a  I'injini  deux  divisions  homographiques  dont 
les  points  doubles  [imaginaires)  sont  tou jours  les  mimes f  quelle 
que  soit  la  grandeur  commune  des  angles; 

Et,  si  I'on  decrit  dans  le  plan  de  la  figure  un  cerclc  quelconquc, 
ces  points  doubles  seront  les  points  d' intersection  de  ce  cercle  par 
la  droite  situie  a  I'infini, 

Ce  theoreme  fort  important  sera  demontre  dans  la  theorie  du 
cei-cle  (6ISa). 

Rkcipkoquexert  :  Quand,  dans  une  figure,  plusieurs 
angles  ( A ,  A' ),  ( B ,  B' ) ,  (C ,  C ) ,  etc, ,  de  grandeur  quelconque  , 
mats  eomptes  dans  le  mime  sens  de  rotation  a  partir  de  leurs  ori- 
gines, interceptent  sur  une  droite  des  segments  aa',  bb',  cc',..,, 
dont  les  origines  sl,  h ,  c,...  et  les  extremites  a',  b',  c',...  forment 
deux  divisions  homographiques  ajrant  leurs  points  doubles  imagi- 
naires,  on  peut  falre  la  transformation  homographique  de  la 
figure,  de  maniere  a  aooir  des  angles  tous  de  mime  grandeur. 

En  effet,  nous  avons  vu  (180)  que  si  Ton  forme  plusieurs 
angles  ayant  le  meme  sommet  et  sous-tendant  les  segments  aa\ 
bb',  etc.,  on  peut  faire  la  perspective  sur  un  plan,  de  maniere 
que  tons  ces  angles  deviennenl  egaux ,  et  que  la  droite  abc . .  . 

I  . 
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passe  a  Tinfmi.  Alors»  non-seulemcnt  ces  angles  de  meme  soni- 
met ,  mais  tous  autres  qui  sous-tendent  les  segments aa' ^  bb'y  etc., 
deviennent  egaux  en  perspective.  Or  la  pei'spective  de  la  figure 
est  une  figure  homographique  :  le  theoreme  est  done  dcmontre. 

G26.  D'apres  le  theoreme  (084),  quand  on  a  dans  une  figure 
plusieurs  angles  de  meme  grandeur,  il  leur  correspond  dans  la 
figure  homographique  des  angles  dont  les  cotes  marquent  sur  une 
certaine  droite  deux  divisions  homographiques.  Cetle  droite  est 
celle  qui  correspond  a  Tinfini  de  la  premiere  figure;  et,  si  dans 
la  premiere  figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la 
seconde  figure,  une  conique  dont  les  points  d^intersection  par  la 
droite  en  question  sont  precisement  les  points  doubles  des  deux 
divisions. 

Si  c'est  la  transformation  correlative  que  Ton  fait,  aux  angles 
(A,  A'),  (B,  B'),  etc.,  dela  premiere  figure,  correspondent,  dans 
la  seconde,  des  segments  aa\  bb\,,,y  situes  sur  des  droites  diffe- 
rentes,  correspondantes  aux  sommets  des  angles,  et  ces  segments 
sont  tels,  que  les  droites  menees  d*un  certain  point  fixe  k  leur^pri- 
ginesa,  6,...  et  ^  leurs  extremites  a',  formentdeux  fais- 

ceaux  homographiques.  Le  point  fixe  est  celui  qui ,  dans  la  seconde 
figure,  correspond  k  I'infini  de  la  premiere :  et,  si  dans  la  premiere 
figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la  seconde, 
une  conique  dont  les  tangentes  menees  par  le  point  en  question 
sont  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux. 

697.  Faisons  quelques  applications  de  ces  principes. 

a  Si ,  autour  d'un  point  d'une  circonference  de  cercle  on  fait 
tourner  un  angle  de  grandeur  constante  (A,  A'],  la  corde  queses 
deux  c6les  interceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  second  cercle 
concentrique.  ^ 

Les  deux  c6tes  A,  A'  de  Tangle  mobile  forment  deux  faisceaux 
homographiques  dont  les  rayons  doubles  passent  par  les  points 
d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  situee  k  I'infini  (624) :  et 
les  deux  cercles,  etanl  concentriques ,  ont  un  double  contact  sur 
cette  droite  (719);  par  consequent  la  figure  homographique  donnc 
lieu  a  ce  theoreme : 

Si  deux  faisceaux  homographiques  ont  tear  sommet  commun  en 
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uii  point  d'une  conique,  les  corde^  interceptecs  dans  cette  courbc 
par  les  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  en^eloppcnt  une 
seconde  conique  qui  a  un  double  contact  avec  la  premiere  sur  la 
corde  interceptec  dans  cellC'Ci  par  les  rayons  doubles  des  deux  fais- 
ceaux 

6S8.  Dans  ]e  cas  du  cercle ,  si  Tangle  de  grandeur  constante 
(A,  A')  est  droits  la  corde  qu'il  intercepte  est  un  diametre;  par 
consequent  la  droite  quilui  correspond  dans  la  figure  transformee 
passe  par  un  point  fixe.  Mais  alors  les  deux  faisceaux  formes  par 
les  cotes  A ,  A'  sont  en  involution  ( 246 ) ;  on  a  done  ce  theo- 
reme : 

Si  par  un  point  d'une  conique  on  mene  trois  couples  de  droites 
formant  une  involution,  les  trois  cordes  que  leurs  angles  intercep- 
tent  dans  la  courbe  passent  par  un  m^me  point, 

629.  Le  theoreme  sur  le  cercle  (627)  donne,  par  la  figure  cor- 
relative, le  suivant : 

Si  deux  divisions  homogrnphiques  sont  formees  sur  une  tangcnte 
a  une  conique ,  et  que  par  deux  points  homologues  on  mene  deux 
tangentes  a  la  courbe,  le  lieu  du  point  d* intersection  de  ces  deux 
tangentes  sera  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posee  ;  le  pdle  de  contact  sera  le  point  d'intersection  des  tangentes 
menees  a  la  conique  par  les  deux  points  doubles  des  divisions  ho- 
mographiques. 

Si  Tangle  (Ay  A')  dans  le  cercle  est  droit,  les  deux  divisions 
homographiques,  sur  la  tangente  k  la  conique,  sont  en  involu- 
tion ,  et  dlors  le  lieu  du  point  d* intersection  des  tangentes  a  la 


(*)  Ici  86mblerait  se  presenter  une  diflRcuUd;  c^est  qu'il  n'y  aurait  de 
corde  intercopt^e  dans  la  conique,  qu^autant  que  les  deux  rayons  doubles 
seraient  reels,  cequi,  precis^menl,  n^a  pas  lieu  dans  la  figure  resultante 
de  la  transforinalion  du  cercle;  mais  Pobjection  n^est  qu'apparente,  car,  en 
general,  un  systime  de  deux  droiies  imaginaires  dont  le  point  de  concours 
est  r^I,  telles  que  les  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homograpbiques, 
donne  lieu ,  &  regard  d^uno  conique ,  h  deux  droites  toujours  r^elles ,  qui 
renconlrent  la  conique  aux  mdmes  points  que  les  deux  droiies  imaginaires. 

Quand cellet -ci  out  leur  point  de  rencontre  sur  la  conique,  Tune  des 
deuk  droites  r^elles  est  la  taogente  en  ce  point. 

29 
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coniqne,  menses  par  deux  points  homologues  des  deiix  d'tpisions 
en  involution,  est  une  ligne  droite,  Cette  droite  est  la  polaire  du 
point  de  concours  des  deux  tanj^cntes  menees  par  les  points  dou- 
bles des  deux  divisions. 

650.  Supposons  dans  ces  theoremes  que  la  tangente  k  la  co- 
nique  soit  a  rinfini,  auquel  cas  cette  courbe  est  une  parabole; 
et  pranons,  pour  les  deux  divisions  homographiques ,  celles  qui 
seraieni  formees  par  les  deux  cdtes  d'un  angle  de  grandeur  con- 
stante  tournant  autour  de  son  sommet.  On  en  conclut  que  : 

Si  an  angle  de  grandeur  constante  se  meat  de  maniere  que  ses 
cStes  soient  toujour s  tangents  a  unc  parabole,  son  sommet  decriro 
une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  parabole. 

Et,  si  I 'angle  est  droit,  le  sommet  decrit  une  ligne  droite, 

G5I.  «  Si  autour  dn  centre  d'un  cercle,  comme  sommet,  on 
fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante,  la  corde  qu'il  inter- 
cepte  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  » 
La  transformation  homographique  donne  ce  theoreme : 
Si,  autour  d*un  point  fixe,  on  fait  tourner  deux  rayons  formanl , 
par  leurs  positions  successives ,  deux  faisceaux  homographiques 
dont  les  rayons  doubles  soient  les  tangentes  a  la  conique  issues  du 
point  fixe,  la  corde  que  ces  deux  rayons  a  angle  variable  inter- 
ceptent  dans  la  conique  eni>eloppe  une  seconde  conique  qui  a  un 
double  contact  avec  la  proposee  sur  la  polaire  du  point  fixe, 

B5ft.  JPar  la  theorlc  des  figures  correlatives,  le  theoreme  du 
cercle  donne  Ic  siiivant : 

Si  sur  une  droite  fixe,  dans  le  plan  d'une  conique,  on  forme  deux 
divisions  homographiques  ayant  pour  points  doubles  les  points  de  la 
conique  si  lues  sur  cette  droite  ,  et  que  I'on  fasse  tourner  un  mngle 
de  grandeur  variable  circonscrit  a  la  conique,  de  maniere  que  les 
points  oil  ses  cStes  rencontrent  la  droite  fixe  soient  toujours  deux 
points  homologues  des  deux  divisions  homographiques,  le  sommet 
de  I'angle  decrira  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posee,  sur  la  droite  fixe. 

655.  «  En  quelque  point  d'une  circonforence  de  cercle  qu'on 
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place  le  somoiet  d'un  angle  de  grandeur  donnee,  et  quelle  que  soit 
la  position  de  cet  angle,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un  cercle  concentrique.  » 

Soient  A  et  A'  les  deux  c6tes  de  Tangle ,  coniptes  toujoure  dans 
le  m^me  sens  de  rotation  :  ils  vont  rencontrer  la  droite  h  Tinfini 
en  deux  points  a ,  a'  qui  appartiennent  k  deux  divisions  horoo- 
graphiques  dont  les  points  doubles  sont  les  points  du  cercle  situes 
k  I'infini  (624).  D'apres  cela ,  si  Ton  fait' la  deformation  homogra- 
phique,  on  a  ce  theor^me  : 

Si,  sur  une  droite  mcnec  dans  le  plan  d*une  coniquCf  on  forme 
deux  divisions  homographiques  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
points  d'intcrsection  de  la  conique  et  de  la  droite ,  les  droites  me- 
nees  de  deux  points  homologues  quelconques  dcs  deux  divisions  a 
un  point  qiielconque  de  la  conique,  intercepteront  dans  cette  courhe 
une  corde  qui  emeloppera  une  seconde  conique  ay  ant  un  double 
contact  avec  la  proposee  sur  la  droite  sur  laquelle  sont  les  deux 
divisions. 

654.  Par  la  theorie  des  figures  correlatives,  on  conclut  du  theo- 
r^me  sur  le  cercle ,  celui-ci : 

Quand  deux  faisceaux  homographiques  iman^s  d'un  m^me 
point  fixe  ont  pour  rayons  doubles  les  deux  tangentes  mcn^s  de 
ce  point  A  une  conique^  si  l*on  mene  une  tangente  quelconque  a  cette 
CQurbe,  etque  par  les  points  oil  elle  rencontre  deux  rayons  homo- 
logues  quelconques  des  deux  faisceatix  on  mene  deux  antres  tan* 
gentes  h  la  conique,  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes 
aura  pour  lieu  g^ometrique  une  seconde  conique  qui  aura  un  double 
contact  avec  la  proposee :  le  point  fixe,  centre  commun  des  deux 
/aisceauxj  sera  le  p6le  de  contact  des  deux  courbes. 

658.  On  peut  appliquer  ces  procedes  de  transformation  k  beau- 
coup  d'autres  proprietes  du  cercle ;  mais  il  est  inutile  de  nous  y 
arrSter  ici.  r^ous  ferons  seulement  remarquer  que  cette  theorie 
donne  la  solution  d^nne  question  qui  a  pu  se  presenter  souvent  k 
Tesprit  des  geom^tres,  dans  ces  sortes  de  transformations,  parti- 
culierement  dans  les  applications  de  la  perspective  :  Qu*est-ce  que 
deviennent  des  polygenes  reguliers^  et  comment  peut-on  construire 
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a  priori  un  polygene  qui  puissc  devenir,  dans  une  transformaUon 

homographique  ou  correlative,  un  polygone  regulier? 

Dans  un  polygone  regulier,  tons  les  c6tes  sont  sous-tend  us  par 
des  anj'Jes  au  centre  du  cercle  circonscrit ,  tons  egaux  entre  eux. 

D*apres  cela ,  concevons  que  par  un  point  fixe  O,  pris  dans  Tin- 
terieurd'une  conique,  on  mene  m  rayons  A,  B,  C,...,  formant  un 
premier  faisceau ;  les  rayons  pris  en  commen^ant  par  le  second , 
savoir  B,  C,  D,...,  forineront  un  second  faisceau;  si  les  deux,  fais- 
ceau x,  dans  lescjuels  les  rayons  B,  C,  D,...  du  second  seront  les 
homologues  respectifs  des  rayons  A,  B,  C,. .  .  du  premier,  sont 
horoographiques,  les  cordes  interceptees  dans  la  conique  par  les 
angles  (A,B),  (B,  C),  etc.,  seront  les  cotes  d'un  polygone  pro- 
venant  de  la  perspective  ou  deformation  homographique  d'un  po- 
lygone regulier. 

Par  consequent ,  les  proprietes  relatives  aux  polygones  regu- 
liers  s*appliqueront  aux  polygones  dont  il  est  question. 

636.  Prenons  ce  theoreme  :  «  Un  polygone  regulier  de  m  cotes 
etant  inscrit  a  un  cercle,  la  somme  des  puissances  n  {n  elant  <^  m) 
des  distances  de  ses  sommets^  une  droite  fixe,  reste  constante  quand 
on  fait  tourner  le  polygone  autour  du  centre  du  cercle  (70t).  » 
On  en  conclut,  par  une  deformation  homographique,  que  : 

Si  un  point  0,  pris  dans  Vinteneur  d'une  conique^  est  le  centre 
d'un  faisceau  de  m  rajons  OA,  OB,  OC,...,  telsy  que  les  rayons 
pris  consecutipement  en  commengant par  le  second,  savoir  OB,  OC , 
ODf,.,yforment  un  second  faisceau  homographique,  la^mme  des 
puissances  n  (n  etant  <^m)  des  distances  des  points  ou  tous  ces 
rayons  rencontrent  la  courbe,  a  une  droite  fixe,  divisSes  respective- 
ment  par  les  puissances  n  des  distances  des  memes  points  a  la  po* 
laire  du  point  fixe,  restera  canstmte  quand  on  fera  tourner  le  fais- 
ceau de  rayons  autour  du  point  0. 

637.  Si  c'est  la  figure  correlative  que  Ton  fait  k  Tegard  dn 
theoreme sur  le  cercle,  on  obtient  un  theoreme  relatif  i  un  poly- 
gone circonscrit  a  une  conique : 

Si  un  point  O  pris  dans  l*interieur  d'une  conique  est  le  centre 
d'un  faisceau  de  m  rayons  OA,  OB,  OC,.,.,  determines  comme  il  a 
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etc  dit  dans  le  theoreme  precedent y  et  que  par  les  points  ou  ces 
rayons  rencontrent  la  cotirbe  on  mbne  les  tangentesy  la  somme  des 
puissances  n  (n  Stant  <^  m)  des  distances  dc  ces  tangentes  a  un 
point  fixCy  divisecs  par  les  puissances  n  des  distances  des  monies 
tangentes  au  point  O,  reste  constante  quand  on  fail  tourner  le 
yhi'sceau  des  m  rayons  autour  du  point  O. 

Ce  theoreme  etle  precedent  donnent  lieu  l\  diverses  autres  pro- 
positions dont  le  dcveloppement  ne  pent  trouver  place  ici  (*). 

111.  Usages  (le  la  tiieorie  des  figures  hoinologiques  et  dc  celle  des  polatres 
reciproques  pour  les  transformations  d'angles. 

658.  La  thcorie  des  figures  homologiques  donne  parfois  le 
moyen  d'appliquer  k  unc  Bgure  des  proprietes  d'angles  d'une  autre 
figure;  c'est  dans  le  cas  oCi  tous  les  angles  que  I'on  consid^re  ont  le 
meme  sommet.  On  prend  ce  point  pour  le  centre  d'homologie  des 
deux  figures;  et  il  pent  en  resulter  certaines  consequences. 

Par  exemple ,  deux  coniques  qui  se  touchent  en  un  point  sont 
homologiques  par  rapport  h  ce  point  pris  pour  centre  d'homolo- 
gie  (**) :  un  angle  qui  a  son  sommet  en  ce  point  in tercepte  dans  les 
deux  courbes  deux  cordes  qui  sont  deux  droites  correspondantes 
ou  homologiques ;  et  si  cet  angle  tourne  autour  de  son  sommet , 
les  deux  cordes  envelopperont  deux  courbes  qui  seront  homolo- 
giques; de  sorte  que  les  proprietes  de  Tune  feront  connaitre  les 
proprietes  de  I'autre.  Cela  pose,  concevons  que  Tune  des  coniques 
soit  un  cerclcy  et  que  Tangle  tournant  soit  droit;  la  corde  qu^il 
intercepte  dans  le  cercle  passe  par  un  point  fixe  situe  sur  la  nor- 
male  commune  aux  deux  courbes,  puisquece  point  estle  centre 
du  cercle.  II  s'ensuit  que  la  corde  intcrcept^e  dans  la  coniqtie  passe 
aussi  par  un  point  fixe  situe  sur  la  m^me  normale  Ce  qui  est  un 
theoreme  bien  connu. 

Si  Tangle  tournant  n*est  pas  droit,  la  corde  qu*il  intercepte  dans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique;  done  la  corde  inter- 
ceptee  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  coniquc. 

(*)  Voir  Comptes  rendus  des  Seances  de  V Academic  des  Sciences,  t.  XXVI ; 
seance  du  2:1  mai  1848. 

(**)  Poncelet;  Traite  des  Proprietes  projectiles ;  p.  171  el  280. 
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Or  deux  cercles  concentriqnes  peuvent  etre  regard^s  com  me 
ayant  nn  double  contact  sur  la  droite  sittiee  k  Tinfini  (710)  ;  done 
la  nouvelle  coniquc  a  un  double  contact  avec  la  proposee  sur  la 
droite  qui ,  dans  cette  conique ,  correspond  k  Tin&ni  du  oerde. 
On  a  done  ce  theoreme  : 

Siy  autour  d*un  point  d'une  conique,  comme  sommet,  on  fait 
tourner  un  angle  de  grandeur  constante,  la  corde  qu*il  intereepte 
dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a  un  double 
contact  apec  la  proposee  {*), 

Gela  est,  comme  on  voit,  un  cas  particulier  du  theoreme  (627), 
obtenu  par  la  methode  generale. 

659.  Une  conique,  ct  un  cercle  ayant  son  centre  en  Tun  dc 
ses  foyers,  sont  deux  courbes  horaologiques  dontle  centre  d'bo- 
mologie  est  au  foyer  ( **).  Si  un  angle  de  grandeur  constante  toume 
autour  de  ce  point,  comme  sommet,  la  corde  qu'il  intercepte^ans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Done  la  corde  inter- 
ceptde  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  qui  a  un 
double  contact  avec  la  proposee.  Le  contact  (imaginaire)  a  lien  sur 
la  directrice  correspondante  au  foyer ;  parce  que  cette  droife  est 
la  polaire  du  foyer,  et ,  par  consequent ,  correspond  k  la  droite  a 
rinfini  dans  le  cercle ,  bquelle  est  la  polaire  du  centre. 

Ces  exemplcs  sufHsent  pour  montrer  comment  la  theorie  des 
figures  homologiques  a  pu  servir  k  faire  des  transformations  de 
proprietes  relatives  aux  angles.  C*est  dans  le  Traits  des  Proprietes 
projectiles  M.  Poncelet,  que  Ton  trouveles  premiers  exemples 
et  les  plus  heureuses  applications  de  cette  methode. 

640.  Pour  la  transformation  des  angles ,  dans  les  figures  corre- 
latives, on  pent  se  servir  de  la  theorie  des  polaires  reciproques, 
en  prenant  un  cercle  pour  conique  auxiliaire.  En  effet,  dans  Ic 
cercle,  \e  pdle  A\\ne  droite  est  sur  le  rayon  perpendiculaire  a  la 
droite.  II  s*ensuit  que  Tangle  de  deux  droitcs,  dans  une  figure, 
est  cgal  k  Tangle  des  rayons  menes  d*un  point  fixe  aux  deux  points 
qui  correspondent  k  ces  droites  dans  la  figure  polaire.  De  \k  resulte 

{  *)  Poncfilet;  Tiaite  des  Propvi^les  pro jec  lives  des  figures;  p.  280. 
(**)  Hid  ;  page  262. 
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la  lucthode  feconde  due  k  M.  Poncelet  ei  dont  les  geoniclres  depuis 
ont  fait  de  Doinbreuses  applications. 

Ainsi ,  de  ce  theoreme  :  «  Les  perpendiculaires  abaissecs  des 
sonimets  d'un  triangle  sur  les  cotes  opposes ,  passent  par  un  iiK^me 
point,  »  on  conclut  celui-ci :  Si  tC  un  point  fixe  on  menc  des  droites 
aux  trois  sommcts  d'un  iriangle,  les  perpendiculaires  a  ees  droites , 
menees  par  le  mSme  point ,  vont  rcncontrer  les  cdl^s  opposes  qjhx 
trois  sommets  respectivement ,  en  trois  points  sititSs  en  ligne  droite, 

64 1 .  Dans  ce  systeme ,  ou  Ton  prend  les  poles  et  polaires  par 
rapport  5  un  cercle^  la  conique  qui  correspond  i\  un  cercle  a  Tun 
de  ses  foyers  situe  au  centre  du  cercle  auxiliaire.  Supposons  que 
Ton  considere  dans  le  cercle  propose  un  angle  dc  grandeur  donnee, 
ayant  son  soinmetsur  la  circonference,  cet  angle  intercepte  dans 
le  cercle  une  corde  qui  enveloppe  un  second  cercle  concentrique. 
On  en  conclut  ce  theoreme :  Si ,  autourdu  foyer  d'unc conique,  on 
Jait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante ,  et  que  par  les  points 
oil  ses  cdtes  rencontrent  une  tangente  quelconque  a  la  conique  on 
mene  deux  tangentes  a  la  courbe,  le  point  d* intersection  de  ces 
deux  tangentes  aura  pour  lieu  geometriquc  une  secondc  conique 
ayant  un  double  contact  avec  la  premiere ,  sur  la  dircctrice  cor- 
respondante  au  foyer. 

Si  Tangle  tournant  est  droit ,  le  lieu  est  la  dircctrice  eile-menie. 

648.  Dans  ces  exemples ,  les  angles  que  nous  avons  eu  a  trans- 
former sont  egaux,  de  sorte  que  notre  mcthode  gencrale  s'y 
applique  aussi,  et  elle  procure  immediatement  des  resultats  plus- 
generaux,  puisque  les  angles  de  la  nouvelle  figure  n'y  sont  pas 
necessairement  de  meme  grandeur.  Ainsi  le  theoreme  precedent 
n'est  qu^un  cas  particulier  du  theoreme  (654)  conclu  de  la  meme 
propriete  du  cercle  par  la  mcthode  gencrale,  puisque  celui-ci 
exprime  une  propriete  relative  a  un  point  quelconque  pris  dans 
le  plan  d^me  conique,  tandis  que  ce  point  est,  dans  le  theo- 
reme (641),  necessairement  un  des  deux  foyers  de  la  courbe. 

II  est  vrai  qu'apres  avoir  deraonlrc  un  theoreme  relatif  au  foyer 
d'une  conique  par  la  transformation  polaire  d'un  cercle ,  on  pent 
generaliser  ensuite  ce  theoreme  el  Tappliquer  5  un  point  quel- 
conque, par  une  transformation  homographique. 
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Si  la  inothode  des  polaires  reciproques  ne  conduit  p^s  imnie- 
diatement  aux  resultats  les  plus  generaux,  elle  peut  offrir  un  autre 
avantage ,  car  elle  serait  seule  applicable  dans  des  questions  oik 
Ton  aiirait  h  considerer  des  angles  de  grandeurs  differentes.  Mais 
ce  cas  ne  s^est  probablement  presente  que  fort  rarement  dans  les 
applications  que  Ton  a  pu  faire  de  cette  methode  ingenieuse,  qni 
a  puissamment  contribue  aux  progres  de  la  Geometric  depuisTap- 
parition  du  Traitc  des  Proprietes  projectives,  \ 
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QUATRIfiME  SECTION. 

DES  CERCLES. 


GHAPITRE  XXVllI. 

PROPRI^T^S  RELATIVES  A   13 N  CERCLE. 


§  I .  —  Du  rappon  anharmonique  de  quatre  points  d'un 

cercle. 

I. 

643.  La  seule  propriele  du  cercle  que  nous  supposerons 
connue  est  celle-ci  :  Tous  les  angles  qui  ont  leiirs  sommets 
en  des  points  de  la  circonference  et  qui  sous'tendent  une 
meme  corde,  sont  egaux  ou  supplements  Vun  de  V autre. 
Cettc  proposition  va  nous  servir  k introduire,  dans  la  theo- 
rie  du  cercle ,  la  notion  du  rapport  anharmonique  qui  de- 
viendra  la  base  des  developpements  ulterieurs. 

B'i4.  Si  de  deux  points  fixes  P,  P',  pris  sur  la  circonfe- 
rence d'un  cercle  (fig.  i34)  >  on  mene  des  droitesh  chaque 
point  m  de  la  circonference  y  ces  droitcs  forment  deux 
faisceaux  homographiques. 

En  eflfet ,  deux  droites  Pm,  P/i  dn  premier  faisceau  font 
en  ire  dies  le  m6me  angle  que  les  deux  droites  correspon- 
dantes  P'/n,  Vn  du  second  faisceau;  done  les  deux  fais- 
ceaux sont  homographiques  (145). 

II  est  clair  que  Ic  rayon  PP'  du  premier  faisceau  a  pour 
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homologue,  dans  le  second,  la  langcnte  au  cerclo  eii  P'; 
et  pareillemeiit,  que  la  tangente  en  P,  considdree  commc 
rayon  du  premier  faisceau,  a  pour  homologue ,  dans  le  se- 
cond ,  le  rayon  P'  P  ( 541 ) . 

645.  Le  theor^mc  precedent  est  susceptible  d*uti  autre 
enonc^ ;  on  pent  dire  que  ;  Si  par  quatre  points fixes  a ,  b , 
c,  d,  pris  sur  la  circonference  fi*un  cercle  (fig.  i35),  on 
mene  quatre  droites  h  un  m^rne  point  p  de  la  circonjc- 
rence^  le  rapport  anhaimonique  dc  ces  quatre  droites 
est  constant y  quel  que  soit  cc  cinquieme  point. 

Nous  appellerons  cette  valeur  constante  le  rapport  an- 
hOfi^monique  des  quatre  points  a,  b,  c  ,  d  du  cercle. 

646.  Trouucr  les  points  d  'intersection  d  'une  droite  et 
d'un  cercle, 

Les  deux  rayons  tournants  P/n,  P^ni(fig,  i36)  mar- 
quent  sur  la  droite  deux  divisions  homographiques ,  donl  les 
points  doubles  seront  eTidemment  les  points  d'interseclion 
chercbes. 

On  construira  ces  points ,  soit  au  moyen  de  trois  couples 
quelconqucs  de  points  coujugues  a^  a'  dcs  deux  divisious, 
soit  en  se  servant  des  points  I  et  J',  dont  les  bomologues  sont 
arinfini(154). 

Observation.  — U  i^esulie  de  la  que  les  proprietes  rela- 
tives aux  points  d'intersectiou  d'un  cercle  par  uiie  droite 
se  peuvent  conclure  de  celles  des  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques. 

Ce  que  celte  metliode  a  de  plus  utile  ici,  c'est  qu'ellc 
permet  d'introduire  dans  la  llieorie  du  cercle  la  notion  des 
points  irnaginaires,  qui  scmblait  exiger  I'emploi  de  la  Geo- 
m^trie  analytique.  On  leve  par  Ih  une  grande  difficulte  qui 
entravait  la  marche  de  la  Geometric  pure.  Nous  verrons 
plus  loin  (*)  combien  la  consideration  des  imaginaires  peul 


(")  Chap.  KXXlHei  XXXIV. 
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^tre  utile  comme  moyen  de  demonstration ,  meme  dans  des 
propositions  exclusivement  relatives  a  des  objets  reels. 

647.  Prenons  pour  les  points  P,  P'  les  extremites  d'un 
diamitre  {fig»  137) ,  et  soit  p  le  point  ou  ce  diamitre  ren- 
contre la  droite  proposee  L. 

Qu'on  m^ne  la  corde  P'M  parallMea  cette  droite,  puis 
la  corde  PM;  celle-ci  marquera  sur  la  droite  le  point  I  (154), 
qui  sera,  par  consequent,  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissee  du  point  P  sur  la  droite.  De  m^me,  la  perpendi- 
culaire P' J'  marque  le  point  V.  Le  point  milieu  O  des  deux 
1  et  J'  est  le  milieu  des  deux  points  d'iniersectJon  (154). 
Par  consequent ,  on  en  conclut  que  :  Le  pied  dc  la  per^ 
pendtcidaire  abaissee  du  centre  d'^un  cercle  sur  une  droite 
est  le  milieu  des  deux  points  d' intersection  [reels  ou  inia-- 
ginaires)  de  la  droite  et  du  cercle, 

648.  Considerons  le  point  p  comme  appartenant  a  la 
premiere  division,  et  consequemment  au  rayon  PP'  du 
premier  faisceau,  son  homologue  p'  sera  sur  la  tangente 
en  P'  (644) ,  laquelle  est  perpendiculaire  a  PP'.  On  pent 
exprimer  les  deux  divisions  homographiqucs  par  Tequation 

et  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  du  cercle  sc  de- 
terminenl  par  celle-ci : 
— 2 

pa  —(pi  -f- pJ')pfl-h  pi. pp'=  o. 

Soieni  f  ces  points  (reels  ou  imaginaires) ;  le  produit 
p e . ft/' est  egal  au  dernier  terme  pl.pp' . 

jiutrenient.  Considerons  les  deux  points  p  ei  I  dc  la 
premiere  division ,  dont  les  homologues  ,  dans  la  seconde , 
sont  et  I'  (celui-ci  a  Tinfini);  les  deux  couples  F,  et 
I,  p'  formcnt  avece,  une  involution  (259)  dont  le  point 
central  est  py  puisque  son  conjugue  V  cet  a  TioBni ;  on  a 
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done 

pir.p/=pl.pp'  (197). 
Cela  pose,  on  a,  dans  les  deux  triangles  semblables  pi  P. 

Jp=^>     ou     pI.pp'  =  pP.pP'. 

Done 

pe.p/  =  pP.pP'  =  const. 

Done  :  Si  auto ur  d'un  point  p  on  fait  tourner  une  trans- 
uersale,  le  produit  des  segments  compris  entre  ce  point  et 
les  deux  points  [reels  ou  imaginaires)  oil  celte  droite  ren- 
contre le  cercle  ^  reste  constant. 

Soil  C  le  eentre  du  eercle,  et  R  son  rayon ;  on  a 

pP.pP'rrrpT-RS 

ct ,  par  consequent , 

pef.p/=^'— R^ 
Si  le  point  p  est  le  milieu  O  des  deux  points         on  a 
0/=  —  Oe    et    0^  =  R'  —  Oc! 

649.  Puisque  le  milieu  des  deux  points  d'intersection 
d'une  droite  et  d'un  cercle  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissee  du  centre  sur  la  droite  (647) ,  il  s'ensuit  que  : 

Siautour  dhin  point  on  fait  tourner  une  droite  y  le  mi- 
lieu des  deux  points  [reels  ou  imaginaires)  oil  elle  ren- 
contre un  cercle  fixe,  a  pour  lieu  geometnque  un  second 
cercle  ay  ant  pour  diametre  la  droite  menee  du  point  fixe 
au  centre  du  cercle  propose. 

650.  Quanduue  droite  A  ne  rencontre  pas  un  cercle,  les 
points  doubles  des  deux  divisions  homograph] ques  par  les- 
quellcs  on  cherehe  a  determiner  les  points  d'intersec- 
lion  (646)  sont  imaginaires ,  et  Ton  en  eonclut  cette  pro- 
priele  rcmarquable  (171)  :  //  existe,  de  part  et  d'autiv 
de  la  droite  A  (fig.  i36),  un  point  d'oii  Vonvoit  tons 
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les  segments  tels  que  cutx!  sous  des  angles  de  mdnie  gran- 
deur j  et  ca  point  est  toujours  le  meme,  quels  que  soient 
les  deux  points  fixes  P,  P',  piis  sur  la  circohference. 

En  effet ,  la  distance  du  point  en  question  a  la  droite  A  a 
son  carre  ^gal,  avec  le  signe  — ,  au  carre  du  demi-segment 
compris  entre  les  deux  points  doubles  (171),  et,  par  con- 
sequent, au  carre  de  la  demi-corde  imaginaire  interceptee 
sur  la  droite  par  le  cercle  (*). 

651 .  Determiner  les  points  imagijiaircs  d'un  cercle  y  situcs 
a  Vinjini, 

L'infini  est  une  ligne  droite,  il  faut  done  determiner  les 
points  d'intersection  du  cercle  par  cette  droite  situee  A  Tin- 
Les  rayons  Pw,  P'm,  qu'on  fait  tourner  autour  de 
deux  points  fixes  P,  P'  {fig*  *36),  et  qui  se  croisent  en  un 
autre  point  quelconque  de  la  circonference ,  rencontrent  la 
droite  en  deux  points  a,  a'  situes  a  Tinfini  et  formant 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  demandes.  Or,  si  par  le  point  P  on  mene  la 
droite  Pm'  parallele  a  P'm,  elle  ira  passer,  a  Tinfini,  par 
le  point  a'\^  de  sorte  que  les  deux  divisions  homographiques 
sont  foFmees  par  les  deux  cdtes  de  Tangle  mVm[.  Or  cet 
angle  est  de  grandeur  constante,  par  consequent  ses  c6t^s 
P/n,  Pm',  en  toumant,  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques dont  les  rayons  doubles  (imaginaires)  repondent 
aux  points  doubles  des  deux  divisions  homographiques  a 
I'infiui.  On  a  done  ce  theorime  : 

hes  points  d intersection  d*un  cercle  par  la  droite  situee 
a  Vinfiniy  sont  sur  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux 
homographiques  formes  par  les  deux  cotes  d'nn  angle 
de  grandeur  constante,  tournant  autour  de  son  sommet. 

L'angle  change  de  grandeur  si  le  point  P'  se  deplace  sur 


(*)  Ce  thcor^roe  aura  diverses  applications;  noub  dous  en  servirons  no- 
tamroent  pour  demontrer  qu\in  c^nea  base  circuJaire  pent  dtrc  coupe d^un«> 
aeconde  inanidre  buivant  un  cercle.  (Chap.  XXXIV.) 
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la  circonfifrence^  il  en  resulte  que  les  rayons  doubles  des 
deux  faisceaux  formes  par  les  deux  c6t^s  sont  toujours  les 
mt^mes,  quel  que  soit  cet  angle,  ainsi  que  nous  Tavons  deja 
demontre  directement  (172). 

652.  Si  par  un  point  quelconque  on  mene  deux  droites 
A,  A'  parall^les  aux  deux  cdles  de  Tangle  mPm'  consid^re 
dans  une  de  ses  positions ,  ces  deux  droites  passeront  par 
deux  points  homologues  des  deux  divisions  honiograpliiques 
situees  k  rinfini.  II  en  resulte  ce  theorime  general : 

Si  Von  a  des  angles  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,C'),  etc., 
tous  de  mdme  grandeur  et  Jornies  dans  le  m€me  sens  de 
rotation  h  pdrtir  de  leurs  origines,  mats  places  d'tine  ma- 
niere  quelconque  y  leurs  cotes  fonnent  snr  la  droite  situee 
a  Vinjini  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles,  imaginaires ,  sont  toujours  les  nidmes,  quelle  que 
soit  la  grandeur  commune  des  angles^  et  ces  points  dou  - 
bles  sont  les  points  d^ intersection  d'un  cercle  quelconque 
trace  dans  le  plan  de  la  figure  ^  par  la  droite  situee  a 
rinfini  (*). 

II.  Polygenes  inscrits  a  un  cercle. 

653.  Soient  PA ,  P'A  et  PB,  P'B  deux  couples  de  rayons 
homologues  fixes ,  et  Pm ,  P'm  deux  rayons  homologues  va- 
riables^ rhomographie  des  deux  faisceaux  consid^res  pre- 
c^demment  (644)  s'exprime  par  I'equation  g^nerale 

sin  m PA  ^sinwP'A  /i^jx 

sin  /w  PB       sin/wP'B    ^  ^' 

Mais  ici  la  constante  X  est  egale  a  Tunite;  car  les  deux 
angles  mPA  et  wP'A  sont  egaux  ou  supplements  Tun  de 
Tautre,  ainsi  que  les  deux  mPB ,  /»P'B.  Ainsi  Tequation  est 

sin  w  PA   sin  m  P'A 

sin  m  PB      sin  m  P'B 


(*)  C^est  ce  tbdor&ine  donl  nous  nous  sommes  servi  fli«ns  les  applicatioiu 
des  mclbodes  de  traiisfoimalion  des  figures  ( 624 ) . 
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Le  premier  mcmbre  est  ^gal  an  rapport  des  distances  du 
point  m  aux  deux  droites  PA ,  PB,  et  le  second,  an  rap- 
port des  distances  du  meme  point  aux  deux  droites  P'A, 
P'  B.  Ce  qui  exprlme,  a  I'egard  du  quadrilatere  PAP'  B,  que : 
"  Dans  un  quadrilalere  inscrit  a  uri  cerclc ,  le  produit 
des  dis lances  de  chaque  point  de  la  circonjerence  a  deux 
coles  opposes  est  egal  au  produit  des  distances  du  m^me 
point  aux  deux  aatres  coles  opposes. 

654.  On  pent  etendre  ce  theorime  a  un  polygone  quel- 
conque  d'un  nombrc  pair  de  c6les;  c'esl-a-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  dc  cotes  est  in^ 
scrit  au  cercle,  le  produit  des  distances  d*un  point  quel- 
conque  de  la  circonference  aux  cotes  de  rang  pair  est  egal 
au  produit  des  distances  du  m^me  point  aux  cotes  de  rang 
impair. 

Pour  demontrer  ce  iheoreme,  il  suflSt  d'observer  que 
s'il  a  lieu  pour  un  polygone  de  an  c6les,  il  aura  lieu  pour 
un  polygone  de  an  -4-  2  c6tes,  parce  que  celui-ci  se  de- 
compose, au  moyen  d'une  diagonale,  en  un  polygone  dc 
2  n  cdles  et  un  quadrilatere ,  et  que  les  equations  relatives 
a  ces  deux  figures  fournissent  immediatement  Fcquation 
relative  au  polygone  de  2/1  -f-  2  cotes.  On  conclut  de  la  que 
le  theoreme  etant  vrai  pour  un  quadrilatere,  il  Test  aussi 
pour  un  hexagone ,  pour  un  octogone,  etc.  Done,  etc. 

655.  Un  polygone  inscrit  dans  un  cercle  peut  etre  re- 
garde  comme  ayant  un  c6te  infiniment  petit,  dirige  sui- 
vant  la  tangente  au  cercle,  en  Tun  de  ses  sommets.  Cctte 
consideration  permet  d'appliquer  le  theoreme  i  des  poly- 
gones  quelconques.  On  en  conclut,  par  exemple,  que  : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  a  un  cercle,  si  I'on 
considkre  le  polygone  inscrit  qui  a  pour  sommets  les  points 
de  contact  des  cotes  du  polygone  circonscrit ,  le  produit 
fh^s  distances  d'un  point  de  la  circonference  aux  cdtes  du 
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premier  potygone  est  egal  au  produit  des  distances  du 

mdme  point  aux  cdtes  du  second, 

656.  Soil  un  quadrilaiere  PmP'n  inscrit  au  cercle 
(fig-  1 38).  Une  droiie  L  rencontre  les  deux  c6tes  Pm,  P» 
en  a,  b]  les  deux  P'm,  P'/i  en  a\  b\  et  la  circonference 
en  deux  points  e^f  (reels  ou  imaginaires)  \  ces  deux  points 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  homograpldques 
dont  b  et  a\b^  sont  deux  couples  de  points  homolo- 
gues  (646),  Par  consequent,  les  irois  couples  e^f\a^b'ei 
a! ^  b  sont  en  involution  (207).  Or  b'  appartiennent  a 
deux  c6tes  opposes  du  quadrilat^re ,  et  a\  b  aux  deux  autres 
c6tes  opposes.  Done, 

Quand  un  quadrilatere  est  inscrit  dans  un  cercle,  une 
transv^ersale  quelconque  rencontre  ses  deux  couples  de 
cotes  opposes  et  la  circonference,  en  trois  couples  de  points 
qui  sont  en  inv^olution, 

Cette  proposition  est  celle  que  Ton  appelle  le  tb^reine 
de  Desargues  sur  Y involution. 

Autrement.  Les  droites  menses  des  deux  sommets  P,  P' 
du  quadrilatire  VmV n  aux  quatre  points  w,  f  de 

la  circonference  forment  deux  faisceaux  qui  out  le  m^me 
rapport  anharmonique  (644).  Corisequemment  les  deux  s^ 
ries  de  quatre  points  dans  lesquels  ces  droites  rencontrent 
la  transversale ,  savoir  a,  b^  e,  f  et  a\  b\  e,  f  out  le 
m^me  rapport  anharmonique ;  et  Ton  a 

ea    fa  ca'  fa! 

7b  ''fi'^lP'/P'' 

ou 

ca.eb'  _fa.fb' 
tfa\vb^  fa\fb 

•    Ce  qui  est  une  des  equations  d^involution  a  buit  segments. 
Done,  etc. 

Cette  seconde  demonstration  exige ,  a  la  rigueur,  que  les 
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deux  points  e,  /  soient  imaginaires ,  puisqu  on  les  consi- 
dire  isolement ,  landis  que  dans  la  premiere  ces  points  sont 
reels  ou  imaginaires,  indiflG^remment. 

657.  L'equation  prec^dente  s'etend  a  un  polygene  d'un 
nombre  pair  de  cdt^sj  c'est-a»dire  que  : 

Quand  un  poly  gone  d'un  nombre  pair  de  cdtes  est  inscrit 
dans  un  cercle ,  si  F on  mene  une  transuersa/e  qui  rencon^ 
tre  les  cdtes  de  rang  pair  en  des  points  a,  a',  a'^,...,  les 
cdtes  de  rang  impair  en  des  points  6,  6'.  6",.,.,  et  la  cir- 
conference  en  deux  points  e,  f ,  o/i  aura  la  relation 

La  demonstration  se  fait  par  le  m^me  raisonnement  que 
pour  le  theor^me  (654). 

III.  Hexagone  inscrit  au  cercle.  ' 

658.  Les  droites  menses  de  quatre  points  d'un  cercle  a 
deux  autres  points  de  la  circonfi^rence  forment  deux  fais- 
ceaux  de  quatre  droites  qui  out  leurs  rapports  anharmo- 
niques  egaux  (644);  on  en  conclut,  en  considdrant  les  six 
points  comme  les  sommets  d'un  hexagone  (417) ,  le  theo- 
r^me  de  Pascal : 

Quand  un  hexagone  est  inscrit  dans  un  cercle,  les  points 
de  concours  des  cdtes  opposes  sont  en  ligne  droite, 

§11.  —  Du  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes 
a  un  cercle, 

I. 

659.  Deux  tangentes  h  un  cercle  etant  fixes,  si  Von 
mine  plusieurs  autres  tangentes^  leurs  parties  comprises 
entre  les  deux  premieres  seront  vues,  du  centre  du  cercle, 
sous  des  angles  egaux  ou  supplements  Vun  de  Vautre. 

3o 
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En  effet,  soient  A  ct  A'  (fig-  ^^9)  points  de  contaci 
des  deux  tangentes  fixes ,  et  m  le  point  de  contact  d^une 
troisiime  tangente  aa';  les  deux  droites  Ca,  Ca',  issues 
du  centre  du  cercle,  sont  perpendiculaires  aux  deux  wA  , 
mA\  et  font  entre  elles  un  angle  aCa'  supplement  de 
Tangle  A/;/ A',  dont  les  deux  c6t^s  sous-tendent  la  corde 
fixe  A  A'.  Or  tons  ces  angles  Am  A'  sont  egaux  ou  supple- 
ments Tun  deTautre.  Done,  etc. 

CoROLLAiRE.  —  Quaud  Ics  dcux  tangentes  fixes  sont  pa- 
stlleles,  Tangle  aCa'  est  droit.  Done,  la  portion  d'utie 
tangente^  au  cercle^  comprise  entre  deux  tangentes  paral- 
leles,  est  vue  du  centre  sous  un  angle  droit. 

660.  On  conclut  du  theorime  precedent,  que  : 

Une  tangente  mobile,  roulant  sur  un  cercle,  rencontre 
deux  tangentes  fixes,  en  deux  points  qui  forment  deux 
divisions  homographiques. 

En  effet,  Tangle  aCa'  restant  de  m<^me  grandeur,  Ifis 
deux  rayons  Ca,  Ca'  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  et,  par  consequent,  les  deux  points  a,  a'  for- 
ment deux  divisions  honiographiques. 

661 .  Les  droites  menses  d'un  point  fixe ,  aux  deux  se- 
ries de  points  a  et  a\  formeront  deux  faisceaux  homogra- 
pbiques  dont  les  rayons  doubles  seront,  evidemment,  les 
tangentes  au  cercle  menees  par  ce  point.  Les  rayons  doubles 
peuvent  ^tre  imaginaires-,  les  tangentes  le  seront  aussi.  On 
con9oit  done  bien  ce  que  Ton  entendra  par  deux  droites 
imaginaires  tangentes  a  un  cercle,  Cetle  notion  nous  sera 
tris-utile. 

662.  On  conclut  du  theor^me  (660)  que  :  Quatre  tan- 
gentes  h  un  cercle  sont  rencontrees  par  une  cinquieme  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anhamionique  reste  con- 
stant, quelle  que  soit  cctte  cinquieme  tangente. 
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Nous  appellerons  cette  quantite  consiante,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  fixes, 

663.  Le  rapport  anharmonique  de  qualre  tangentes  a 
un  cercle  est  egal a  celui  des  quatre  points  de  contact. 

En  eflct,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
b,  c^  d  (  fig*  1 40)  ^  est  celui  des  quatre  droites  menses  de 
ces  points  a  un  autre  point  m  de  la  circouCSrence  (645)  5  et 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  aux  points 
c^d  est  celui  des  quatre  points  d'intersection  de  ces 
tangentes  par  une  cinqui^me  quelconque  (662),  et,  par 
consequent,  par  la  tangente  au  point  m.  Soient  tz,  6,  y, 
«J  ces  quatre  points  d'intersection  :  leur  rapport  anharmo- 
nique est  ^gal  a  celui  des  quatre  rayons  menes  du  centre 
du  cercle  a  ces  points*,  et  comme  ces  rayons  sont  perpendi- 
culaires,  respecti vement ,  aux  quatre  droites  qui  vont  du 
point  m  aux  quatre  points  a  ^b  ^c  ^  rf,  leur  rapport  anhar- 
monique est  egal  a  celui  de  ces  quatre  droites.  Mais  celui-ci 
exprime  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 

d\  done  ce  rapport  est  egal  a  celui  des  quatre  tangentes. 

c.  Q.  F.  D. 

II.  Polygenes  circonscrits  au  cercle. 

664.  Soit  un  quadrilatire  circonscrit  abb* a'  {fig. 

et  une  tangente  mobile  rum'  qui  rencontre  ses  c6tes  opposes 
aJ,  a'b'  en  m  et  m' ,  Ces  deux  points  forment  deux  divi- 
sions homographiques  (660) ,  et,  par  consequent,  on  a 

ma       m' a' 

Le  rapport  ^  est  ^gal  au  rapport  des  distances  de  la 
tangente  mm'  aux  deux  sommets  a ,  h  du  quadrilatire , 
et        est  eeal  au  rapport  des  distances  de  la  m^me  lan- 

3o. 


468        TRAITS  DE  GfiOM^TRIE  SUP^RIEURE. 

gente  aux  deux  autres  sommets  a',  &^  II  s'ensuit  que  I'^ua- 

lion  precedente  exprime  ce  th^orime  : 

Quand  un  quadrilatkt^  est  circonscrit  a  un  cercle,  si 
line  tangente  roule  sur  le  cercle ,  le  produit  de  ses  distan- 
ces a  deux  sommets  opposes  du  quadrilatire  est  aw  pro- 
duit de  ses  distances  aux  deux  autres  sommets^  dans 
une  raison  X  qui  reste  constants* 

La  constante  X  peut  prendre  une  expression  tres-simple. 
On  a  ,  dans  les  triangles  Cam ,  C  am , 

ma  sin  mCa  Ca 

mh      %mmCb  Cb 

Et  dememe 

mV  sin  /w'Cfl'  Ca' 

Tin'  ~  sinw'C  b'  '  Cb' 

Or  les  deux  angles  mCa  et  /»'Ca'  ont  Icurs  sinus 
iganxx  (659),  ainsi  que  les  deux  mCh^  m'Ci'.  Done 

ma   in!  a'      Ca  Ca' 

^  ''^'^  ch  'cF' 
Et  par  consequent, 

Cfl         _  Ca,Cb' 
Cb  '  Cb'^'Cb.Ca'' 

Ainsi : 

Za  raison  X  est  egale  au  produit  des  distar\fes  du  centiv 
du  cei^cle  aux  deux  premiers  sommets  opposes  du  quadn- 
latere,  div^ise  par  le  produit  des  distances  dumeme  centre 
aux  deux  autres  sommets. 

Le  centre  du  cercle  lient  lieu,  en  quelque  sortc,  d'une 
tangente. 

Autrement.  Voici  uno  scconde  demonstration  de  ce  re- 
sultat  singulier,  qui  montrera  mieux  la  raison  premiere 
de  la  propriete  dont  jouit  ici  le  centre  du  cercle.  II  suffil 
d'appliquer  le  theoreme  aux  deux  tangcnles  imaginaires 
issues  de  ce  point,  considerees  simultanement  (661). 
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En  effet ,  soient  d'abord  deux  tangentes  quelconques  M , 
M',  et  soit  O  leur  point  de  concoars.  Le  produit  des  distances 
des  deux  sommets  a,  du  quadrilat^re  a  ces  deux  tan- 
gentes, divise  par  le  produit  des  disunces  des  deux  autres 
sommets  6,  a  aux  mftmes  tangentes,  est  ^al  a  une  con- 
stante  X",  d'apres  la  premiere  partie  du  theorime :  il  s^ensuit 
qu*on  a  la  relation 

flO'.  6^0'     sin  a OM . sin  a OM^ .  sin  b' OM . sin  h' OM^  _ 
'  sin60M.sinA0M'.  sinif'OM.sintf'OM' 

Les  deux  tangentes  issues  du  point  O  sont  les  rayons 
doubles  de  deux  faisceaux  liomographiques  dont  les  rayons 
passeraient ,  les  uns  par  les  points  a,  ^  vm  6t  les  autres 
par  les  points  a\  h\  c^, . . . ,  que  les  tangentes  au  cercle 
d^tertninent  sur  deux  tangentes  fixes  (661),  Or,  quand  le 
point  O  est  le  centre  du  cercle ,  les  angles  des  deux  fais- 
ceaux sont  egaux,  deux  a  deux  \  par  exemple ,  I'angle  aOh 
est  ^gal  a  Tangle  a'Ob'y  ou  a  son  supplement  (659) ,  ce  qui 
revient  au  m^me;  et  alors  on  a,  a  Tegard  des  deux  rayons 
doubles  M ,  M^ 

sin  a  OM  sinnOM' 
•  sin^OMsin^OM'""    ^  ^' 

etdem6me 

sin  fl'OM  siDfl'OlVr  _ 
•sin  ^'OM' sin  6' Oil'"" 

L*^uation  precedente  se  reduit  done  a 
aO  b'0_ 
bo'  a'O" 

c.         F.  D. 

665.  Le  theoreme  precedent  s'^tend  a  un  polygone  quel- 
conque  d'un  nombrepair  de  c6te6;  c'est-a-dire  que  : 

Un  polygone  d*un  nombre  pair  de  cdtes  etant  circon-- 
scrit  a  un  cercle  y  si  ton  niene  une  tangente  quelconque^  le 
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produit  de  scs  distances  aux  sommets  de  rang  pair  sera 
au  produit  de  ses  distances  aux  sommets  de  rang  impair, 
duns  une  raison  constantc ,  egale  au  produit  des  distances 
des  sommets  de  rang  pair  au  centre  du  cercle,  divise  par 
le  produit  des  distances  des  sommets  de  rang  impair  an 
nvSme  centre. 

La  demonstration  est  tout  a  fait  semblable  a  celle  du 
iheorime  (654). 

666.  On  pent  regarder  le  point  de  contact  d'une  tangente 
a  un  cercle  comme  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  dont 
les  deux  c6tes  seraient  infinimcnt  peu  diflerents  en  direc- 
tion. De  sorte  que  le  point  de  contact  d'un  c6te  d'un  poly- 
•gone  circonscrit  peut  etre  regarde  comme  un  sommet  d'un 
polygone  qui  aural t  un  sommet  de  plus.  II  r^sulte  ces 
considerations ,  que  les  theoremes  precedents  peuvent  ^tre 
appliques  a  des  polygones  circonscrits ,  d'un  nombre  quel- 
conque  de  c6tes.  On  a,  entre  aulres ,  ce  tlieoreme  : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  a  un  cercle ,  le  pro- 
duit des  distances  de  ses  sommets  h  une  tangente ,  est  au 
produit  des  distances  des  points  de  contact  de  ses  cdtes  a 
lamdme  tangente ,  dans  unc  raison  constante^  quelle  que 
soit  cette  tangente. 

667.  Les  tangentes  a  un  cercle  rencontrant  deux  tan- 
gentes  fixes  L,  L'  en  des  points  a,  i et  a',  i',...,  qui 
forment  deux  divisions  homographiques  (660) ,  les  droites 
Pfl,  P6,...,  et  P«',  P6',...,  menecs  d'un  meme  point  P  a 
ces  deux  series  de  points,  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques, et  les  rayons  doubles  de  ces  deux  faisceaux 
sont  les  tangentes  au  cercle ,  menses  par  le  point  P  (66i) .  Or 
ces  rayons  doubles  forment  un  faisceau  en  involution  avec 
les  deux  couples  de  droites  Pa,  Pi',  et  Pft ,  Prt'  (207).  On 
a  done ,  en  consid^rant  le  quadrilaterc  abb' a'  circonscrit  au 
cercle  •  ce  iheoreme  : 


TRAITt  DE  GEOMltTRIE  SUPfaaEURE.  471 
Quand  un  quadrilathre  est  circonscrit  a  un  cercle^  les 
deux  couples  de  droites  menees  d'lm  m^me  point  h  ses 
sommets  opposes^  et  les  deux  tangentes  menees  du  m^me 
point  a  la  circonfcrence  du  cercle ,  forment  un  faisceau  en 
ini^olution . 

II  nous  sera  utile  de  remarqucr  ici  que  la  demonstration 
implique  le  cas  ou  les  deux  tangentes  sont  imaginaires. 

Appclons  E  et  F  ces  deux  tangentes  (reelles  ou  imagi- 
naires) ,  a,  a'  les  droites  menses  a  deux  sommets  opposes 
du  quadrilat^re ,  et  6 ,  les  droites  menees  aux  deux  autres 
sommets;  on  aura,  cntre  autres,  T^quation  d'involution 
suivante  : 

sia(E,  a).sin  (E,  a)      sin  (F,  (y).8in(F,  a^) 
sin(E,  6j.sin(E,  6')  —  sin(F,  €).sin(F,  6')' 

668.  Cette  equation  s'etend  a  un  polygone  circonscrit 
au  cercle ,  d'un  nombre  pair  de  sommets  c'est-a-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d*un  nombre  pair  de  sommets  est 
circonsMt  a  un  cercle y  si  d\in  m€me  point  on  mhne  les 
tangentes  au  cercle  et  des  droites  aboutissant  aux  sommets 
du  polygone y  on  aura,  en  appelant  ¥j^F  les  deux  tan- 
gentes,  et  a,  a',  droites  menees  aux  sommets 

de  rang  pair,  et  6,  6',  6",...  les  droites  menees  aux  som- 
mets de  rang  impair y  la  relation 

sin  ( E,  g) .  sin  (E ,  j .  sin  ( E,  g^^ ) . . .  _  sin  ( F,  a) .  sin  ( F,  ) .  sin  ( F,  a'Q . . . 
sin(E,6).sin(E,6').sin(E,6")...  '~sin(F,  6). sin (F, 6'). sin (F,  6")...' 

La  demonstration  se  fait  comme  celle  que  nous  avous 
indiquee  pour  le  tlieoreme  (665)  •,  et  la  remarque  qui  a 
doun^lieu  au  tlieoreme  (666)  s'appHque  egalement  ici. 

III.  Hexagone  circonscrit  au  cercle. 

669.  Quatre  tangentes  k  un  cercle  rencontrent  deux 
autres  tangentes  en  deux  series  de  quatre  points  qui  ont  le 
meme  rapport  anharmonique  (662).  Done,  en  considerant 
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les  six  UDgentes  coixune  formant  un  hexagone  circonscric 
au  cercle,  on  a,  d'apres  la  proposition  (4i4)  1 1^  thtor&mc 
suivant,  du  a  M .  Brianchon  : 

Dans  tout  hexagone  circonsciit  a  un  cercle,  les  trois 
diagonales  quijoignent  les  sommets  opposes  passent  par 
un  meme  point  (* ). 

§  III.  —  Proprietes  diuerses. 
I. 

670.  Si  sur  le  ddamitre  d!un  cercle  on  prend  deux 
points  qui  diuisent  harmoniquement  ce  diametre^  les  dis- 
tances de  chaque  point  de  la  circonference  a  ces  deux 
points  fixes  ont  leur  rapport  constant. 

En  e£fet,  soient  e,y  les  deux  points  qui  divisent  harmo- 
niquement le  diamitre  AA'  {fig^  i4^)  9  droites  menees 
d'un  point  de  la  circonference  a  ces  deux  points  font  des 
angles  ^gaux  avec  la  droite  menee  du  meme  point  a  Tune 
des  extremites  du  diametre  (8t).  Or  on  a,  dans^es  deux  * 
triangles  em  A ,  fmk , 

em         sin  A       fm        sin  A 

^A     sioff/nA'   fk  ^nfmk 

II  s'ensuit ,  puisque  les  deux  angles  em  A  ^fniA  sont  ^gaux , 
que 

em      fm  me  Ae 

—r^TTy    ou    — const. 
eA     /A'  mf  Af^ 

Ce  qui  demontre  le  thtorime. 

671 .  Si  par  deux  points  e,  f ,  qui  dii^isent  harmonique- 
ment le  diam^tt^  AA'  d'un  cercle  (fig.  i43) ,  on  Heve  deux 
perpendiculaires ,  toute  tangente  au  cercle  rencontre  ces 
droites  en  deux  points  e',f tels,  que  les  droites  menees 


(*}  Nous  avons  dil  (618)  commonl  M.  Brianchon  a  deduit  co  tfaeortot 
dtt  celui  de  Pascal  sur  Ffaexagone  inscritr^ 
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du  centre  a  ces  deux  points  sont  egalement  incUnees  sur 
la  droite  menee  du  centre  au  point  oil  la  tangente  ren- 
contre la  tangente  fixe  en  Fune  des  extremites  du  dia- 
mktre  AA'. 

En  effet,  les  deux  droites  Ce?',  C/'  forment  avec  les 
deux  Ca,  Ca'  un  faisceau  harmonique.  Or  celles-ci  sont 
rectangulaires  (659,  corolL).  Done  chacune  d'elles  fait  des 
angles  egaux  avec  les  deux  Ce',  Cf  (80).  Done,  etc. 

CoROLLAiAE.  —  II  suit  dc  la  que  :  Le  rapport  des  deux 

droites  Ce',  Cf  '  est  constant  et  egal  h 

Car,  la  droite  Ca  divisant  Tangle  e'C /'  en  deux  ^gale- 
ment,  on  a       =  — 77-  Mais  —pr  =  —  •  Done,  etc. 

IL 

672.  Si  sur  les  cordes  d'un  cercle  issues  dun  niSnie 
point  p  de  la  circonference  (fig.  i44)  ?  on  prend  des  seg- 
ments pp'^  en  raison  inverse  des  cordes,  le  lieu  de  leurs 
extremites  p  est  une  droite  perpendiculaire  au  diametre 
qui  passe  par  le  point  p. 

En  effet ,  on  a ,  par  hypothese,  pp'  =       X  etant  une  con- 

stante.-Soit  pris  sur  le  diametre  pO,  le  segment  pE  = 
on  aura 

PP'.p«=pE.pO  01.  ^  =  ^; 

ce  qui  prouve  que  les  deux  triangles  pEp'  et  paO,  qui  ont 
I'angle  en  p  commun ,  sont  semblables ,  et ,  par  cons^uent , 
que  le  premier  est  rectangle^en  E ,  de  m^me  que  le  second 
Test  en  a.  Done  le  lieu  du  point  p'  est  la  droite  elev^e  par 
le  point  E  perpendiculairement  au  diametre  pO. 

c.  Q,  F.  D. 
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673.  Quand  un  triangle  est  inscril  dans  un  cercle,  le 
produit  de  deux  cdtes  est  cgal  an  produil  de  la  perpendi- 
culaire  abaissec  du  sornmet  oppose  surlc  troisienie  cote , 
mullipliee  par  le  diametre  du  cercle, 

Eneffet,  soient  ABC  (fig*  i45)  le  triangle,  Aplaperpen- 
diculaire  abaissec  du  sommet  A  sur  le  cote  oppose ,  et  AA' 
le  diametre  du  cercle.  Les  deux  triangles  rectangles  BA/? 
et  A'AC  sont  semblables,  parce  que  leurs  angles  en  B  et 
A'  sont  ^gaux;  de  sorte  qu'on  a  la  proportion 

"AB      A  A' 

a7  =  AC'  AB.AC  =  A;,.AA'. 

C.   Q.    F.  D. 

CoaoLLAiaE  I.  —  U  suit  de  la  que 

AB.BC  CA=  A/?.BC.AA'; 

d'ou  Ton  conclut  que  : 

Le  diametre  du  cercle  circonscrit  a  un  triangle  est  egal 
au  produit  des  trois  cdtes  dii^ise  par  le  double  de  I'aire  da 
triangle. 

Aitisi,  a,  c  etant  les  trois  cotes  du  triangle,  S  sa 
surface  et  r  le  rayon  du  cercle  circonscrit ,  on  a  4    S  =  abc. 

En  ecrivant       =  7^  •  ^—-9  ondiraque  Yaire  du  tnanele 

est  h  Vaire  du  cercle  circonscrit,  comme  le  produit  des  trois 
cdtes  du  triangle  est  au  cube  du  rayon  du  cercle. 
CoROLLAiRE  II.  —  En  appllquaut  Tequation 

A/?.AA'  =  AB.AC, 

relative  a  la  corde  BC ,  a  tons  les  coles  consecutifs  d'un  po- 
lygone,  d'un  nombre  pair  de  c6t6s,  inscrit  au  cercle,  on  en 
conclut  iinmediatement  le  theoreme  (6S4). 

III. 

(574.  Un  triangle  ABC  etant  trace  dans  le  plan  d'un 
cercle,  si  de  ses  sommet  s  on  mhieles  tangent  cs  A«,  A  a': 
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Bi,  BA'  et  Cc,  Cc  [reelles  on  imaginaires)  ^  on  auruy 
entre  les  sinus  r/es  angles  que  ces  tangentcs  Jont  a^ec  les 
cotes  du  triangle  y  la  vela  lion 

sinaAB.sina'AB  sin  c CA . sin  c' CA    sin  ^BC. sin //EC   

sin    AC. sin  a' AG    sin  cCB.sin  c-'CB    sin  ^ BA . sin  ^' B A 

Supposons  d'abord  que  les  deux  sommets  B ,  C  du  triangle 
soient  exlerieurs  au  cercle,  le  sommet  A  pouvant  etre  inie- 
rieur  ou  ext^rieur,  indifferemment. 

Soil  D  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  Bi 
et  Cc  5  les  trois  droiles  menecs  de  ce  point  aux  sommets  du 
triangle  ABC  donnent  la  relation 

sin6BC    sincCA    sin  DAB 

- —          .   .    rzz  —  1  (350). 

sin^BA    sincCB    sin  D AC  ^ 

On  a  pareillement ,  a  I'egard  du  point  d'interseclion  D' 
des  deux  tangentes  B  J',  Cc', 

sin  b'  BC   sin  cf  CA    sin  D'AB  _  _ 
sin  6'BA  *  sin CB  *  sin  D'AC  ~ 

Multipliant  ces  deux  equations  membre  a  membre,  il  vienl 

sin  ^BC.sin  A'BC  sin  cCA  .sin  </CA  sin  DAB. sin  D'AB  _ 
sin  ^BA.sin  b'hX  '  sincCB.sin  c'  CB  '  sin  DAC.  sin  D'AC  ~" 

Or,  lesqualre  tangentes  Bi,  Bi',  Cc,  Cc'  forment  un  qua- 
drilatere  circonscrit  BDCD'.  Les  droites  menses  du  point  A 
aux  sommets  de  ce  quadrilatire ,  et  les  deux  tangentes  Aa, 
Aa'  (reelles  ou  imaginaires)  forment  une  involution  (667), 
On  a  done  F^quation 

sin  BAD. sin  BAD'      sinBAa  sinBAa' 
sin  CAD.  sin  CAD'  ~~  sin  CA^J  .sin  CA«'' 

d'apris  laquelle  la  precedenle  devient  precisement  cellb 
qu'il  faut  demon trer. 

Passons  au  cas  ou  deux  sommets  A ,  B  sont  interieurs . 
et  un  seul  C  exterieur. 
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Que  sur  le  c6te  A 13  on  prenne  un  point  exterieur  B': 
on  a  deux  triangles  B'AC,  B'BC,  doni  chacun  u'a  qa'un 
sommct  interieur,  et  auxquels  s'applique  le  th^oreme;  et, 
des  deux  ^uations  relatives  a  ces  triangles ,  resulte  natu- 
rellement  celle  qui  exprime  le  theorime  a  d^montrer  pour 
le  triangle  ABC  dont  les  deux  sommets  A ,  B  sont  intdrieurs 
au  cercle. 

Enfin ,  considerons  le  cas  ou  le  triangle  a  ses  trois  som- 
mets A,  B,  C  iuterieurs  au  cercle.  Alors  on  prend  sur  Tun 
des  c6te8,  AC  par  exemple,  un  point  exterieur  C,  et  Ton 
a  deux  triangles  C'BA  ,  C'BC ,  auxquels  s'applique  le  theo- 
rime,  puisqu'ils  n'ont,  chacun,  que  deux  sommets  iute- 
rieurs; et,  des  deux  ^nations  relatives  a  ces  triangles^ 
resulle  celle  qu'il  s'agit  de  demonlrer  a  regard  du  trian- 
gle ABC. 

Ainsi,  le  thforime  est  d^monlre  completement ,  quelle 
que  soit  la  position  des  trois  sonunets  du  triangle  par  rap- 
port au  cercle. 

§  IV.  —  Des  poles  et  polaires  dans  le  cercle. 
I.  Polaire  d'un  point.  —  Pole  d'une  droite. 

675.  Si  autour  (Viui  point  p  (fig.  i46)»  dans  le  plan 
d^un  cercle  y  dnfait  tourner  une  transversale  sur  laqueUe 
on  prend  le  point  p'  conjugue  harmonique  de  par  rap- 
port aux  deux  points  oil  cette  droite  rencontre  le  cercle, 
le  lieu  de  ce  point    sera  une  droite. 

En  eflet,  soit  a  le  milieu  des  deux  points  du  cercle  a,  a'-, 
on  aura 

pa.pa^  =  pp^poL  (70). 

Or  le  rectangle  pa.pa^  est  constant  et  egal  k  pA.pA',  Done 
le  segment  pp^  est  en  raison  inverse  de  pa,  Mais  le  point  u 
est  sur  un  cercle  qui  passe  par  le  point  p  (649).  Donclc 
pomt  p' est  sur  une  droite  (672).  c.  q.  f.  d. 


TRAITA  DE  G^OMltTRIE  SUP^RIEURE.  477 
On  appelle  celle  droite  la  polaire  du  point  p  \  et  r^ci- 

proquement ,  ce  point  est  dit  le  pdle  de  la  droite. 

Cette  polaire  est  perpendiculaire  au  diam^tre  qui  passe 

par  le  p6le  p\  et  le  point  e  ou  elle  rencontre  ce  diamitre 

se  pent  determiner  par  la  relation 

C^.Cpz=CA'=R«  (69), 

R  ^tant  le  rayon  du  cercle. 

Remarques.  —  Quand  la  droite  menee  par  le  point  p  ne 
rencontre  pas  le  cercle,  les  deux  points  a,  a'  sont  imagi- 
n^ires;  mais  leur  milieu  a  est  toujours  reel  (647)5  de  sorte 
que  le  point  p'  se  construit  par  la  m^me  formule 

ou  par  celle-ci , 

oip,up'=^aa  (69), 

dans  laquelle  on  peut  remplacer  aa  par  (R*  —  aC  )  (648); 
ce  qui  donne 

ap.oLQ^  =  R' —  aC  . 
Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  points  p,  p'  sont  du 

m£me  c6t^de  a,  011  de  c6tes  dilTerents,  selon  que 

est  positif  pu  negatif ;  c'est-a-dire  selon  que  la  transversale 

rencontre  le  cercle  en  des  points  reels  ou  imaginaires. 

Observons  encore  que  ces  di  verses  relations  servent  a  con- 
struire  la  polaire  d'un  point,  sans  que  le  cercle  soit  d^- 
crit,  parce  que  Ton  n'y  fait  usage  que  du  centre  et  du  carre 
du  rayon. 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  plus  tard. 

676.  Les  polaires  des  difjerents  points  dHane  droite  pas- 
sent  toutes  par  le  pole  de  la  droite. 

Car  les  deux  points  p,  pS  dont  le  second  est  sur  la  po- 
laire du  premier,  ^t^nt  conjugues  harmoniques  par  rap- 
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port  aux  deux  a^a'^  la  polaire  du  point      passe  par  le 

point  p  (675). 

677 .  Si  Von  mhne  parun  point  p  deux  transuersales  p  aa\ 
phV  (fig.  147)9  point  d* intersection  des  deux  droites 
ab,  a'b'  et  le  point  d' intersection  des  deux  ab',  a'b  seroni 
surlu  polaire  du  point  p. 

En  effet,  soient  p"  les  points  de  la  polaire,  sur  les 
deux  transversales  \  on  a  les  deux  equations 

pa    p'a    ^  pb       b    ^ 

^a!'pa''^  pb''  p"b' 

Done 

pa    p'a  pb  pb 

•  pV     Jb' '  pi/' 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  p^a^  p\  ont  leur 
rapport  anharmouique  egal  a  celui  des  quatre  points  p  ,  fc, 
p",  b' ,  Done  les  trois  droites  ab^  P^p'\  concourent  en 
un  m6me  point  (38)  ^  c'est-a-dire  que  les  deux  droites  ab , 
a' A'  se  coupentsur  la  droite  p'p^'. 

Or,  les  deux  points  b  elb'  entrant  de  la  m^me  maniere 
dans  la  seconde  equation,  on  pent  substituer  I'un  a  Tautre. 
et  il  en  resulte  que  ce  qui  est  demon tre  des  deux  droites 
ab^  n*V  s'applique  aux  deux  ab'eiab.  Done,  etc. 

j4iUrement.  Les  equations 

pa    p'a       pb    p" b 

montrent  que  les  deux  arcs  de  la  circonference  auxquels 
appartiennent ,  respectivement,  les  deux  points  a  et 
ainsi  que  les  deux  b  etb\  forment  deux  courbes  homologi- 
ques  dont  le  point  p  est  le  centre  homologies  et  la  polaire 
p'p"  Vaxc  d* lioiiiologie  (520).  Par  consequent,  les  deux 
droites  homologues  nb^  a'b'  se  rencontrent  sur  la  polaire. 
Et  si  Ton  considire  les  deux  points  a^  b'  comme  appar- 
I  tenant  a  un  memc  arc ,  et  les  deux  a',  b  comme  leui-s  ho- 

mologues sur  Tare  homologique  ,  il  sVnsuivra  que  les  deux 

I 

1 

I 
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(Iroilcs  ai'  et  a^h  se  rericontrenl  aussi  sur  la  polaire  du 
point  p.  Done,  etc. 

678.  Si  Ton  con9oit  que les  deux  transversales  p ab^  pa*b' 
soient  infiniment  voisines ,  les  cordes  ah^  a*V  se  croiseront 
toujours  sur  la  polaire  du  point  p,  et  devieiidront  les  tan- 
gen  tes  en  a  et  a'.  Done : 

Quand  una  droite  toume  autoiir  d'un  point  fixe,  les 
tangentes  mcnees  par  les  detix  points  oil  elle  rencontre 
le  cercle  se  croise/it  sur  la  polaire  du  point  fixe. 

En  d'autres  termes :  La  polaire  d'un  point  est  le  lieu 
des  sommets  des  angles  circonscrits  au  cercle ,  dont  les 
cordes  de  contact  passent  par  le  point, 

Et  rdciproquement :  Le  pole  d'une  droite  est  un  point 
par  lequel  passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles 
circonscrits  a^t  cercle,  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  droite, 

679.  Si  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  a  un 
cercle  on  mene  deux  droites  conjuguees  harmoniques  par 
rapport  h  ces  deux  tangentes^  le  pole  de  Vune  sera  sitae 
sur  V autre. 

Car  les  deux  droites  rencontrent  la  corde  de  contact  des 
deux  tangentes  en  deux  points  qui  sont  conjugues  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  de  contact  (79).  Done  la 
polaire  de  Tun  de  ces  points  passe  par  Tautre  (675).  Mais 
ces  polaires  passent  par  le  pole  de  la  corde  de  contact  (676) 
lequel  est  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes.  Done 
ce  sont  les  deux  droites  qu^on  a  menees  par  ce  point. 
Done,  etc, 

CoROLLAiRE.  —11  suit  dc  la  que  :  £tant  donne  un  cercle, 
si  par  chaque  point  d'une  droite  fixe  on  mkne  une  se- 
conde  droite  qui  soit  la  conjuguee  harnionique  de  la  pre- 
miere,  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle  issues 
de  ce  pointy  cette  droite  passera  toujours  par  un  m^me 
point  qui  sera  le  p6le  de  la  droite  fixe. 
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II.  Autre  maniere  de  demoDtrer  les  propositions  precedentes. 

680.  Des  theorfemes  precedents ,  les  uns  se  rapportent  a 
de«  points  et  les  autres  k  des  droites  5  de  sorte  qu'ils  peuvent 
sc  correspondre  mutuellement,  comme  cela  a  lieu  pour  la 
plupart  des  propositions  que  renferme  cet  ouvrage  :  par 
exemple,  le  dernier  theorerae,  par  lequel  on  conslruit  le 
pole  d'uoe  droite,  correspond  au  premier  (675)  par  lequel 
on  construit  la  polaire  d'un  point.  Cependant  nous  n'avons 
pas  fait  cette  distinction ,  comme  a  I'ordinaire ,  ayant  iroula 
traiter  d'abord  ce  sujet  de  la  maniere  la  plus  ^I^mentaire, 
en  ce  qu'elle  n'exige  la  connaissance  d'aucune  autre  pro- 
priete  notable  du  cercle. 

Mais  nous  allons  reprendre  notre  marche  accoutum^, 
et  suivi-e  les  deux  voies  paralleles  qui  sont  si  propres  a 
marquer  le  caractere  distinctif  des  diUerentes  propositions, 
a  les  classer  dans  un  ordre  nature!  et  a  repandre  toute  la 
clarte  desirable  sur  leur  ensemble. 

681.  Deux  transversales  p  aa\  p  bb'^  issues  du  point  p  et 
rencontrant  le  cercic,  donnentlieu  au  quadrilatire  aa'b'b 
( fig,  1 47 )  •  Une  troisifeme  transversale  quelconque ,  menee 
par  le  m^me  point,  rencontre  les  deux  c6t^s  opposes  ab^ 
a'i'en  deux  points  c',  et  le  cercle  en  deux  autres  points 
e,  (f  (r^els  ou  imaginaires).  Ces  deux  couples  de  points  ap- 
partiennent  a  une  involution  dont  le  point  p  est  un  des  points 
doubles  (656).  Or  la  droite  RG,  qui  joint  le  point  de  con- 
cours  des  deux  c6les  opposes  ai,  a'i'  a  celui  des  deux  dia- 
gonales  ab'^  a^b^et  la  droite  Rp  divisent  harmoniquement 
Tangle  des  deuxc6tes  a'&'  (346)  done  la  transversale 
rencontre  la  droite  RG  en  un  point  p'"  qui  est  leconjugiie 
harmonique  de  p  par  rapport  aux  deux  c,c'.  Done  ce  point 
p'"  est  le  second  point  double  de  Tinvolution  (205).  Done  les 
deux  points  p'^'  sont  conjugu^s  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  points  e  et  ^  de  la  courbe. 
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Dc  la  resulte  lout  a  la  fois  la  demonstration  des  deux 
ilieoremcs  (675  et  677) ,  relalifs  a  la  polaire  d'un  point. 

682.  Considerons  le  quadrilalcre  circonscrit  AEBt^ 
(  fig-  148)  t  dont  les  soinmets  opposes  sont  A,  B  et  F. 
Si  d'un  point  quelcouque  m  de  la  droite  EF  on  m^ne  les 
droites  mA ,  mB  et  tes  deux  tangentes  au  cercle  /we,  my 
(reelles  ou  imaginaires),  ces  deux  couples  de  droites  appar-  ' 
iiendront  a  une  involution  dont  la  droite  EF  sera  Tun  des 
rayons  doubles  (667).  Mais  la  droite  AB  est  divisee  harmo- 
iiiquement  en  G  et  R  par  les  deux  dd*  et  EF  (341).  Done  la 
di^ite  mG  et  la  droite  sont  conjuguees  harmoniqucs 
par  rapport  aux  deux  mA  ,  ///B.  Done  la  droite  mG  est  le 
second  rayon  double  de  rinvolution.  Done  cetle  droite  el 
la  HgnemE  sont  conjuguees  harmoniqucs  par  rapport  aux 
deux  tangentes  issues  du  point  m.  Or,  d'une  part,  le 
point  G,  par  lequel  passe  cette  droite ,  est  fixe ,  quel  que  soit 
le  point  rn ,  puisque  cast  Fintersection  des  diagouales  du 
quadrilatere  circonscrit  AclBd.  Et,  d'autre  pari,  si  le 
point  m  est  a  Tinfini ,  auquel  cas  les  deux  tangentes  sont 
paralleles  a  la  droite  EF,  on  reconnait  que  le  point  G  et  la 
droite  FF  divisent  harmoniquement  le  diametre  du  cercle 
perpendiculaire  a  cette  droite*,  ce  qui  montre  que  le  point  G 
est  le  point  que  I'on  a  appele  precedemment  le  pdle  de  la 
droite  EF  (675). 

On  a  done  ce  premier  theoreme : 

Si  de  cliaque  point  d'une  droite  fixe  on  niene  les  deux 
tangentes  a  un  cercle  et  la  droite  qiu\  as^cc  la  droite  fixe, 
div^isehaiinoniquenirnt  V angle  des  dciix  tangentes  (reelles 
ou  imaginaires)  ^  cetle  droit  a  passe  tou jours  par  un  m^me 
pointy  qui  est  le  pole  dc  la  droite  jixe  (*). 

Que  Ton  remarque  maintenant  que  ce  point  fixe,  se  trou- 

("]  CeUe  proposition  ne  difl(&rc  pas  du  corollaircdc  (679);  mais  iei  les 
deux  tADgentes  au  cerc!c  peuvcnt  6tre  imagfinaires ,  taiidis  que  dans  la  de- 
naonstration  du  th<:>ordme  (679)  on  les  supposait  reelles. 

3i 
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vaat  determine  par  les  droites  meiiees  des  diflereuts  poiut5 
de  la  droite  (ixc,  est  independant  de  la  position  des  deus 
points  E,  F  que  nous  avous  consideres  sur  celte  droite.  On 
en  couclul  ce  second  iheoreme  : 

Si  de  deux  points  d\ne  droite  fixe  on  mene  des  tan- 
gentes  aim  cercle,  les  diagonales  du  quadrilatefe  forme 
par  ces  d<uix  couples  de  cdtes  opposes,  passent  par  wi 
point  fixe ,  quels  que  soient  les  deux  points  pris  sur  la 
droite;  cc  point  fixe  est  le  pole  de  la  droite. 

CoROLLAiRE.  — Quand  les  deux  points  pris  sur  la  droite 
sont  infiniment  voisins,  les  deux  diagonales  du  quadrila- 
tere  deviennent  infiniment  peu  diiTerentes,  et  a  la  limite 
se  confondent  suivant  la  corde  de  contact  des  deux  tan- 
gen  tes  uniques.  D'oii  Ton  conclut  que  : 

Quand  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  it  un  cercle 
glissc  sur  line  droite ,  la  corde  de  contact  passe  par  un 
point  fixe  ^  qui  est  le  pole  de  la  droite. 

III.  Propositions  relatives  k  la  theorie  des  pdles  et  polaires. 

683.  Quand  une  corde  d*un  cercle  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  la  somme  algebrique  des  valeurs  immerses  des 
distances  de  ses  extremites  a  la  polaire  de  ce  pointy  reste 
cons  I  ante. 

Soient  art'  ( fig.  149)  la  corde  qui  tourne  autour  du  point 
fixe  et  le  point  ou  elle  rencontre  la  polaire  de  cc 
point ;  on  a 

Pi      P  /I  pa 

Or  les  trois  segments  p'a,  p'rt',  p'p  sont  pi-oportionnek 
aux  distances  ap^  a' p'  et  pq  des  trois  points  a ,  /i'  el  p  a  la 
polaire.  L'equation  devient  done 
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 1 — r-v  =  —  =  const. 

ap      a  p  pq 

c.  Q.  r.  D. 
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Dans  cettc  equation,  les  signes  des  pcrpendiculaircs  de- 
pendent de  leur  direction  a  partir  dcs  points  a,  a'.  Ainsi, 
dans  la  figure,  ou  le  point  p  est  pris  au  dehors  du  cercle, 
les  deux  perpendiculaires  ap^  a'p*  ont  des  signes  contr^ires. 
Elles  auraient  le  m^m.e  signe,  si  le  point  p  etait  intericur 
au  cercle. 

684.  Le  theoreme  pent  prendre  cet  enonce  plus  general  : 
Si  autour  d^un  point  fixe  on  fait  tonrner  une  cordc  d*un 
cercle,  les  distances  de  ses  extremitcs  a  un  axe  fixe  quel-' 
congue,  di\iis6es  respcctivement  paries  distances  des  deux 
ni€mes  points  a  la  polaire  du  point  fixe ,  ont  une  sommc 
constante.  En  eflfet  ,,soient  aP,  a*  P'  et  pQ  les  perpendicu- 
laires abaissecs  des  trois  points  ^,  a'  ct  p  sur  Taxe  fixe; 
on  aura  Tequation 

■  p'p      ^'a     ^pV  ' 
ot,  commc  precedeijument , 

 1  T-T  =  2  —  =  const. 

ap      ap  pq 

Cc  qui  demontre  le  theoreme. 

685.  Side  chaque  point  d'une  dmite  on  nienc  deux 
tangentcs  a  un  cercle  j  la  somme  des  distances  de  ces  deux 
tangent es  a  un  point  fixe  (fuelconque ,  divisees  par  leurs 
distances  au  pdle  de  la  droite,  est  constante. 

En  eflfet,  soient  p  le  p6le  de  la  droite,  m  le  point  fixe,  et 
rt,  a\  p'  les  points  ou  la  droite  pm  rencontre  les  deux  tan- 
gentes  et  la  droite,  polaire  du  point  p;  on  a  T^uatiou 


2  m 


p      ma  ma 


pp         pa  pn 


^   .  ma    ma  ma 

Or  les  Irois  rannorls  — ?  — r  ot  -V  sont  egaux  ,  respec- 
*  *         pa     pa       \pp'  ^  *  • 

3i*. 


sina  mL=:  — •  sinOmL. 
R 
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tivemeut,  aux  rapports  des  distances  des  deux  tangcntes  at 
de  la  droile  (ixe  aux  deux  points  met  p-^  Tequation  exprime 
done  le  th^oreme  enonc^. 

686.  Si  de  chaque  point  d'une  droite fixe  on  mene  deux 
tangentes  it  un  cercle,  le  prodait  des  sifius  des  angles 
quellcs  font  ai^ec  cette  droile  est  au  carre  du  sinus  de 
V angle  que  le  rayon  mene  du  m^me  point  au  centre  du 
cercle  fait  av»ec  cetle  mdme  droite,  dans  une  raison  con- 
stante. 

En  effet,  on  a  [fig,  170), 

^        ap     al.sini      «I    .  ^  , 
aiD      L  =  sm  «  O/?  =      =  — - —  =  — •  sin  OmL; 

R  R  R 

et  de  m^me 
Done 

sin a/7f  L .  sm a'mL=z  *  sin' 0/w L  ^  — gj—  sin' OniL,. 

Ce  qui  ddmontre  le  theorime. 
CoRo;.LA\RE.  —  Onpeut  ccrire 

sm  amh.sin    mL=  — — - •  — r-^ • 

Om 

De  sorte  que  le  produit  des  deux  sinus  est  en  raison  inverse 
du  carr^  de  la  distance  du  point  m  au  centre  du  cercle. 

687.  Nous  appellerons  points  conjugues  par  rapport  h 
un  cercle,  deux  points  tels,  que  la  polaire  de  Tun  passe 
par  Tautre.  II  est  clair  que  si  la  polaire  d'un  poinl  passe 
par  un  autre  point,  r^ciproqucment  la  polaire  de  celui-ci 
passera  par  le  premier  (676). 

On  pent  dire  aussi  que  deux  points  conjugues  sont  deux 
points  conjugues  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points 
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d'interseclion  (r^els  ou  imaginaircs)  du  cerclc  par  la  droilc 
surlaquelle  sont  pris  ces  deux  points  (675). 

Pareillement,  nous  appellerons  droites  conjuguees  pat- 
rapport  a  un  ccrcle,  deux  droites  telles,  que  le  pole  dc 
Tunc  se  irouve  sur  Taulre. 

On  pent  dire  aussi  que  les  deux  droites  sont  conjuguees 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle 
(reellcs  ou  imaginaircs)  menees  par  leur  poitit  de  con- 
cours  (679). 

688.  Puisque  deux  points  conjugues ,  pris  sur  une  droite 
quelconque,  sont  conjugues  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  points  d^intersection  (reels  ou  imaginaircs)  du  cerclc 
par  la  droite,  il  s*ensuit  que  : 

Trois  couples  de  poinfs  conjugues,  pris  sur  une  m^me 
droite,  formetit  une  ins^olution  de  six  points,  donl  les 
points  doubles  sont  les  deux  points  d' intersection  du  cercle 
par  la  droit e. 

689.  Pareillement  :  Trois  couples  de  droites  conju- 
guees ^  menees  parunmeme  point,  forment  un  faisceaude 
sir  droites  en  involution ,  dont  les  deux  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  au  cercle,  menees  par  ce  point, 

690.  II  resulte  du  theorime  (688),  qu'on  peut  determi- 
ner les  points  d'intersection  d'un  cercle  et dune  droite,  en 
prenant  sur  cetle  droite  deux  couples  de  points  conjugues; 
les  points  doubles  de  rinvolution  determin^c  par  ces  deux 
couples  de  points,  ou,  en  d'autres  termes,  les  points  con- 
jugues harmoniques  par  rapport  aux  deux  couples ,  sont  les 
points  d'intersection  cherches  (reels  ou  imaginaircs). 

Pareillement,  on  peut  determiner  les  tangentes  a  un 
cercle,  issues  d'un  point  donne,  en  menant  par  ce  point 
deux  couples  de  droites  conjuguees ;  les  rayons  doubles  dc 
rinvolution  detcrminec  par  ces  deux  couples ,  ou ,  en  d'au- 
tres  termcs,  les  droites  conjugees  harmoniques  par  rapport 
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aux  deux  couples  soul  les  tangentes  cherchecs  (reelles  oa 

imaginaires). 

Obsen*aUon,  —  On  con^oit  bien  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  dc 
solutians  pratiques  dc  ces  deux  problemes ,  les  plus  simples 
que  Toil  puisse  se  proposer  sur  le  cercle.  II  s^agit  dc  pro- 
priet^squi  serontforl;  utiles  dans  plusieurs  questions,  d'au- 
tant  plus  qu*elles  impliqnent  le  cas  des  imaginaires. 

691 .  Quatre  points  en  ligne  droite  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  egal  a  celui  de  leurs  polaires.  En  eflet,  quatre 
points  a^b^  d pris  sur  une  m^me  droite,  ont  leur  rap- 
port anharmonique  ^gal  k  celui  de  leurs  conjugues  a',  b\ 
c'j  d\  car  ces  points  forment  deux  divisions  homographi- 
ques  (688).  Or  ces  points  conjugues  sont  sur  les  polaires 
des  quatre  points  b^  d  (687),  lesquelles  passcnt  par 
un  m^me  point  (676)  \  par  consequent ,  leur  rapport  anliar- 
monique  est  egal  a  celui  des  quatre  droites,  lequel  est  done 
^gal  a  celui  des  quatre  points  a^b^  c^d,        c.  q.  f.  d. 

CoROLLAiRE.  —  II  suit  dc  la  que ,  si  Von  a  deux  div^isions 
homographiques  sur  deux  droiies,  les  polaires  des  points 
de  division  forment  deux  Jaisceaiix  homographiques^ 

IV.  Quadnlatere  circonscrit  au  cercle. 

692.  Soit  un  quadrilatire  AdBd'  circonscrit  au  cercle 
{Jig'  148)7  les  droites  ab'^  qui  joignent  les  points 
de  contact  des  cotes  opposes,  se  croisent  sur  la  diagonale 
AB,  parce  que  les  deux  sommets  A,  B  et  le  point  d'inter- 
section  des  deux  droites  a^b  sont  trois  points  apparte- 
nant  a  la  polaire  du  point  de  concours  des  deux  droites 
aa\  bb'  (678  ct  677).  Par  la  m^me  raison ,  le  point  d'in- 
tersection  des  deux  droites  ab'^  a'b  se  trouve  aussi  sur  la 
seconde  diagonale  dd^.  Done  : 

Quand  an  quadrilatere  est  circonscrit  au  cercle,  ses 
deux  diagonalcs  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
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contact  des  coles  opposes  passent  toutes  quatre  par  le 
meine  point. 

Remarque.  —  Quatre  tangentes  a  un  cercle  donnent  lieu 
a  trois  quadrUateres  diiTerents,  parce  cpie  Tunc  de  ces  tan- 
gentes etant  regardee  comme  le  premier  cote  du  quadrila- 
tere,  on  pent  prendre  chacuiie  des  trois  autres  comme  c6t^ 
oppose. 

Les  trois  quadrilatferes  sont  Arf'Brf,  AEBF  et  ^d'Vd. 
Si  Ton  consid^re  la  tangente  en  a'  comme  c6te  commun 
aux  trois  quadrilateres ,  le  c6te  oppos^  sera  la  tangente  en  h 
dans  le  premier  quadrilatire,  la  tangente  en  V  dans  le  se- 
cond ^et  la  tangente  en  a  dans  le  troisieme. 

Appliquant  le  theoreme  precedent  aux  trois  quadrila- 
teres, on  en  conclut  que  les  quatre  droites  ab\  a'b^  AB  et 
dd'  passent  par  un  m^me  point ,  comme  nous  Tavons  dit*, 
que  les  quatre  ab^  a'b\  AB,  EF  passent  aussi  par  un  memc 
point  R5  et  les  quatre  aa\  bb\  d'd^  EF  par  un  memc 
point  ^c. 

693.  Dans  un  qtiadrilatere  circonscrit  it  un  cercle^  le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales  est  le  pdle  de  la 
droite  qui  joint  les  points  de  convours  des  cotes  opposes. 

Car  le  p61e  de  la  droite,qui  joint  les  points  de  concours  E , 
F  des  c6tes  opposes  du  quadrilatere  circonscrit  Ad'Bd 
est  le  point  de  croisement  des  deux  cordes  de  contact  ai', 
a'b  (678).  Or  ce  point  de  croisement  est  le  m^me  que  celui 
dts  deux  diagonales  AB,  dd^  (692)5  done,  etc. 

694.  Quand  un  quadrilatere  est  circonscrit  a  un  cerrle, 
les  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  con- 
cours des  coles  opposes  formcnt  un  triangle  tlont  chaque 
sommet  a  pour  polaire  le  cote  oppose. 

Car,  en  appliquant  le  theoreme  precedent  aux  deux  autres 
quadrilateres  dont  il  a  ete  question,  on  en  conclut  que  le 
point  R  est  le  pole  An  la  diagonalc  dd\  el  le  point  p  celui 
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de  la  diagonale  AB;  de  sorle  que  les  irois  droites  AB, 

ct  EF  forment  un  triangle  GRp  doiit  chaque  sommet  est  le 

p6le  du  cote  oppose.  Done,  etc. 

Remarque.  —  II  suit  de  la  que  les  deux  diagonales  sont 
deux  droites  conjuguees  par  rapport  au  cercle. 

695.  Quand  un  quadrilatere  eM  circonscr/t  a  un  cem/e , 
si  I* on  mene  une  transv^ersale  qui  rencontre  les  deux  dia- 
gonales en  deux  points,  ct  quon  prenne  les  deux  autres 
points  qui  avfec  ceux-la,  respcctivenicnt,  du^isent  lianno- 
niquement  les  deux  diagonales^  ces  deux  points  et  le  pole 
de  la  droite  dans  le  cercle ,  sont  tous  trois  en  ligne  droittt. 
En  efTet,  soit  L  la  transversale  et  \I  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  qui ,  avec  ceux  ou  L  rencontre  les  deux  diago- 
nales, diviscntliarmoniquement  ces  diagonales.  Si  du  point 
d'lntersection  des  deux  droites  L  et  L'  on  mene  les  tangcntes 
au  cercle  ct  des  droites  aux  extremites  des  deux  diagonales , 
ces  six  droites  seront  en  involution  (667).  Mais  les  deux 
droites  L,  1/  sont  les  rayons  doubles  de  Tiuvolution  ,  parce 
qu'elles  divisent  harmoniquement  chacune  des  deux  diago- 
nales^ done  ellcs  sont  conjuguees  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  tangentes  au  cercle ;  done  le  p6le  de  la  droite  L  est 
sur  la  droite  L'  (679).  Cc  qu'il  falkit  prouver.  Done ,  etc. 
CoROLLAiRE.  —  Si  la  droite  L  est  a  Tinfini ,  il  s'ensuit  que : 
Quand  un  quadrilqtere  est  circonscrit  a  un  cercle  y  les 
milieux  de  ses  deux  dia^fiBSfihles  et  le  centre  du  cercle  sont 
sur  une  ni^me  droite, 

V.^''Q«adrilatere  inscrit  au  cercle. 

696.  Quand  un  quadrilafere  est  inscrit  au  cercle ,  les 
points  de  concours  des  tangentes  en  ses  sommet s  opposes, 
el  les  points  de  concours  da  ses  cotes  opposes ^  sont  quatrc 
points  en  ligne  droite, 

Cai:  dans  Ic  quadrilatere  aa'  b'b  les  quatre  points  E^  \\ 
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R  sont  en  ligne  drohc,  parce  quails  appartienncnl  a  la 
polaire  da  point  de  croiseuient  des  deux  diagonales  ab'^  a'h^ 
les  deux  R  et  jO  en  verlu  du  theorcme  (677),  et  l(*s  deux  E, 
F  en  verm  du  tlieoreme  (678). 

697.  Dans  un  qiiarlrilatere  uiscrit  an  cercle,  le  point 
de  conconrs  des  deux  diagonales  est  le  pole  de  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  cotes  opposes. 

Car  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a'h 
est  le  p61e  de  la  droite  pR  (677). 

698.  Quand  un  quadrilatere  est  inscrit  au  cercle,  le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales,  et  les  points  de 
concours  des  cotes  opposes,  sont  trois  points  dont  c/iacun 
a  pour  polaire  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 

Car  GR  est  la  polaire  du  point  p,  et  Gp  la  polaire  du 
point  R,  de  ra^mo  que  la  droite  pR  est  la  polaire  du  point 
de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a'b. 

Remarque,  — II  suit  de  la  que  les  points  de  concours  des 
c6les  opposes  d'un  quadrilatere  inscrit  au  cercle  sont  deux 
points  conjugues  par  rapport  au  cercle. 

699.  Quand  un  quadrilatere  est  inscrit  dans  un  cercle, 
les  polaires  d'un  point  quelconque ^  relatives  au  cercle  et 
aux  angles  formes  par  les  deux  couples  de  cdtcs  opposes, 
passent  par  un  mSme  point* 

En  effet,  soit  le  point  d'intersection  des  polaires  d'un 
point  P  relatives  aux  deux  angles  formes  par  les  deux  couple$ 
de  c6tes  opposes  du  quadrilatere ,  la  droite  PP'  rencontre 
ces  c6tes  en  deux  couples  de  points  a ,  r/'  et  i ,  5',  et  la 
conique  en  deux  points  e ,  /.  Ces  six  points  sont  en  involu- 
tion (656).  Or  les  deux  points  P,  P'  divisent  harmonique- 
ment  les  deux  segments  aa',  ii';  done  ils  divisent  aussi 
harmoniqueinent  le  troisiime  segment  cj  (205).  Done  la 
polaire  du  point  P  relative  au  cercle  passe  par  le  point  P\ 
Done,  etc. 
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VI.  Proprietes  relatives  k  trois  cordes  passant  par  un  meaie 
point. 

700.  Quand  trots  cordes  d*un  cercle  concoiuvnt  en  un 
mSme  pointy  les  droit es  menees  d*un  point  de  la  circon- 
Jerence  h  leurs  cxtremites  forment  un  jaisceau  en  int^- 
lution, 

Soient  aa'^  bb\  cc'  (fig^  i5o)  les  trois  cordes  qui  pas- 
sent  par  un  m^ine  point  p.  Je  dis  que  les  droites  menees 
d^un  point  m  de  la  ciroonferencc  a  leurs  extremites  forment 
trois  couples  en  involution.  U  suffit  de  prouver  que  Ics 
quatre  droites  ma^  mb^  mc^  mc'  out  leur  rapport  anhar- 
monique  egal  k  celui  des  quatre  ma',  mb\  mc^  et  mc  (182). 

Joignons  le  point  m  au  point  et  soit  m'  le  point  ou  la 
droite  mp  rencontre  la  circonference.  Les  quatre  droites 
ma^  tnbj  mc^  mc'  out  lear  rapport  anharmonique  ^al  a 
celui  des  quatre  m'a^  rn'bj  m'c  et  m'c\  menees  du  point 
m'  aux  quatre  m&mes  points  b^  c^  c'  (645).  Mais  celles- 
ci  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
droites  ma\  mb\  nic'  et  ///c,  parce  que  ces  huit  droites  se 
rencontrent  deux  a  deux  en  quatre  points  situ^s  en  ligne 
droite  (677 ) .  Done  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  ma , 
mby  mc^  mc\  et  nia\  mb\  mc\  mc  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques  egaux.  Ce  qu'il  fallait  demontrer.  Done,  etc. 

II  est  Evident  que,  reciproquement :  Si  Von  prcnd  un 
point  de  la  circonference  d*un  cercle  pour  sommet  commun 
de  trois  angles  dont  les  cotes  soient  en  involution  y  les 
cordes  sous-tendues  par  les  trois  angles  concourront  en  un 
meme  point, 

CoiiOLLAiRE.  —  Quand  la  transversale  pan'  toume  au- 
tour  du  point  p  {fig,  i5i),  les  deux  droites  ma,  ma'  for- 
ment deux  faisceaux  en  involution  \  el  les  droites  menees 
aux  extremites  A  ,  A'  du  diametrc  sur  lequel  est  le  point 
soni  les  deux  rayons  reclangulaires  dc  Tin  volution.  Par  con- 
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sequent,  on  a 

tang  am  A .  tang  a'  mk-=:  const.    ( 852 ,  3°. } ; 

et,  par  suite, 

tangj  AOa.tangl  AOa'  =  const. 

Done  : 

Quand  une  corde  d'un  cerclc  tournc  autoitr  d'un  point 
fixe,  les  rayons  mcncs  du  centre  a  ses  extrenntes  font , 
avec  le  raj  on  qui  passe  par  ce  point,  deux  angles  lels,  que 
le  produit  des  tangentes  des  demi-angles  reste  constant, 

704 .  Puisque  les  droiles  menees  d'un  point  de  la  circon- 
ference  aux  trois  couples  de  points  a,  a'\  hj  b'  et  c,  sont 
en  involution,  il  existe  entre  leurs  angles,  et,  par  conse- 
quent, enire  les  demi-arcs  compris  entre  ces  six  points, 
toutes  les  relations  d^involution  relatives  a  un  faisceau  de 
six  droites.  Ear  exemple,  on  aura  les  equations 

sin  1^6,  sin  7^^^  sin  |  a' ^ .  sin  7 /i' 4' 

sin -y  a<r . sin -J fli/      sin  jfl'r.siny  aV 

sin  ^fl^.siny^'c.sinyc'fl' =  — -  ?\n^a'b'  sin 1 4c'.  sin  {ca. 

VII.  Proprietes  relatives  a  trois  angles  circonscrils  qui  ont  leurs 
soininets  en  ligne  droite. 

702,  Quand  trois  angles  circonscrils  a  un  ccrcle  ont 
leurs  sommets  en  ligne  droite j  les  segments  quils  inter- 
cept ent  sur  une  tangentc  au  cercle  sont  en  involution, 

Soient  A,  B,  C  {fig^  iSa)  les  sommets  des  trois  angles, 
et  aa',  bb\  cc'  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une 
tangente  M  5  il  suffit  de  prouvcr  que  les  quatre  points  a ,  t , 

c'  ont  leur  rapport  anharmonique  egal  a  celui  des  quatre 
a\  b\  c\  c.  Que  par  le  point  de  rencontre  de  la  droite  ABC 
et  de  la  tangente  M  on  m^nc  une  secondc  tangente  M/  qui 
rencontrera  les  cdtes  des  trois  angles  en  des  points  a ,  ol'\ 
c,  c'  el  y,  7'.  Les  quatre  points      />,  r,  c'  ont  leur  rap- 
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port  anharmouique  c'gal  a  celui  des  qualre  points  a,  c, 
7,  7'  (662).  Mais  celui-ci  est  egal  a  celui  dcs  quatre  points  I 
a',  />',  c\  c,  parce  que  les  qualre  droiles  aa',  bo\  cy\  c'-/ 
passeiit  par  un  m^mc  point  qui  est  le  p6le  de  la  droiie 
ABC  (682).  Done  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  a\  b\  c',  c  est  egal  a  celui  de  quatre  A,  c,  c\ 
Done,  etc. 

CoftOLLAiRE. — Les  deux  tangcntes  ED,  E'D' parallelcs 
a  la  droite  AK  {fig.  i5!i)  rcncontrent  la  tangente  M  en 
deux  points  D,  D'  qui  sont  deux  points  conjugues  de  I'in- 
volution.  Ces  points  sont  vus  du  centre  sous  un  angle 
droit  (6S9,  coroIL)  \  par  consequent,  le  produit  des  tan- 
gentes  des  angles  DOa,  DO«'  est  constant  (252,  3**.).  Mais 
ces  angles  sont  les  moities  des  angles  que  les  deux  langentes 
Aa,  A  a'  font  avec  la  tangente  DE,  lesquels  sont  egaux 
a  KA  a ,  K  Aa'.  11  en  resulte  done  ce  theorime  ; 

Si  de  chaquc  point  (Tune  droite  on  nienc  deiix  tait- 
gentes  a  un  cercle,  le  produit  des  tangentes  trigonomt-  [ 
trtques  des  denii-angles  quelles  font  av^ec  la  droite  esf  j 
constant  (*). 

VIII.  Figures  polaires  reciproques. 

703.  £tant  donnee  une  figure  quelconque ,  les  polaires 
de  ses  points  forme nt  une  figure  correlativ^e. 

En  effet,  les  deux  figures  out  entre  elles  les  relations 
descriptives  qui  appartiennent  aux  figures  correlatives, 
puisque  a  des  points  dans  Tune  correspondent  des  droiles 
dans  I'autre*,  et,  d'apres  le  theorime  (691),  les  deux  figures 
ont  aussi  les  relations  melriques  des  figures  correlatives; 
done  elles  sont  correlatives. 


( * )  i  .68  deux  angles  doivent  Mre  comptcs  de  manierc  quo,  quand  les  dfux 
taiigenlcs  devicuneiit  parancle»  \k  la  droito  AK,  I'uii  d'eux  soil  nul,  h 
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704.  S'il  se  trouve  dans  la  premiere  figure  uhe  courbe , 
il  lui  correspond  dans  la  seconde  iigure  une  autre  courbe , 
qui  est  I'eiiiveloppe  des  polaires  des  dilTerents  points  de  la 
premiere;  cette  courbe  jouit  d*une  autre  propri^te ,  savoir, 
d'etre  le  lieu  ({es pdles  des  tangentes  a  la  premiere  courbe. 

En  effet,  un  point  de  la  seconde  courbe  est  intersec- 
tion de  deux  tangentes  infiniment  voisines ,  lesquelles  sont 
les  polaires  de  deux  points  de  la  premiire  courbe,  infini- 
inent  voisins.  Done  ce  point  de  la  deuxiemc  courbe  est  le 
p61e  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  la  premiere; 
mais,  ces  points  elant  infiniment  voisins,  ceite  droite  est  la 
tangente  a  la  premiere  courbe.  Done,  etc. 

II  suit  de  la  que  la  premiere  courbe  pour  rait  6  Ire  formec 
au  moyeu  de  la  deuxieme ,  de  la  m^me  maniere  que  celle-ci 
a  ^te  formee  avec  la  premiere,  c'est-a-dire  qu'il  suffit  de 
prendre.,  soit  les  polaires  des  points ,  soit  les  p6les  des  tan- 
gentes de  la  seconde  courbe. 

A  raison  de  ces  propriety's  reciproques ,  les  deux  courbes 
sont  dites  polaires  reciproques,  Le  cercle  par  rapport  au- 
quel  on  prend  les  p6les  et  polaires  s'appelle  le  cercle  auxi- 
liaircy  ou  direcleur, 

705.  La  courbe  po/aire  d'an  cercle  est  une  section  co- 
nique  ,  cest-h-dire  une  courbe  pros^enant  de  V intersection 
d*un  cone  a  base  circulairc  par  un  plan. 

En  elTet,  la  courbe  polaire  d'un  cercle  est  le  lieu  d(?s 
poles  des  tangentes  k  ce  cercle  (les  p6les  etant  pris  par  rap- 
port  au  cercle  auxiliaire),  Consid^rons  deux  tangentes 
fixes  et  une  tangente  mobile;  il  leur  correspond  sur  la 
courbe  polaire,  deux  points  fixes  et  un  point  variable.  Aux 
deux  points  de  redcontre  des  deux  tangentes  fixes  et  de  la. 
tangente  mobile,  lesquels  font  deux  divisions  homogra- 
pl^iques  (660),  correspondent,  dans  la  figure  polaire,  les 
droites  meudes  des  deux  points  fixes  au  point  variable , 

ces  droites  formenl  deux  faisceaux  homographiques 
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(691,  coro//.).  Done,  en  appHquanl  ici  la  secondc demons- 
tration du  theoremc  (S47  A/.?),  on  en  conclut  que  la  courbe, 
lieu  du  point  d4ntei*section  dcs  rayons  homologues  de  ces 
deux  faisceaux,  est  une  section  coniquc.        c.  q.  f.  d. 

706.  Toutes  les  proprietes  inetriques  des  figures  corre- 
latives s'appliquant  d'elles-ra6mcs  aux  figures  polaires  reci- 
proqucs  (703),  il  en  resulte  ee  theorAme  : 

titan  tpris  daiis  le  plan  d'un  cerclc  deux  points  fixes 
a,  b  leurs  polaires  A  ,  B,  5i  Von  prend  an  autre  point 
quelconque  m  et  sa  potaire  M ,  le  rapport  des  distances 
de  ce  point  aux  deux  droitcs  A ,  B  sera  au  rapport  des 
distances  de  la  droite  M  aux  deux  points  a,  b,  dans 
une  raison  constanfe  (S88). 

Ainsi  Ton  aura 

(w,  A)_  (M,/i) 

Pour  determiner  la  constanie,  on  pent  supposer  que  la 
droite  M  soit  k  Tinfini ;  ses  distances  aux  deux  points  a^  h 
seront  egalcs,  et  son  p6]e  m  sera  le  centre  O  du  ccrclis.  On 
aura  done 

(Q.A)_ 
'.  (O.B)-  • 

I /equation  dcvient 

(/^^A) .  (M,^)  ^  (0,A) 
(/ii,B)(M,^)  (0,B)* 

11  faut  remarquer  que  le  rapport  ^|  est  egal  a  la  va- 
leur  inverse  des  distances  des  deux  points  ^,  6  au  cen- 
tre O  (675),  c'esl-a-diro  a 


{* )  Nouh  avuiis  •Mnployo  la  nolalinn  («/,  A"*  pour  representor 
iU>liiiico  d'un  point  m  ;»  univ'»<'il<?     (oUO,  \  11 ). 
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On  peut  delerminer  la  constaute  X  d'uno  autre  manicre 
qui  conduit  a  une  expression  diff^renle.  Supposons  que  le 
point  m  se  confonde  avec  6,et,  par  consequent ,  la  droite  M 
avec  la  droite      il  vient 

ou 

(B,«) 

Et,  par  suite, 

(/;i,A)^(M,fl)_(A,^) 
{/w,B)  "(M,  ^^)~"(B,/i) 

707.  Les  deux  expressions  de  X  montrent  que 

(A,^)^(0,A). 
(B,«)  (0,B)' 

c'est-a-dire  que : 

Si  Ton  prendy  dans  an  cercle,  les  pdles  de  deux  droites , 
les  distances  respectii^es  de  chacune  de  ces  droites  au  pole 
de  V autre  sont  rntre  elles  comme  les  distances  des  deux 
droites  au  centre  du  cercle. 

708.  Dans  ce  iheorime ,  les  deux  droites  A ,  B  sont  quel- 
conques^  supposons  que  la  premiere  soil  fixe,  et  la  se- 
conde  mobile,  et  representons  celle-ci  par  M  et  son  pdle 
par  m\  on  a  Tequation 

(M^fl)  _f/yi,  A) 
(M,0)-(0,A)^ 

Si  Ton  con&idere  la  droite  M  comme.  appartenant  a  une 
premiere  figure ,  son  p6le  m  appartieudra  a  une  figure  cor- 
relative (703) ;  et  cette  ^nation  pourra  servir  a  passer  des 
propriet^s  de  Tune  des  deux  figures  a  celles  de  I'autre. 

Parexemple,  on  passe  du  theorime  (654),  concernant 
un  polygone  inscrit  au  cercle,  au  iheoremc  (665)  relatif 
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ii  un  polygone  circonscrit.  Car  on  aura 

(m,  A)  =  (M,«).(^', 

ou 

(«,,A)={M,«).^. 

709.  Prenons  ce  theoromc  de  Stewart  (*)  :  «  Si  d  un 
point  on  abaisse  sur  les  cotes  d'un  polygone  r^gulier  de  m 
col^s  circonscrit  k  un  cercle,  des perpcndiculaires,  la  somme 
de  leurs  puissances  {n  etant  <^m)  ne  d^pendra  que  de 
la  distance  du  point  au  centre  du  cercle,  et  non  de  Ja  posi- 
tion du  polygone  ». 

Conccvons  que  la  droite  A  soit  un  des  c6t^s  du  polygone; 
son  point  dc  contact  a  sera  le  sommet  d'un  polygone  regu- 
lierinscrit  au  cercle,  et  Ton  aura 

(«,A)  =  (M,a)pj^^. 

Par  consequent,*  si  la  droite  M  change  de  position,  en 
conservant  la  m^me  distance  au  point  O ,  la  somme  des 
puissances  n  des  distances (M,  a)  restera  constante;  cW- 
a-dire  que : 

Quand  itn  polygone  regnl/er  de  m  cotes  est  inscrit  a  un 
cercle,  la  somme  des  puissances  n(uetant  plus  petit  quern] 
des  distances  de  ses  sommets  a  une  droite  y  ne  depend  que 
de  la  distance  de  cette  droite  au  centre  du  cercle. 

Observation,  —  On  voit  qu'il  sera  fort  utile  d'introduire 
les  relations  metriques  generates  des  figures  correlatives, 
dans  la  theorie  des  polaires  r^ciproques  Ou  Pon  a  plus  par- 
ticulieremcnt  considere,  jusqu'ici,  les  i-elations  descrip- 
tives  et  les  relations  d  angles. 


( *  )  Some  general  theorems  of  considerable  use  in  the  higher  parts  of  matke- 
matics.  EJiiib.,  174^1  in-8^< 
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CHAPITRE  XXIX. 

propri£t£s  relatives  a  deux  GERCLES« 


L  Des  centres  de  sifoilitude  de  deux  oercles. 

710,  Deuxcercles  peuvent  fetre  consider^s  comme  deux 
figures  homothetiques  (semblables  et  semblablemcnt  pla- 
cees),  ct  cela  de  deux  manieres,  parce  qu'ils  ont  toujours 
deux  centres  de  similitude. 

En  effet,  que  Ton  mene  dans  les  deux  cercles  deux 
rayons  O  a,  O'  a!  [fig,  1 54 )  parall^ es  et  de  m^me  direction 
la  droite  qui  joiiit  leurs  extremites  rencontre  la  ligne  des 
centres  en  un  point  S  determine  par  la  proportion  sui- 
vante,  qui  r^sulte  de  la  similitude  des  deux  triangles  a  OS, 
aaa\ 

ou,  en  appelant  R  et  ries  rayons  des  deux  cercles, 

R  — r 

Cette  expression  de  OS  est  constante  et  montre  que  le 
point  S  est  fixe ,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des 

deux  rayons  Oa,      a',  Mais  le  rapport      est  aussi  con- 

SO 

stant,  car  il  est  egal  k  —  •  Les  deux  cercles  sont  done  deux 

figures  semhlables  dont  le  centre  de  similitude  est  le  point  S. 

Pareillenlent,  si  Ton  mene  le  rayon  a"  en  sens  oppos^ 
a  la  direction  de  Oa,  la  droite  aaf'  rencontrera  OO'  en  un 

3a 
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point  fixo  S',  determine  par  Tequation 

R  -h  r 

et  qui  est  encore  \in  centre  de  similitude. 

Ainsi  les  deux  cercles  out  deux  amtres  de  similittide.  II 
resulte  de  la  construction  par  laquelle  ces  points  se  deter- 
mincut,  que  le  premier  est  situe  au  dela  de  la  lignc  des 
centres  des  deux  cercles ,  et  le  second  en  ire  les  deux  centres , 
quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  cercles.  Le  pre- 
mier est  dit  centre  de  similitude  direct e,  et  le  second  centre 
de  similitude  immerse, 

Quand  les  deux  cercles  se  touchent,  leur  point  de  con- 
tact est  un  centre  de  similitude  directe,  ou  ins^erse^  selon 
que  les  deux  cercles  se  touchent  interieurement,  ou  exte- 
rieurement, 

71  i  .  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  sont  deux 
points  conjugues  harmoniques  par  rapport  aux  deux  cen-- 
tres  de  ftgure. 

Car  on  a 

SO  _R  S'O  R 

SO'""  r'  S'0'~  r' 

d'ou 

SO  _  S^O 
SO'"~S'0'^' 

Mais  Tun  des  deux  centres  de  similitude  est  situe  au  dela 
des  deux  centres  O,  O',  et  Tautre  entre  ces  deux  points: 

SO  S'O 

done  run  des  deux  rapports  —,5  — —  est  positif  et  I'autre 

negatif,  et,  par  consequent,  les  deux  points  S,  S'  divisenl 
harmonicjuemen I  le  segment  00' (S6).        c.  q,  f.  d. 

712.  Les  centres  dc  similitude  de  deux  cercles  forment 
une  itiK^olution  av^ec  les  deux  couples  tie  poirtts  des  deiix 
circonferences  situes  sur  la  ligne  des  centres. 
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En  effet,  on  a  (fig-  i55) 

SA_R  SB_ft 

done 

SA.SB_  R* 

Et ,  pareillement , 

S^A.S^B_R^ 

Done 

SA.SB_S^A.S^B 

Pour  que  cette  equation  soit  une  des  relations  d'involu- 
tion  de  six  points,  il  faut  que  les  deux  membres  soient 
de  m^me  signe.  Or  cela  a  lieu  evidemment ,  parce  que  clia- 
eun  des  deux  points  S,  S'  est,  ou  au  dehors  des  deux  courbes, 
ou  dans  Tinterieur  des  deux  a  la  fois,  dc  sorte  que  les  deux 
produits  SA  .SB  et  Sa.Sfe  sont  toujours  de  m^me  signe;  et 
pareillement  des  deux  S'A  .  S'B  et  S'a.S' A.  Done,  etc. 

713.  Toute  droite  menee  par  le  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  coupe  leurs  circonferences  sous  des  angles 
egaux. 

Cela  est  evident;  car,  d'une  part,  les  deux  angles  en  a' 
et dans  le  cercle  O'  (Jig-  i54)  sont  egaux,  et,  d'autre 
part,  les  deux  angles  en  a'  et  a  sont  aussi  egaux,  puisque 
les  deux  figures  sont  seniblables  et  semblablement  placees, 
et  que  le  point  S  est  leur  centre  de  similitude.  Do;  c,  etc. 

II.  Corde  commune  k  deux  cercles,  ou  axe  radical. 

714.  Nous  appelons  corde  commune  a  deux  cercles  une 
droite  dont  les  points  d'intersection  (r^els  ou  imaginaircs) 
avec  les  deux  cercles  sont  les  memes. 

Le  cas  ou  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas  donne  lieu  a 

32. 


5oo         TRAITS  D£  G^01Vii;T£U[E  SUP^RIEURE. 
ce  theoreme : 

Deux  cerc/es  ont  toujours  une  corde  commune. 

En  elFet,  que  Ton  mene  une  droile  quelconque  qui  ren- 
contrera  les  deux  cercles  en  deux  couples  de  points  b 
et  a\  b'  (reels  ou  imaginaires);  il  existera  toujours  sur  cette 
droite  un  point  m  tel,  que  les  produits  ma,mb  et  ma^.  mb^ 
seront  egaux  (208).  Que  de  ce  point  on  abaisse  uue  per- 
pendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux 
cercles^  cette  droite  sera  la  corde  commune  aux  deux 
cercles,  c'est-a-dire  qu'elle  les  rencontrera  aux  deux  memes 
points  (reels  ou  imaginaires).  En  effet,  les  deux  points  sur 
chacun  des  cercles  auront  le  memc  point  milieu ,  qui  sera 
sur  la  Hgne  des  centres  des  deux  cercles  (647)-,  et  le  rec- 
tangle de  leurs  distances  au  point  m  sera  aussi  le  meme^ 
car  il  sera  ^al  a  ma .  mb  dans  Tun  des  cercles ,  et  a  ma',  mb' 
dans  Tautre  (648).  Done,  etc. 

CoROLLAiRE.  —  II  resultc  de  la  que,  quand  une  transver- 
sale  rencontre  deux  cercles  en  deux  couples  de  points  a^  bet 
a\  b\  et  leur  corde  commune  en  m,  on  a  toujours  Tegalite 
ma,mb  =  ma' ,mb'\  et  que,  r^clproquement ,  quand  cette 
egalit^  a  lieu,  le  point  m  appartient  a  la  corde  commune 
aux  deux  cercles. 

715.  Les  tangent es  menees  a  deux  cercles y  d'un  mSme 
point  de  leur  corde  commune ,  sont  de  memo  longaew; 

Car  on  a  (Jig*  i55),  mt=me ,  mf^  en  appelant  e,  / 
les  deux  points  d'intersection  (reels  ou  imaginaires)  des 

deux  cercles;  et  de  meme  mt'  =  me .  mf.  Done  ntt  =  mt', 
Reciproquement  :  Si  les  fan  gent  es  menees  d'un  meme 

point  h  deux  cercles  sont  egales,  ce  point  appartient  ne- 

cessairement  a  la  corde  commune  aux  deux  cercles. 
En  effet,  la  tangente  au  second  cercle  mt'  rencontre  le 

premier  en  deux  points  e  et  (p  (reels  ou  imaginaires)^  et  Ton 
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a  /«e  .  m(f  =      (648) ;  mais,  par  hypothise,  ml  =  ml'\ 

done  me  ,m(f  =  ml'.  Done  le  point  m  appartient  a  la  corde 
eommune  aux  deux  eereles  (714,  corolL), 

A  raison  de  c^lte  propriete ,  et  parce  que  la  longueur  de 
la  tangente  menee  d'un  point  a  un  cercle  s'exprime  par  un 
radical ,  on  a  appele  la  corde  commune  a  deux  cercles  axe 
radical  (*). 

7 IB.  L'axe  radical  de  deux  cercles  est  a  egale  distance 
lies  deux  polaires  de  chaque  centre  de  similitude. 

En  eJFet ,  si  Ton  con9oit  une  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  le  point  ou  elle  rencontre  Taxe  radical  est,  d'apris 
le  theoreme  pr^c^dent,  k  ^gale  distance  des  points  de  con- 
tact; mais  ces  points  sont  sur  les  polaires  du  centre  de 
similitude  par  lequel  passe  la  tangente,  et  ces  polaires  sont 
paralleles  a  I'axe  radical.  Done ,  etc. 

717.  Si  par  un  point  de  Vaxe  radical  de  deux  cercles 
on  mene  deux  droit es  quclconques,  lesquatre  points  [reels 
ou  irnaginaires) y  dans  lesquels  elles  rencontrent,  Fune, 
un  cercle,  et  Vaulrcy  F autre  cercle^  sont  sur  un  m^me  cercle. 

Car  soient  m  le  point  de  Faxe  radical ,  a ,  &  les  points  de 
rencontre  du  premier  cercle  par  Tune  des  transversales , 
a',  ft'  les  points  de  rencontre  du  second  cercle  par  Tautre 
transversale ,  ete^f  les  points  communs  aux  deux  cercles 
sur  I'axe  radical;  les  deux  rectangles  nia.uib^  nia' .mb' 
sont  egaux  a  niejnj\  et,  par  consequent,  egaux  entre  eux ; 
ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  A,  a',  b'  sont  sur 
une  m^me  circonference  de  cercle  (648). 

718.  La  corde  commune  ii  deux  cercles  jouit  de  la  pro- 
priety, que  les  polaires  de  chacun  de  ses  points,  par  rap-- 
port  aux  deux  cercles^  se  croisent  sur  cette  droite. 


{*)  Cette  expression  a  etc  propose  par  M.  Gaiiltier  (de Tours),  dans 
un  Memoire  sur  les  contacts  des  cercles.  ( Journal  de  l'£cole  Poly  technique, 
XV1«  cahter^  annec  i8i3.) 
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En  efiet ,  les  polaires  d*un  point  de  la  corde  commune 
passent  par  le  point  qui  est ,  sur  cette  droite ,  le  conjugue 
harmonique  du  premier  par  rapport  aux  deux  points  d'ln- 
tersection  (reels  ou  i magi nai res)  des  deux  eercles  (675). 

Reciproquement :  Quan/I  une  droite  ^st  telle y  que  les 
polaires  de  chacun  de  ses  points  par  rapport  a  deuac  cir- 
cles se  rencontrent  sur  cette  droite  ^  cette  droite  est  une 
corde  commune  aux  deux  eercles. 

En  effet,  si  deux  syst&mes  de  points  sur  une  m&me  droite  L 
sont  conjugues  par  rapport  a  chacun  des  deux  eercles ,  les 
points  d'intersection  de  Tun  et  de  Tautre  cercle  par  ceite 
droite  sont  les memes  (690).  Done,  etc. 

719.  Un  point  situe  a  Tinfini  a  pour  polaires  dans  deuic 
eercles  deux  diametres  parallel es ,  lesquels  se  rencontrent 
a  Tinfini  \  de  sorte  que  la  droite  situee  h  Vinfini  peat  4tre 
consideree  comme  une  corde  commune  aux  deux  cer-- 
cles, 

Ainsi  Ton  pent  dire  que  deux  eercles  out  quatre  points 
d'intersection ,  situes ,  deux  a  deux ,  sur  deux  cordes  com- 
munes toujours  reclles;  que  sur  Tune  de  ces  droites ,  situ^ 
a  distance  finie  et  appelee  axe  radical,  les  deux  points  sont 
reels  ou  imaginaires,  et  que  sur  Fautre,  situ^  a  I'infini, 
les  deux  points  sont  toujours  imaginaires. 

Dans  le  cas  particulier  ou  les  deux  eercles  sont  concen- 
triques,  leur  axe  radical  est  lui-m6me  a  Tinfini ,  et  leurs 
deux  cordes  communes  se  confondent ;  on  pent  dire  alors 
que  les  deux  eercles  ont  un  double  contact  imaginaire  a 
Tinfini,  parce  que  leurs  quatre  points  d'intersection  coin- 
cident, deux  k  deux,  sur  la  droite  situee  a  Finfini  (*). 


(*)  Cette  notion,  d'une  corde  commune  &  deux  cerclea  situee  ^  rinfini, 
et  de  deux  eercles  nyant  un  double  contact  imaginaire,  a  ete  emise  par 
M.  Poncelet,  dana  son  Traits  des  PropriSies  projectiles  des  J^ures  {voir 
I)a^e48). 
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III.  Des  cercles  consideres  conune  figures  homologiques. 

720.  Deux  cercles  sont  deux  figures  homologiques  dans 
lesquelles  I'axe  d'homologie  est  la  corde  commune ^  ou 
ajce  radical  des  deux  cercles,  ef  le  centre  d'honio/ogie, 
Van  ou  r autre,  indijferemment,  des  deux  centres  de  simi- 
litude. 

En  effet,  soicnt  M  et  m  (fig-  i56)  deux  points  homo- 
logues  par  rapport  au  centre  dc  similitude  S;  et  MP.  mp 
les  distances  de  ces  points  aux  polaires  du  point  S  relatives 
aux  deux  cercles.  On  a,  en  vertu  de  la  similitude  des  deux 
figures, 

Sm  mp 

SM  ""MP* 

Soient  /?/,  le  second  point  du  cercle  o  sur  la  droite  Sm,  et 
m, pi  la  distance  de  ce  point  a  la  polaire  du  point  S,  on  a 

1^=--'"^-  (673). 

De  ces  deux  equations  resultc  celle-ci , 

SM  _  MP 

S  ntx  nix  P\ 

Cette  equation  prouve  (520)  que  les  deux  points  M  e^/7it 
appartiennent  a  deux  figures  homologiques  dans  lesquelles 
les  polaires  du  point  S  sont«deux  clroites  homologues. 

Deux  figures  homologiques  rencontrent  leur  axe  d'ho- 
mologie  dans  les  m^mes  points  \  done  Taxe  d'homologie  des 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

Le  theorime  est  done  d^,montr^. 

721 .  Deux  cordes  homologiques,  telles  que  MN,  w,  , 
comprises  entre  deux  droit es  issues  d*un  centre  d' homo- 
logies se  coupent  sur  Vaxe  radical. 

Cela  r^sulte  des  propri^tes  des  figures  homologiques. 
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722.  Pareillement :  Les  tangentes  en  deux  points  ho- 
mologiques  M,  m,  se  rcncontretit  sur  Vaxe  radical. 

R^ciproquement :  Si  d'un  point  de  Vaxe  radical  on 
m^ne  une  tangente  a  ckacun  des  deux  cercles^  les  deux 
points  de  contact  sont  en  ligne  droiie  at^ec  I'un  ou  VoMtre 
des  deux  centres  de  similitude. 

Cela  est  evident,  d'apres  ce  qui  precede. 

723.  Puisque  deux  cordes  homologiques  se  croiseat  sur 
Taxe  d^homologie,  on  en  conclut  que  : 

Deux  couples  de  points  homologiques  sur  deux  cercles 
sont  quatre  points  situes  sur  une  m^me  circonference  de 
cercle  (717). 

724.  Le  rectangle  des  distances  de  ileux  points  homo- 
logiques de  deux  cercleSy  au  centre  d'homologie,  est  con- 
stant, quels  que  soient  ces  deux  points. 

Car,  les  quatre  points  M,  N,  m^,  nt  etant  sur  une  meme 
circonftrence  (723) ,  on  a 

SM.Sw,  =  SN.S/i,. 

725.  Autre  maniere  de  d^mokitrer  les  th^orehes  pr^- 
ctoENTS.  —  Ces  divers  theoremes,  que  nous  avons  conclus 
naturellement  des  propriet^s  les  plus  simples  des  figures 
homologiques,  se  demon treut  aussi  d'une  maniere  directe 
fort  simple,  mais  en  suivant«une  marehe  inverse. 

deux  points  M,  m  ^tant  homologues  par  rapport  au 
centre  de  similitude  S,  on  dit  que  les  deux  M,  m,  sont 
anti'-honiologues,  et  Ton  d^montre  d*abord  notre  derniere 
proposition ,  savoir,  que  le  rectangle  SM .  Smi  est  constant, 
quels  que  soient  les  deux  points  anti-homologues  M,  m^. 
Ene£fet,  on  a  (fig-  i56) 
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d^ou 


SM . S  w,  =  -  \S  o  —  r'  j  =  constantc . 

De  la  r^sultc  que ,  deux  couples  de  points  anti-homO' 
logues  M,  nil  ct  N,  «|  sont  sur  une  m€me  circonference 
de  cercle, 

Consequemment,  v  etant  le  point  de  concours  des  deux 
cordes  MN,  mi /it,  on  a 

vM.  vN  =  v/w,.v/z,. 

Done  les  tangentcs  aux  deux  cercles,  menses  par  le  point  v, 
sont  egales  \  done  ce  point  est  sur  Taxe  radical  (715)  \  done 
deux  cordes  anti-homologues  se  coupon  t  sur  T axe  radical. 

En  supposant  que  les  deux  cordes  deviennent  infininient 
petites,  on  en  conclut  que  les  tangentes  en  deux  points 
anti^homologues  se  coupent  sur  I'axe  radical, 

Cela  resulte  encore  de  ce  que  ces  tangentes,  qui  font  des 
angles  egault  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  con- 
tact (713) ,  sont  de  m^me  longueur.  ' 

Enfin ,  les  cordes  anti-homologues,  telles  que  MN,  /ii , 
se  coupaut  sur  I'axe  radical,  on  en  pent  conclure  que  les 
deux  cercles  sont  deux  figures  homologiques  dont  le 
centre  et  I'axe  d'homologie  sont  le  centre  de  similitude  S 
et  Vaxe  radical  (518). 

Ce  que  nous  disons  du  centre  de  similitude  S  s'entend , 
evidemment ,  du  second  centre  de  similitude  S'. 

726.  Le  rapport  d'homologie  de  deux  cercles  est  egal, 
at^ec  un  signe  contraire,  a  leur  rapport  de  similitude. 
Soit  fjt  le  point  ou  la  droite  Smi  M  ( fig.  iSj)  rencontfe 
•  Taxe  radical ,  ou  axe  d'homologie,  on  a 
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La  oonstante  1  est  ce  que  nous  avons  appele  le  coejficiem 

ou  rapport  d'honiologie  des  deux  figures  (320). 

Soient  E,  e  les  points  appartcnant  aux  polaires  du 
point  S  dans  les  deux  cercles;  ces  points  sout  homologues 
par  rapport  au  centre  de  similitude  S,  et  Ton  a 

SE  _R 
Stf  ~"  r' 

Mais  ils  sout  homologiques  par  rapport  au  point  S  consi- 
dere  i^omme  centre  d'homologie,  de  sorte  qu'on  a 

SE    fiE     ,  SE 
parce  que  |:xE  =  —  |[jte  (716).  Done 

r 

Ce  qui  d^montre  le  theorime. 

Remarqiie.  —  Les  rapports  d'homologie  relalifs  aux 
deux  centres  d'homologie  sont  egaux  et  de  signes  con- 
traircs,  de  m^me  que  les  rapports  de  similitude  (7H). 

727.  Les  pdles  de  Vaxe  radical  de  deux  cercles  sont 
conj agues  harmoniques  par  rapport  aux  deux  centres  de 
similitude. 

En  effet ,  les  deux  cercles  sont  homologiques  par  rapport 
au  point  S  [fig'  i57),  et  Taxe  radical  est  Taxe  d'homo- 
logie  (720) par  consequent  ses  p6les  P,  p  sont  deux  points 
homologiques  on  a  done 

SP  aP_^ 

A  etant  le  rapport  d'homologie.  Et  de  m^mc ,  a  I'egard  da 
second  centre  d'homologie  S', 

aP 
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Done 

SP  S'P_ 
S/7*S>"" 

Ce  qui  dcmonire  le  theorime. 

IV.  Propnetesde  deux  cercles  relatives  k  Taxe  radical. 

728.  tltant  donnes  deiix  cercles  j  si  dc  chaque  point  de 
Vun  on  mene  line  tangente  au  second  et  nne  perpendicu^ 
laire  a  leur  axe  radical y  le  carre  de  la  tangente  sera  a  la 
perpendiculaire y  dans  nne  raison  constante. 

En  effet,  une  transversale  rencontre  les  deux  cercles 
( fig.  1 58 )  en  deux  couples  de  points  m ,  et  a ,  a',  et  I'axe 
radical  en  w,  qui  est  le  point  central  de  Finvolution  d^- 
terminee  par  ces  deux  couples  de  points,  puisque  Ton  a 
c>>i7i.Gi>m'=  cda.coa'  (714,  corolL).  II  s'ensuit  cette  equa- 
tion d'involution , 


ma.  ma  mtti 


ma .  m'  a'      m'  6> 


ou,  en  appelant  mt^m't'  lerf  tangcntes  au  second  cerclo 
menees  par  les  points  /// ,  m\ 


mt  m6> 
m  t 


Soient  mp^  m! p^  les  perpendiculaires  abaissees  des  points 
m ,  //I '  sur  I'axe  radical ,  on  a 


mw   mp 

Done 


w'w  m'p' 


mt   m' t' 

mp       m'  p' 


Ce  qui  d^montre  le  theoreme. 

729,  Siy  d\in  point  de  Vaxe  radical  de  deux  cercles ^ 
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on  menc  daiix  transversnles  passant,  respectivenient ,  par 
les  poles  de  cet  axe  dans  les  deux  cercles,  les  droites  qui 
joindront  les  points  de  rencontre  de  ces  transi^ersalcs  ct 
des  deux  cercles ^  rcspectiv^cTnent ,  concourront'  en  f/^ux 
points  fixes  qui  seront  les  centres  de  similitude  des  deux 
cercles. 

En  efiet,  Taxe  radical  etant  Taxe  d'homologie  des  denx 
cercles,  ses  p6les  sont  deux  points  homologiques ;  done  les 
deux  droites  menees  d^un  m^me  point  de  Taxe  radical  a  ces 
deux  points  sont  deux  cordes  homologiques.  Done  leurs 
extr^mites  sur  les  deux  cercles  sont  des  points  homologiques; 
done  ces  points  sont,  deux  a  deux,  sur  des  droites  passant 
par  les  centres  d'homologie.  c.  q.  f.  d. 

Autrement,  Le  point  f  {fig-  iSg)  etant  le  p6le  de  I'axe 
radical ,  on  a 


ae  a  e 

^»  et 


et  de  meme 


done 


/&g  y  _,     eh  eb' 
af'bg  V/A./A'' 


car  ea,ea'  =  eb,eb\  puisque  le  point  e  est  sur  Taxe  radi- 
cal des  deux  cercles. 

Soit  S  le  point  ou  la  droite  ab  rencontre  la  ligney^; 
on  a ,  dans  le  triangle e/g^ coup^ par  cette  droite, 

ae  ,  be  Sg 

done 

Done  le  point  S  est  fixe.  Or  i!  est  clair  que  ce  r^sultat  s'ap- 
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pliquc  au  second  centre  de  similitude  S^,  parce  quW  pent 
changer  b  en  V  dans  la  figure.  Ainsi  le  theoreme  est  de- 
montre. 

730.  CoROLLiiRE.  — L'un  des  signes,  dans  Texpressiou  de 
^>    applique  a  ce  rapport ,  et  Tautre  k       II  s'ensuit  que 

^=  —-^A  ce  qui  prouve,  ainsi  qu'il  a  ^te  d^montre  di- 

rectement  (727),  que  dans  deux  cercles ,  Ics  poles  de  Vaxe 
radical  sont  conj agues  Iiarmom'q ties  par  rapport  aux  deux 
centres  de  similitude. 

On  arrive  encore  a  cette  consequence,  en  considerant 
le  quadrilatire  aba'h*'^  car  les  deux  centres  d^  similitude 
S,  sont  les  points  de  concours  des  c6t^s  opposes,  et  les 
deux  p6les  g  sont  les  points  ou  les  deux  diagonales  aa', 
bb'  rencontrent  la  droite  SS^  Done  les  quatre  points  sont 
en  rapport  harmonique  (341). 

731.  Observation.  —  Du  theorime  (729),  demon tre  de 
la  secondc  maniire,  on  peut  conclure  que  les  deux  cercles 
sont  deux  figures  homologiqnes.  Ici ,  cette  demonstration 
importe  peu;  mais  elle  a  I'avantage  de  s'appliquer  a  deux 
sections  coniques ,  c'est-a-dire  que  Ton  demon  tre  ainsi  direc- 
tement  que  deux  coniques  quelconques  sont  deux  figures 
homologiques ;  proposition  fort  importante  dont  on  n'a  pas 
encore  donne,  je  crois,  de  demonstration  directe,  et  que 
Ton  a  coutume  de  conclure ,  par  voie  de  perspective  ou  de 
transformation ,  de  la  similitude  ou  de  I'homologie  de  deux 
cercles. 

732.  Si,  de  chaqiie  point  de  Vaxe  radical  de  deux 
cercles,  on  leur  mhne  deux  tangentes,  le  rapport  des  tan- 
gentes  trigononietriques  des  angles  que  cos  deuX  droites 
font  avecVaxe  radical  est  constant. 
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En  eflet,  on  a,  dans  le  cercle  c  (Jig*  160), 

tang  I wcS. tang  7/1? |CS  =  const.    (700,  corolL). 

Or  Tangle  wcS=MCS,  et  m,cS  est  le  supplement  dc 
Wi  cC  ',  Tequation  devient  done 
taiig^MCS 

, —  7>  =  const. , 

tang -J  m,cC 

ou 

tanKjMGX 


=  const. 


taog  J  OX 
Ce  qui  demontre  le  theor&me. 

733.  Si  d'un  point  de  Vaxe  radical  [de  deux  cercles 
on  leur  mene  des  tangenteSy  les  quatre  points  de  contact 
sont  stir  un  cercle  decrit  da  point  deVaxe  radical  comme 
centre;  et  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des  centres  des 
deux  cercles  proposes  en  deux  points  fixes  [reels  ou  iMna- 
ginaires)  qui  sont  conjugues  par  rapport  aux  deux  cercles, 

Les  qualre  points  de  contact  sont  sur  un  cercle  {fig»  161); 
cela  est  evident,  puisque  les  tangentes  aux  deux  cercles, 
issues  d^un  meme  point  &>  de  I'axe  radical ,  sont  ^gales  (715). 

Soient  rf,  d'  les  points  ou  le  cercle  qui  a  son  centre  en  w 
rencontre  Taxe  radical ,  et  appelons  e ,  /  les,  deux  points 
(reels  ou  imaginaires)  ou  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des 
centres  Cc.  On  a 

Oer.O/=  —  O^'  =  Od,Od'  =  Ow*  —  Zd^ . 

Soient  «  et  o?  les  points  d'intersection  des  deux  cercles  pro- 
poses ;  on  a 

 s   a 

Done 

 a   a  — a 

06'  =roc.wf  —  oaO=  —  Oe. 

Ainsi  Oe  est  constant,  quel  que  soit  le  point  &>  pris  sur  I'axe 
radical ;  c'est-a-dire  que  le  cercle  decrit  de  ce  point,  comme 
centre,  rencontre  toujours  la  ligne  des  centres  Cc  dans  les 
m^mcs  points. 
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Maiiitenant  observons  que  Oe.Oy  =  —  Oe  =  Oa.Oa', 
ct  par  consequent 

0^*=  Oa,Oa\ 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  f  ,y'sont  conjugu^s bar- 
mouiques  par  rapport  aux  deux  a,  a'  (69).  Ainsi  le  th^- 
r^me  est  demon  tre. 

CoROLLAiRE.  —  11  resulte  du  theoreme ,  que  tous  les  cer- 
cles  d^crits  des  points  co  de  Taxe  radical,  couime  centres,  ont 
pour  axe  radical  conunun  la  ligne  des  centres  Cc  des  deux 
cercles  proposes,  puisqu'ils  rencontrent  cette  droitedans 
les  m^mes  points  e,  /  (r^els  ou  imagin aires). 

v.  Proprietes  relatives  au  quadrilatere  circonscrit  a  deux  cercles. 

73'i.  Les  Hiagonales  ih ,  gk  du  qitarlrilatbre  ighk  c/r- 
conscrit  h  deux  cercles  [fig-  162),  rencontrent  la  ligne 
des  centres  en  deux  points  don/  chacun  a  la  m^me  po- 
I  aire  dans  les  deux  cercles,^ 

En  effel,  quand  un  quadrilatire  est  circonscrit  a  un 
cercle,  les  deux  diagonales  1/2,  gk  et  la  droile  SS'  qui  joint 
les  points  de  coiicours  des  c6l^s  opposes  forment  un  triangle 
dont  chaque  sommet  a  pour  polaire  le  cote  oppose  (694). 
Done  le  point  e  ou  la  droite  Hi  rencontre  la  droite  SS'  a 
pour  polaire  dans  les  deux  cercles  la  droile  gh\  et  pareille- 
ment,  le  point /  a  pour  polaire  la  droite  ih.  Done  ,  etc. 

735.  La  circonferencc  decrite  sur  la  droite  qui  join  t  les 
cv  litres  de  deux  cercles,  com  me  diametre,  passe  par  les 
quatre  somniets  da  quadrilatere  forme  par  les  qualre  tan- 
gentes  communes  aux  deux  cercles. 

En  effet,  le  rayon  ch  mene  au  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  SA,  S'A  communes  aux  deux  cercles,  divise 
en  deux  egalcfnent  Tangle  S/iS'  forme  par  ces  tangentes  el 
le  rayon  Ch  divise  en  deux  egalement  le  supplement  de  cct 
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angle.  Done  les  deux  rayons  Ch  et  ch  sont  rectangulaires, 
et  par  suite  le  point  h  est  sur  la  circonfcrence  decrite  sur  C  c 
comme  diamitre.  c.  q.  f.  d. 

736.  Quand  un  quadrilatere  est  circonscrit  ii  deux 
cercleSy  si  d*un  point  on  mene  les  tangentes  aux  deux 
cercles  et  des  droites  a  deux  sommets  opposes  du  {fuadri" 
latere  J  ces  trois  couples  dc  droites  sont  en  involution. 

En  effet ,  les  deux  tangentes  au  premier  cercle  forment 
unc  involution  avec  les  deux  couples  de  droites  meaees  aux 
deux  couples  de  sommets  opposes  du  quadrilatere  (667) ; 
et  de  m^me  ies  tangentes  au  second  cercle.  Done  trois  quel- 
conques  de  ces  quatre  couples  de  droites  sont  en  involu- 
tion (196).  Done,  etc. 

Cette  demonstration  suppose  que  les  quatre  sommets  dn 
quadrilatere  sont  reels.  En  voici  une  seconde,  qui  s'applique 
au  cas  ou  le  quadrilatere  n'aurait  que  deux  sommets  reels, 
savoir  les  deux  centres  de  similitude. 

Autrement,  Soient  A,  A'  et  B,  B'  les  deux  coaples  de 
tangentes  (reellcs  ou  imaginaifes)  menees  d^un  point  P  aux 
deux  cerclcs ;  E ,  F  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles 
menses  par  le  centre  de  similitude  S,  et  E',  F'  les  deux  tan- 
gentes communes  issues  du  second  centre  de  similitude  S', 
tangentes  reclles  ou  imaginaires.  * 

On  a,  relativement  aux  tangentes  au  premier  cercle, 
issues  des  sommets  du  triangle  PSS',  Tequation  ( 674) 

sin  SPA.sinSPA^    sin  PS'E\sin  PS^F^  sinS^SE.sinS^SF_ 
sin S' PA. sin S' PA''  sin SS' E' . sin SS' F'  '  sin PSE . sin PSF 

Et  a  regard  du  second  cercle ,  une  equation  semblable ,  dans 
laquelle  les  tangentes  B,  B'  remplacent  les  tangentes  A,  A'. 
Les  deux  equations  douuent  evidemment  celle-ci  : 

sin  SPA. sin  spy  _  sinSPB.sinSPB^ 
sin S' PA. sin S' PA'  ~  sinS'PB.sinS'PB'" 

Equation  d'involution  (SMt3).  Done,  etc. 
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Obseivatlon,  Dans  ccllc  demonstration,  les  deux 
points  S,  S',  que  nous  avons  appeles  les  sommets  opposes 
du  quadrilatere  circonscrit  aux  deux  cercles ,  peuvent  ^tre 
definis  par  une  autre  propri^t^  qui  est  pr^cisement  celle 
sur  laquelle  est  fondee  la  demonstration ,  savoir  que  :  cha-^ 
can  d'eux  est  le  point  de  concours  de  deux  tangentes, 
reelles  ou  imaginaireSy  communes  aux  deux  cercles  ou , 
en  d'autres  termes  encore ,  que  si  par  Vun  des  deux  points 
on  mene  deux  droites  conjuguees  par  rapport  h  Fun  des 
cercles y  elles  sont  conjuguees  par  rapport  h  V autre,  d'ou 
resulle  que  les  tangentes  aux  cercles,  issues  de  res  points ^ 
sont  les  meraes. 

737.  Quand  un  quadrilatere  est  circonscrit  a  deux  cer-- 
clesy  si  Ton  mene  une  tangente  quelconque  au  premier y  ct 
les  deux  tangentes  paralleles,  au  second,  le  prodw't  des 
distances  de  la  premiere  tangente  h  ces  deux-ci  est  au  pro- 
duit  des  distances  de  la  mSme  tangente  h  deux  sommets 
opposes  du  quadrilatere,  dans  une  raison  constante. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  tangentes,  au  lieu  d'etr(» 
paralleles,  soient  menecs  par  un  meme  point  pris  sur  une 
droite  fixe  L;  soient  m,  a  ci  a^  ces  trois  ungentes,  et 
|ut,  a,  a'  les  trois  tangentes  menees  semblablement  d'un 
second  point  de  la  droite  L.  Soient  i,  V  et  6,  6'  les  droites 
menees  de  ces  deux  points  a  deux  sommets  opposes  du  qua- 
drilatere. Nous  allons  prouver  que  Ton  a  la  relatioa 

sin  (/I?,  fl).sin  (m ,  «')  sin  (w ,  ^).sin  b')  

sin(L,  a)  sin  (L,  a*)  *  sin  (L,       sin  (L,  b') 
sin  (pi,  a).sin  (fi,  a!)  ^  sin  ( fx,  6). sin  (p,  6') 
sin(L,  a)-.sin  (L,  a')  '  sin(L.  €).sin  (L,  6'/ 

En  effet,  consid^rons  le  triangle  forme  par  la  droite  L  et 
les  deux  tangentes  m  et  fx  au  premier  cercle.  De  deux  de  ses 
sommets  partenl  les  quatre  tangentes  au  second  cercle  a' 
et  a,  a' :  soient  A,  A'  les  tangentes  menees  parle  iroisieme 
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sommet,  situ^  k  Tintersection  dcs'deux  tangentes  m  et  ^  : 
on  a  dans  ce  triangle  (674) 

sin(i7i,  a).sin(/7f, «')  sin(^,  a).sin(fA,  a)  sin  (/n.  A),  sin  (/n.  A*) 

sin(L,  flr).siD(L,  a')  'sin(L,a).sin(L,a')  ~  sin(p,  A).sin(f*,  A'} 

Appelons  B,  B'  les  droites  menses  du  point  d'intersectioa 
des  deux  droites  m  et  {x  aux  deux  sommets  du  quadrilat&re. 
Trois  couples  de  droites  aboutissent  a  ces  deux  sommets; 
savoir  i'j  6,  6'  et  B,  B'.  Ces  droites  partent  des  trois 
sommets  du  triangle  form^  par  les  deux  tangentes  m ,  f£  et 
la  droite     on  a  done  (356) 

sin(/77,  ^).sin(OT,  ^')  sin 6).sin  (f*,  6')  sin  (/w,  B).  sin(/7i,  B') 

sin(L,  ^).sin(L,  ^')'sin  (L, 6).sin (L,  6')     sin  (fi,B).siD(^B') 

Or  le  second  membre  de  cette  ^nation  est  egal  a  celni  de 
r^uation  pr^c^ente,  parce  que  les  droites  m,  fx,  A,  A' 
et  B,  B',  issues  d'un  m^me  point,  sont  en  involution  (736) ; 
les  premiers  membres  des  deux  ^nations  sont  done  ^aux; 
ce  qui  donne  T^quation  que  Ton  veut  demontrer. 

Cela  pos^,  on  pent  ^crire  Tequation  de  maniere  qu'elle 
ne  contienne  que  des  rapports  anbarmoniques ,  de  sorte  que 
si  Ton  mene  ime  transversale  quelconque  qui  rencontre  la 
droite  L  et  les  tangentes  a,  a  et  V  en  des  poinis 
d^sign^s  par  les  m^mes  lettres ,  on  aura 

ma. ma!  mb.mh' 

i  •  T  L  r  u  =  conslante, 

ha, La'  L^.Lo' 

quel  que  soit  le  point  de  la  droite  L  par  lequel  on  a  mene 
les  tangentes. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  L  soit  a  Tinfini, 
les  tangentes  a,  a'  et  les  droites  b'  seront  parall^les,  et 
I'equation  se  reduit  a 


mb  .mb' 


constante . 
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On  peut  prendre  la  trans versale ,  qui  est  de  direction 
arbitraire,  perpendiculaire  aux  tangentes  *  alors  T^uation 
exprirae  le  th^or^me  ^uonc^.  Done ,  etc. 

Observation.  — L'observation  relative  au  theofeme  pre- 
cedent (736)  s'applique  ici,  c'est-a-dire  que  le  th^orime 
comprend  le  cas  ou  le  quadrilatire  ciroonscrit  aux  deux 
cercles  serait  imaginaire  et  n'aurait  de  reels  que  deuxsom- 
mets  opposes. 

VI.  Cas  oik  un  cercle  se  reduit  k  un  point. 

738.  On  peui  avoir  a  considerer  un  point  comme  un 
cercle  infiuiment  petit,  et  k  la  limite,  comme  un  cercle 
d'un  rayon  nul. 

Les  points  d'intersection  d'une  droite  el  d'un  cercle  infi- 
nimeut  petit  sont  imaginaires ;  leur  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  g^n^ral ,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaiss^ 
du  centre  sur  la  droite ;  et  le  carr^  de  la  demi-corde  que  les 
deox  points  imaginaires  d^terminent  est  ^gal  au  carr^  de  la 
distance  de  la  droite  au  centre  du  cercle,  pris  avec  le  signe 
rnoins.  Cela  r^sulte  de  I'exprcssion  g^n^rale  (648)  dans  la- 
quelle  on  suppose  le  rayon  nul. 

On  peut  dire,  plus  g^neralement,  que  le  'produit  des 
distances  d'un  point  de  la  droite  aux  deux  points  imagi- 
naires est  ^gal  au  carre  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
du  cercle  (648). 

739.  L'axc  radical  d'un  cercle  et  d'un  point  jouit  des 
m^mes  propriei^s  que  I'axe  radical  de  deux  cercles ;  c'est 
la  droite  qui  rencontre  le  cercle  et  le  point  dans  les  deux 
m^mes  .points  (imagfciaires) ;  en  d'autres  termes,  c'est  la 
droite  sur  laquelle  se  irouvent  les  deux  points  d'intersec- 
tion  du  cercle  et  du  point. 

La  tangente  au  cercle ,  men^e  d'un  point  quelconque  de 
Taxe  radical,  est  egale  a  la  distance  de  ce  point  au  point 
regards  comme  cercle  infiuiment  petit. 

33. 
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740.  Vaxe  radical  d'un  point  et  d'un  cercle  est  a 
t;gale  distance  du  point  et  de  sa  polaire  par  rapport  au 
cercle. 

Car  appelons  e  Tun  des  points  (imaginaires)  communs 
au  cercle  C  et  au  point  e  (fig*  i63),  lesquels  sent  sur 
I'axe  radical  XIX;  on  aura,  par  rapport  au  pom^ 

fLe  =  —  Sle  (738),  et  dans  le  cercle,  flte  =  — Sla.ila'. 

Done  Q,e  =fla.flta'.  Done,  si  I'on  prend  Slf  =  lie,  lc$ 
deux  points  e ,  f  seront  conjugues  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a ,  a'  ( 69) ,  et  par  consequent  la  polaire  da 
point  c,  relative  au  cercle  C ,  passe  par  le  point/*,  a  la  m^me 
distance  de  Taxe  radical  que  le  point  e. 

741  •  Le  carr^  de  la  distance  d'un  point  quelconque  m  du 
cercle ,  au  point,  est  proportionnel  a  la  distance  du  m&me 
point  m  a  I'axe  radical  (728). 

U  en  r&ulte  cette  propriete  du  cercle  : 

iltant  pris  un  point  fixe  e  dans  le  plan  d*un  cercle,  3 
existe  toujours  une  certaine  droite  fixe  AX  telle,  que  le 
carre  de  la  distance  d'un  point  quelconque  da  cercle  a  ce 
point  fixoy  est  h  la  simple  distance  du  memc  point  a  la 
droite  fixe ,  dans  une  raison  constante. 

Ainsi  Ton  a  (fig.  i63) 

em    ea 

mp  aO. 

Get  axe  ft  X ,  qui  correspond  au  point  e,  est  a  egale  distance 
de  ce  point  et  de  son  conjugu^  harmonique/*  par  rapport 
aux  deux  points  a,  ol  (740).  On  jj^ut  le  determiner  par 
la  proportion 

~  =  ^*   (71,  eq.,5'). 


742.  La  polaire  d'un  point  par  rapport  a  un  cercle  infi- 
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uiment  •petit  passe  par  le  point  qui  represente  ce  cercle  et 
est  perpendiculaire  a  la  droite  men^e  du  point  a  ce  cercle. 

II  s'ensuit  que  deux  points  conjugues  par  rapport  a  un 
point  regarde  comma  cercle  infiniment  petit y  sont  vus  de 
ce  point  sous  un  angle  droit. 

CoROLLAiRE.  —  Si  les  deux  points  fonjugu^s  sont  pris 
sur  Taxe  radical  d'un  cercle  et  d'un  point,  ils  seront  aussi 
conjugues  par  rapport  au  cercle,  de  sorte  quHl  en  r^sulte 
ce  tlieoreme :  Quand  une  droite  ne  rencontre  pas  un  cercle , 
il  exisle,  de  part  et  d' autre  de  cetle  droite,  un  point  d'oii 
ron  voit  sous  un  angle  droit  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugues  quelconques  par  rapport  au  cercle,  pris 
sur  cette  dtvite. 
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angles  dont  les  moilies  ont  leurs  tangentes  trigonome- 
triques  dans  an  rapport  constant. 
En  eiTet,  on  a  (fig>  i64) 


Cr     R  ,    _  R 

ian{»r//iti  = 

Done 


tang///iC=  —  =  — ,    et     iaDgr'/wC'=  , 


tang  tmC   R  mt 

tang/'/wC  ^  R'  '  niF' 

Or  le  rapport  des  deux  tangentes       est  constant  (7^5). 

Done  Ic  rapport  des  deux  tangentes  trigonometriques  est 
constant.  c.  q.  f.  d. 

747.  Si  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  sitnilitude 
de  deux  cercles^  comme  diametre,  on  en  decrit  un  troir 
sienie,  ce  cercle  passe  par  les  points  d 'intersection  {reels 
ou  imaginaires)  des  deux  premiers^  et  de  cliacun  de  ses 
points  on  voit  ceux^ci  sous  deux  angles  egaux. 

Par  les  centres  dc  similitude  de  deux  cercles  ou  peut  en 
faire  passer  un  troisieme  ayant  le  m^me  axe  radical  avec 
ces  deux-la,  parce  que  les  deux  centres  de  similitude  for- 
ment  une  involution  avec  les  points  a,  b  et  a',  b'  appar- 
tenant  sur  la  m^me  droite  aux  deux  cercles  (712). 

Le  rapport  des  carres  des  tangentes  aux  deux  cercles,  me- 
nees  d'un  point  de  ce  troisieme,  est  constant  (745)  et  egal  a 

gj^'g^-;  =       Done,  d'apres  le  theoreme  precedent,  les 

deux  augles  sous  lesquels  on  voit,  d'un  point  quelconque 
du  troisieme  cercle,  les  deux  autres,  sont  egaux. 

c.  Q.  F.  D. 

II. 

748.  Quand  trois  cercles  ont  le  m^nie  axe  radical,  si 
d'un  point  on  Icur  mene  des  tangentes,  les  trois  cordes 
de  contact  concourcnt  en  un  mdme  point. 
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£u  d'autres  termes,  les  polaires  d'un  memc  poinl,  rela- 
tives aux  trois  cercles,  concourent  en  un  memc  point. 

En  efiet,  soit  un  point  P,  et  P'  le  point  d'intersection  de 
SOS  polaires  relatives  a  deux  des  cercles.  La  droite  PP'  ren- 
contre les  trois  cercles  en  trois  couples  dc  points  a ,  a'  \  6 , 
V  elc^  c',  qui  sont  en  involution  (74t3).  Or  les  deux  points 
P,  P'  sont  conjugues  hairmouiques  par  rapport  aux  deux 

a'  et  aux  deux  V  (675),  et  par  consequent  sont  les 
points  doubles  de  Tinvolution.  Done  ils  diviscnt  harmoni- 
quement  le  troisienie  segment  cc^^  done  la  polaire  du  point 
P  relative  au  troisiime  cercle  passe  par  P'.  Ce  qui  de- 
mon tre  le  theoremc. 

Remarque,  —  Les  deux  points  P,  P',  qui  sont  conjugues 
par  rapport  a  chacuu  des  trois  cercles,  sont  situes  de  part 
et  d'autre  et  a  egale  distance  de  I'axe  radical.  Car  ils  sont 
les  points  doubles  d'une  involution  dont  le  point  central 
est  sur  Taxe  radical  (743). 

749.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle,  si 
par  deux  points  de  la  circonference  [reels  ou  imaginaires) 
on  niene  six  cercles  tangents,  deux  a  deuXy  respective- 
nient  aux  trois  cdtes  du  tiiangle,  le  six  points  dc  contact 
sont^  trois  a  trois y  sur  quatre  droites, 

Ou  pent  dire  encore  que  les  six  points  de  contact  forment 
les  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  c6tes 
opposes  d'un  quadrilatere  dont  les  diagonales  et  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  de  concours  sont,  en  direction,  les 
trois  cotes  du  triangle. 

En  eilet,  soient  a,  6,  c  [  fig*  i65)  les  points  de  rencontre 
des  trois  c6tes  du  triangle  ABC  par  la  corde  PP',  et  a,  6,  y 
trois  des  points  de  contact  sur  les  trois  monies  c6tes  respec- 
tivement. 

On  a  ,  en  reprt'sentant  par  (A,  X),  (B,  X) ,  (C,  X) ,  les 
distances  des  trois  sommets  A ,  B,  C  a  la  corde  PF'  qui  est 
I'axe  radical  comniiin  au  cercli'  propose  ct  aux  crrclcs  tan- 
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gents  aux  c6t^s  du  triangle , 


A7'_(A,X)     Ba'_(B,X)  C6'_(C,X) 
7 


D'ou  resulte 


Av  Ba  Ce 
By   Ca  A6 


Ainsi  trois  quelconques  des  six  points  de  contact,  pris  sur 
les  trois  c6t^s  respectivement,  donncnt  lieu  a  cette  equa- 
tion cc  qui  prouve  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
ou  bien  que  les  droites  menees  de  ces  points  aux  5ommet5 
du  triangle  se  croisent  en  un  m^me  point.  Or  cela  ne  pent 
avoir  lieu  qu^autant  que  les  six  points  seront  les  quatre 
sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  c6tes  opposes 
d'un  mfeme  quadrilat&re.  Le  th^or&me  est  done  d^montr^. 

Aittrement.  Le  point  a  est  le  point  central  d'une  invo> 
lution  dans  laquelle  les  deux  sommets  B,  C  sont  deus 
points  conjugu^,  et  le  point  a  un  des  points  doubles  (743). 
On  a  done 


Ba  _B/i 


Ca 

Et  pareillement 

Multipliant  membre  a  membre  ces  trois  equations,  on  en 
obtient  une  dont  le  second  membre  est  ^gal  a  Tunit^ ,  parce 
que  les  trois  points  a^b^  c  sont  en  ligne  droite;  et  cette 
Equation  sc  r&luit  a 

Ay   Ba   C€  ^ 

B7  '  Ca  *  A6 


commc  ci-dcssus.  Done,  etc. 
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in. 

750.  Quand  lescdtes  d*un  angle  (fig.  i66)  rencontrent 
deux  cercles  C ,  C,  chacun  en  quatre  points y  sai^oir,  a,  b, 
c  ,  d  sur  Vnny  et  a',  b',  c',  d'  sur  V autre,  deux  cordes  ad  et 
be,  sous-tendues  par  cet  angle  dans  le  premier  cercle,  ren- 
contrent deux  cordes  a'd',  b'c',  sous-tendues  dans  le  se- 
cond cercle ,  en  quatre  points  m ,  n ,  p,  q  qui  sent  situes 
sur  un  mSme  cercle,  et  ce  cercle  a  le  m^me  axe  radical 
auec  les  deux  C ,  C. 

Prouvons  d'abord  que  par  deux  points  situes  sur  une 
m&nie  corde  de  I'un  des  cercles,  par  exemple,  par  les  deux 
points  m  et  n  situes  sur  la  corde  ad  du  cercle  C ,  on  peut 
faire  passer  un  cercle  ayant  le  meme  axe  radical  avec  les 
deux  proposes  C  el  C.  En  effet  y  le  quadrilatire  a'  b'  c' d' 
etant  inscrit  dans  le  cercle  les  deux  couples  de  points 
rt,  d  et  m,  /?,  et  les  deux  points  d'interseclion  du  cercle 
C  par  la  droite  mn  sont  en  involution  (656) .  Done ,  par  les 
deux  points  n  on  peut  faire  passer  un  cercle  ayant  le 
m6me  axe  radical  avec  les  deux  C,  G  (743).  Par  la  m6me 
raison,  ce  cercle,  qui  est  determine  par  le  seul  point  m, 
passera  par  le  point  q  situ^,  avec  m ,  sur  la  corde  a^d'  du 
second  cercle  et  passant  par  le  point  q^  il  passera  par 
le  point  p  situ^ ,  avec  q^  sur  la  corde  be  du  cercle  C.  Done 
le  m^me  cercle  passe  par  les  quatre  points  m^n^  p^  q. 

c.  Q.  r.  p. 

ConoLLAiREs.  —  Ce  th^orime  est  susceptible  de  divers 
coroUaires  auxquels  donne  lieu  la  diversite  des  positions 
que  peuvent  prendre  les  deux  transversales  qui  forment  les 
c6tes  de  Tangle  que  Ton  y  considere. 

I.  Si  Tune  de  ces  droites  est  tangente  a  Tun  des  cercles , 
les  deux  cordes  dans  ce  cercle  partent  du  point  de  contact^ 
et  si  la  seconde  droite  est  aussi  tangente  au  m^me  cercle, 
les  deux  cordes  so  confondenl  cn  unr  sculc.  (^eltr  corde* 
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unique  determine  sur  les  deux  cordes  du  second  cercle  deux 
points  par  Icsquels  passe  un  cercle  tangent  h  ces  deux 
cordes  et  ay  ant  le  meme  axe  radical  av^ec  les  deux  cercles 
proposes, 

U.  Les  deux  c6tes  de  Tangle  peuvent  se  confondre ;  alors 
les  cordes  interceptees  dans  les  deux  cercles  deviennent 
des  tangentes ,  et  Ton  a  ce  tbeoreme  : 

Si  une  transv^ersale  rencontre  deux  cercles  en  qnalre 
points y  et  quon  mene  les  tangentes  en  ces  points,  les  deux 
tangentes  au  premier  cercle  rencontrent  les  tangentes 
au  second  en  quatre  points  situes  sur  un  mdme  cercle, 
lequel  a  le  mdme  axe  radical  as^ec  les  deux  cercles  pro- 
poses, 

III.  Si  Tun  dcs  c6tes  de  Tangle  est  tangent  a  la  fois  aux 
deux  cercles  (fig*  167),  l6  theoreme  prend  cet  enonce  : 

titan t  donnes  deux  cercles y  et  etant  menee  I'une  -de 
leurs  tangentes  communes,  si  I 'on  prend  les  deux  points 
de  contact  pour  sommets  de  deux  angles  qui  interceptent 
dans  les  deux  cercles,  respectii^ement,  deux  cordes  situees 
sur  une  m^me  transi^ersale,  les  cotes  de  ces  deux  angles  se 
rencontreront  en  quatre  points  situes  sur  un  nt€me  cercle 
qui passera  par  les  points  d' intersection  des  deux  pro- 
poses, 

Ainsi  les  deux  cordes  ca ,  cb  du  premier  cercle  rencon- 
trent les  deux  c'a',  o'i'  du  second,  en  quatre  points  m,  n, 
Pf  q  situes  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d'intersec- 
tion  (reels  ou  imaginaires)  des  deux  premiers. 

Autrement,  On  pent  demontrer  direciement  cc  iheo- 
leme  et  lui  donner  un  enonce  plus  complct,  en  ajoutant 
que  :  Si  la  transv^ersale  sur  laquelle  sont  les  cordes  inter- 
ceptees  dans  les  deux  cercles,  tourne  autour  d*un  point 
fixe  de  leur  tangente  commune,  le  troisieme  cercle  vcsle 
4oujours  le  niemc. 

Fax  eircl ,  soil  p  Ic  point  oii  la  iransversalc  aa'  renconirp 
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la  tangente  commune  cc*  \  on  a  dans  le  triangle  mcc' ^  coup^ 
par  la  trans versale  paa*  ^ 

pc    a!  am  

pc'  a!  m  ac 

Or 

nr  =  D.sin  c   et         =  D'.  sin  c\ 

D  et  D'  etant  les  diametres  des  deux  cercles  d'ou 

rt'c'^jy  sinc'_D'  mc 
ac       D    sin  c      D  mc' 

L'^uation  devient  done 

pc    ma.mc  D*^  

p</  ma' .mc*    D  ' 

ou 

ma.mc  D  pc 
ma' »mc*     D' '  pc^ 

Done,  quand  la  transrersale tourne autour  du  point  le 

ma.mC  .  tmmax  1 

rapport  reste  constant;  ce  qui  proure  (744)  que  le 

point  m  decrit  un  cercle  ayant  le  m6me  axe  radical  avec 
les  deux  premiers. 

IV. 

751.  Quand  trois  cercles  ontle  mSme  axe  radical ,  si 
d^un  f joint  qiielconque  de  Vun  on  mene  une  tangente  a 
chacun  des  deux  autj'es,  et  quon  unisse  les  points  de  con- 
tact par  une  droite,  les  cordes  interceptees  par  les  deux 
cercles  sur  cette  droite  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant. 

C'est-a-dire  qu  on  a  [fig.  i68) 
ah 

-7-77  =  constante. 
a  b' 

En  effet,  on  a 

ah  =  aR.sinPfli,    et    a'b'  =  aR',  sinPa'^', 
R,R'  etant  les  rayons  des  cercles. 
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Done 

ab  sinV ab  _R  Pa' 

~"  F  sin  Pa' ^'     W  p7' 

Or,  le  point  P  ^tant  sur  un  cercle  qui  a  le  m&me  axe  radical 

avec  les  deux  proposes ,  le  rapport est  constant  (745), 

Done 

ab 

— -  =  constante.     c.  q.  f.  d. 
a  b' 

Reciproquement :  «$i  Von  mene  une  transv^ersale  tel/e, 
qiie  deux  cercles  donnes  interceptent  sur  elle  deux  cordes 
ab,  a'b'  qui  soient  dans  un  rapport  constant,  les  tan- 
gentes  aux  deux  points  tels  que  a  et  a'  se  rencontreront 
en  un  point  dont  le  lieu  geometrique,  quand  la  tmnst^er- 
sale  changera  de  position  y  sera  un  cercle  passant  par  les 
points  d' intersection  des  deux  proposes. 

Car,  de  la  relation       =  constante  on  conclut,  comine 
ab'  ' 

on  vient  de  le  voir,  =  constante.  Ce  qui  demontre  le 
theorime. 

CoROLLAiKE.  —  Eu  uc  cousideraut  qu'une  transversale  et 
les  quatre  tangentes  en  a,  b  et  a',  6',  on  en  conclut  que  les 
deux  premieres  rencontrent  les  deux  autres  en  quatre  points 
situes  sur  un  mt^me  cercle;  ce  qui  est  un  des  coroUaires  du 
theorime  (750). 

752.  Qiiand  trois  cercles  ont  le  m^me  axe  radical,  si 
d*un  point  de  I'un  on  mbne  une  tangente  a  chacun  des 
deux  autres,  et  quon  joigne  les  points  de  contact  par 
une  droite  sur  laquelle  les  deux  cercles  interceptent  deux 
cordes  ab,  a'b';  que  Fon  place  les  lettres  a,  b,  a',  b'  aux 

extremites  de  ccs  cordes,  de  maniere  que  le  rappoit  ^ 

soil  toujours  de  mSme  signe,  puis,  que  Von  prenne 
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tieux  points  qui  div^isent  harmoniquement  chacun  des 
€ieux  segments  aa',  hU]  le  lieu  de  ces  points  sera  un  qua-- 
trieme  cercle  ayant  le  mSme  axe  radical  a^ec  les  proposes. 

En  effet,  soient  e,yies  deux  points  qui  divisent  harmo- 
niquement les  deux  segments  aa*  et        on  a 

C€i .  eb  ab 

-7^  =  -4x7  («»4et207). 
ea.  eb'  a'b'    ^  ' 

Orle  rapport  ^^/^st  constant,  d'apris  le  thtorime  (781), 

et  de  mfeme  signe,  par  hypothise ;  done  le  rapport      '  est 

aussi  constant  etdemime  signe.  Cequi  prouve  que  le  point 
e  est  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d'intersection  des 
deux  cercles  proposes  (744). 
Done,  etc. 

753.  RiciPROQUEMENT  *.  tltant  donnes  trois  cercles 
ayant  le  m^me  axe  radical^  si  Von  mine  une  droite  qui 
rencontre  les  deux  premiers  en  deux  couples  de  points 
a ,  b  a',  b'  tels,  que  les  deux  segments  aa',  bb'  soient 
diuises  harmoniquement  par  le  troisieme  cercle,  les  tan- 
gentes  au  premier  cercle  en  sl  eth  rencontreront  les  tan-- 
gentes  au  deuxieme  cercle  en  a!  et  b',  en  quatre  points 
situes  sur  un  cercle  qui  passera  par  les  points  d* intersec- 
tion des  deux  cercles  proposes. 

En  effet,  soient  e,/les  points  ou  la  transversale  rencontre 
le  troisieme  cercle.  Puisque  le  point  e  est  sur  ce  cercle , 

^^'^^  est  constant  (744). 


ea\eb' 

Mais  les  deux  points  e,  /  divisant  harmoniquement  les 
deux  segments  aa\  bb\  on  a 

ea  ,  eb    ab 

ca' ,  eb' Vb'' 
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Done 

ah 

=  constants 

Ce  qui  prouve  que  les  tangentes  en  a  et  a'  se  coupent  sur 
un  cerclc  (751).  c.  q.  f.  d. 

754.  Quand  trots  cercles  ont  le  mSme  axe  radical,  si 
chaque  point  de  Van  est  pris  pour  le  sommet  common  de 
deitx  angles  circonscrits  aux  deux  autres,  le  rapport  des 
siniis  de  ces  angles  est  dans  une  raison  constante,  d^une 
part,  ai^ec  le  rapport  des  carres  des  cordes  de  contact  qiiils 
intercepient  dans  les  deux  cercles;  et,  d^ autre  part,  avec 
le  rapport  inverse  des  carres  des  distances  du  point  du pre- 
mier cercle  aux  centres  des  deux  autres. 

En  effet,  le  quadrilatire  ambQ  {fig*  169)  est  mscrip- 
tiUe ;  par  consequent,  on  a 

sin  amb  =  —  • 
/i/C 

et 

a^./7iC=  20/71. =  2R. am  (29). 

II  en  resuUc  ces  deux  expressions  de  sin  amb^ 
— > 

,         ab  .        ,       2  R  am 

sm  amb  =  —7;  9    et    sm  amb  =         -  • 

2K.am 

On  a  de  m^me ,  dans  le  second  cercle , 

.      ,  Vb*"  ,  2R'./l'/7f 

sm  a  mb'  =  ——7 — ; — »    et  sin  a'mb'  =  —  = — 


mC 


Done 

amb      R'   a* m     ab        R     am  mCJ 


sma'mb'      R     am        y"^      R'    a* m  J^^' 

Mais       =  const.  (745);  done,  etc. 

am  ^  ' 

755.  Quand  trois  cercles  ont  le  mdme  axe  radical,  si 
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chaque  point  de  Vun  est  pris  pour  lesommet  commun  de 
deux  angles  circonscrits  aux  deiix  autres,  les  segments  que 
ces  angles  interceptent  sur  une  transuersale  parallele  a  la 
droite  menee  de  leursommet  h  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercleSy  sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant. 
En  effet,  on  a  (Jig'  171) 


sin  a/116        R.a/7i  Cm 


sin  a' mb'  .a' m  '  gy,  ^ 


(7»4). 


Et 


»    •    t    „     lA.IB    CP      ,„„„  „. 
sin  am  S.  sin  bm  S  =  — — —  •  ^    (080,  coroll.) , 

^  Cm 

.  I'A'.l'B'  C^' 

sin  a' m  S .  sin  6  m  S  = 


Done 

sin  amb    sin  amS.  sin  bmS 


sin  fl'  mb' '  sin  <»'  m  S .  sin  6'  w  S 

Or  les  points  I  el  I'y  qui  sont  les  p61es  de  la  droite  S  w ,  sont 
en  ligue  droite  avec  le  centre  de  similitude  S,  et  Ton  a 


lA.IB     I'AM'B'       CP  R 

Done 


Ri        R''    '  cnF'""^"* 


sin  amb      sin  am  S .  sin  bm  S       am  R 


sin  a'mb' '  sina'mS, sin  b'mS      a* m  '  R' 

Si  Ton  mene  une  transversalc  parallele  a  mS,  les  segments 
que  les  deux  angles  formeront  Sur  cette  droite  auront 
leur  rapport  egal  au  premier  membre  de  cclte  equa- 
tion (619).  Mais  le  second  membre  est  constant  (745). 
Done,  eic. 

V. 

786.  Lemme.  —  Quand  deux  cordcs  d'un  ccrcle  font 

H 
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entre  elles  un  angle  infiniment  petity  le  rapport  des  seg- 
ments formes  sur  Vune  d* elles  par  leur  point  intersec- 
tion est  egal  au  rapport  des  arcs  de  cercle  compris-  entre 
les  deux  cordes. 

C'esl-a-dire  que  Ton  a  ( fig.  172)  ~  = 

En  effet,  que  du  point  i  comme  centre,  et  avec  les  rayons 

ia  et  li,  on  d^crive  les  arcs  aa ,  A 6,  on  aura  —  =  t^-  Mais 

les  deux  triangles  aaa\  bSb\  quon  pent  considerer 
comme  rectili^nes,  puisque  les  c6lis  aa\  bb'  sont  in- 
finiment petits,  sont  semblables,  parce  qu'ils  sont  rec- 
tangles, et  que  les  angles  en  a'  et  i'  sont  egaux.  On  a 

J       a  a     an*  , 
done     =      '     9       consequent , 

ia  aa' 

C.  Q.   F.  P. 

757.  tltant  donnes  trois  cercles  ay  ant  le  m€me  axe  ra- 
dical, si  un  angle  de  grandeur  variable  inscrit  dans  Vun 
et  dontles  cotes  sont  tangents  aux  deux  autres,  respecti- 
lament,  se  meat,  de  maniere  que  son  sommet  et  ses  deux 
cStes  glissent  sur  les  trois  circonferences,  la  corde  que 
cet  angle  intercepte  dans  le  premier  cercle  roule  sur  un 
quatrieme  cercle  ayant  le  rr^me  radical  rn^ec  les  trois 
premiers. 

Consid^rons  Tangle  dans  Tune  de  ses  positions;  soieht 
a  (fig-  173)  son  sommet  sur  le  premier  cercle,  6,^  les 
points  ou  ses  c6t^s  touclxent  les  deux  autres  cercles,  et  be 
la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  premier.  Soit  V a*  c*  unc 
seconde  position  de  cet  angle,  infiniment  voisine  dela  pre- 
miere 5  les  c6t^s  flc,  a'c'  se  coupent  au  point  de  contact  6, 
et  les  c6l^s  aft,  a'  b'  au  point  de  contact  y.  Soit  a  le  point 
d'intersection  des  deux  cordes  ftc ,  i'  c';  ce  sera  le  point  ou 
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la  premiere  be  tOuche  sa  courbe  enveloppe.  On  a,  d^apris 
le  lemme, 

Designons  par  (a,  X),  X)  ,  X)  les  distances  des 
trois  points  a,      c  a  Taxe  radical  des  trois  cercles;  on  a 

c6      V('  .         ^'  > 

Done 
Done 

'     ,r'-V{c,  X)' 

Mais 

rc'  fa 

Done   

ca-\/  (c,  X)' 

Ce  qui  prouve  que  le  point  a  est  le  point  de  contact  d'un 
cercle  tangent  a  la  corde  be  et  ayant  le  m6me  axe  radical 
avec  les  proposes  ce  cercle  est  done  tangent  a  la  courbe  en- 
veloppe de  la  corde  be.  Pour  le  point  infiniment  voisin  sur 
cetie  courbe  enveloppe,  on  aurait  encore  un  cercle  tan- 
gent. Ces  deux  cercles  auraient  done  un  point  commun;  ce 
qui  exige  qu'iL  se confondent,  parce  que  les  deux  cercles, 
ayant  deja  deux  points  communs  sur  leur  axe  radical ,  nc 
peuvent  pas  en  avoir  un  troisieme.  Done  la  courbe  enve- 
.loppe  de  la  corde  be  est  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d^intersection  (reels  ou  imaginaires)  des  trois  premiers. 
Le  th^orime  est  done  d^montre. 

758.  Le  theorcme  s'^lend  a  un  polygone  quelconque,  de 
cette  maniere : 

34. 
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Quand  plusieurs  cercles  ont  le  minie  dxe  radkal^  si 
dans  Vun  on  inscrit  un  polygone  dont  tons  les  cotes, 
moins  un^  soient  tangents  aux  autres  cercles y  puis,  que 
Von  deforme  ce  polygone  en  faisant  glisser  ses  sommets 
sur  le  premier  cercle,  et  ses  cdtes  sur  les  autres  cercles y 
le  dernier  cote  en^eloppera  un  cercle  ayant  le  mdme  axe 
radical  a^ec  les  premiers. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  le  th^orime  etant  de- 
montre  pour  un  iriang'e ,  on  en  conclutqu'il  a  lieu  pour  le 
quadrllatere ,  puis  pour  lepentagone,  etc. 

CoROLLiLiRE.  —  II  suit  de  la  que :  Quand  un  polygone 
inscrit  dans  un  cercle  a  ses  cdtes  tangents  h  autant  d* au- 
tres cercles  ayant  tous  le  mSme  axe  radical  a^^ec  le  pre- 
mier ,  on  peut  inscrire  dans  ce  cercle  *une  infinite  €r au- 
tres polygones  du  meme  nombre  de  cdtes,  dont  totis  les 
cotis  soient  tangents  aux  autres  cercles,  un  h  un  ,  respec- 
ti^ement  (*). 

Ces  beaux  th^or^mes  sont  dus  a  M.  Poncelet.  La  demons- 
tration precedente  diflire  de  celle  du  Traite  de  Proprietes 
projectii^es  (page  323) ,  excepte  dans  le  raisonncment  final 
relatif  a  la  courbe  enveloppe.  Cette  demonstration  s'appli- 
quera  d'elle-m^me  aux  sections  coniques. 

(^]  Nous  vcrrons,  dans  la  Th^orie  des  sections  coniques ,  que  c«s  poly- 
gones jouissent  d^nne  propri^le  blon  remarquable;  cVst  quUI  u^est  fias 
necessaire  de  prendre  les  cercles  toujours  dans  le  mSme  ordro  pour  deter- 
miner la  direction  des  cdt^s  cons^cutifs  d^un  polygone.  Qnels  que  soient  les 
ceroles'qu^on  attribuera  aux  c6t^s  consecutifs,  un  &  an,  rospcctiTement,  le 
polygone  se  fermera  toujours,  k^il  se  ferme  une  fois. 
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CHAPITKE  XXXI. 

PROPRI^TtS  DE  DEUX  GERCLES  ,  RELATIVES  ADX  DEUX  POINTS 
DONT  CHACUM  A  LA  MEME  POLAIRE  DAMS  LES  DEUX 
CERCLES. 


759.  Quand  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  il  existesur 
la  ligne  des  centres  deux  points  e ,  f  dont  chacun  a  la  m^me 
polairedans  les  deux  cercles;  la  polaire  de  Tun  passe  par 
I'autre  :  ce  sont  les  deux  points  qui  divisent  harmonique- 
ment  les  deux  diam^tres  situ^s  sur  la  ligne  des  centres. 
Ces  points  sont  imaginaires  quand  les  deux  cercles  se  ren- 
contrent,  parce  qu'alors  les  deux  diametres  empi^tent  Fun 
surTautre  (210). 

Le  point  situe  a  Tinfini  dans  une  direction  perpendicu- 
laire  a  la  ligne  des  centres ,  jouit  aussi  de  la  propriete  d'avoir 
la  m^me  polaire  dans  les  deux  cercles ;  cette  droite  est  la 
ligne  des  centres.  Mais  nous  ne  considererons  ici  que  les 
deux  premiers  points  e  ,yi 

Si  Ton  regarde  ces  deiix  points  comme  des  cercles  d'un 
rayon  infiniment  petit,  chacun  d^eux  aura  le  m^^me  axe 
radical  avec  les  deux  cercles  proposes. 

Gar  chacun  de  ces  points  a  pour  axe  radical  avec  chacun 
des  deux  cercles,  un  axe  passant  par  leur  milieu  (7^). 

760.  Siy  sur  une  transversale  menee  arbitrairement,  on 
prend  les  deux  points  conjugues  ii  la  fois  par  rapport  a 
deux  cercles  y  ces  points  sont  vus  de  chacun  des  deux 
points  e  ,  f  sous  un  angle  droit. 

En  effet,  la  transversale  rencontre  les  deux  cercles  et  le 
point  consider^  comme  un  cercle  infiniment  petit  (738) , 
en  trois  couples  de  points  en  involution  (743);  les  deux 
points  conjugues  par  rapport  aux  deux  cercles  sont  les  points 
doubles  de  Tin  volution  (205) ;  par  consequent  ils  sont  con- 
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juguds  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  d'intersec- 
tion  du  cercle  e]  done  ils  sont  vus  du  point  e  sous  un  angle 
droit  (742). 

761 .  Quand  deux  cercles  sont  coupes  par  une  transv^er- 
sale,  les  cordes  quils  interceptent  sur  cette  droile  sont 
vues,  de  Vun  quelconque  des  deux  points  e ,  f ,  sous  des 
angles  qiii  out  la  meine  bissectnce,  ou  dont  les  btssec trices 
sont  recfanguldires. 

En  effet,  soient  e  el  (f  (Jig,iy4)  deux  points  qui  di- 
visent  liarmoniquement  les  deux  cordes  aS,  a'  6';  les  deux 
droites  ee,  e(f  sont  rectangulaires  (760) ,  done  elles  sont 
les  bissectrices  des  angles  aeS,  a'eo'  etde  leurs  supple- 
ments (80).  Done,  etc. 

CoROLLAiRE  I.  —  Si  la  trans versale  est  tangente  au  cercle 
C  (Jig*  I  ^5 ),  la  droite  menee  du  point  e  au  point  de  contact 
a'  est  la  bissectrice  de  Tangle  aeS  ou  de  son  supplement. 

CoROLLAiRE  II.  —  Si  la  trausversalc  est  tangente  aux 
deux  cercles  {jfig.  176),  les  deux  angles  aeo,.a'e6'  de- 
vienuent  infiniment  petits,  et  les  bissectrices  sont  les  rayons 
ea,  ea'  menes  aux  points  de  contact  5  le  theoremc  pent 
done  s'enoncer  ainsi  : 

Si  Von  mene  une  tangente  commune  a  deux  cercles, 
les  points  de  contact  sont  vus  de  chacun  des  points  e,  f 
sous  un  angle  droit. 

Autrement.  Pour  demontrer  directement  ce  theorime, 
il  sufljt  de  remarquer  que  les  points  de  contact  de  la  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles  sont  conjugues  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  du  cercle  e 
par  cette  tangente  (743,  coroll.)^  d'ou  Ton  conclut  que  ces 
deux  points  de  contact  sont  vus  du  point  e  sous  un  angle 
droit  (742). 

762.  £tant  donnes  deux  cercles  C,  C  qui  ne  se  ren- 
confront  pas,  si  autour  du  point  e ,  quia  la  meme polaire 
dans  les  deux  cercles  (fig.  177),  on  fait  tourner  un  angle 
droit  dont  les  c6tes  rencontrent ,  respectivement ,  les  deux 
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cercles  en  a  et  a',  la  droite  aa'  detetmine,  siir  les  deux 
cercles,  deux  autres  points     h'  \ 
1**.  L' angle  heh' est  droit; 

2^.  Les  tangentes  aux  deux  cercles,  en  leurs  points  a,  a', 
oiib,  b',  ont  leur  point  de  concours  sur  un  troisiime  cercle 
qui  passe  par  les  points  d' intersection  des  deux  proposes; 

3°.  En/in  J  ies  deux  cordes  ah  et  a'b'  sont  entre  elles 
dans  un  rapport  constant. 

En  eflet,  considerons  le  point  e  comme  un  cercle  infini- 
ment  petit,  ayant  le  m^me  axe  radical  avec  les  deux  pre- 
miers (759)  5  et  appelons  e  et  y  les  points  d'intersection , 
imaginaires,  de  ce  cercle  par  la  droite  aa'.  L*es  trois  cou- 
ples de  points  a ,  i ^  a',  et  6  ,.9  sont  en  involution  (743). 
Or  les  deux  a  et  a'  sont  conjugu^s  par  rapport  au  cercle 
infiniment  petit  (742),  et,  par  consequent,  par  rapport 
aux  deux  points  e  et  y  (687).  Done  fes  deux  b  et  V  sont 
aussi  conjuguds  harmoniques  par  rapport  aux  deux  e, 
(f  (277),  et  sont,  par  consequent,  conjugues  par  rapport 
au  cercle  infiniment  petit.  Done  I'angle  beb*  est  droit. 

Main  tenant ,  puisque  les  deux  points  e,  quidivisent 
harmoniquement  les  deux  segments  aa'  et  ii',  appartien- 
nent  au  cercle  e ,  qui  a  le  m^me  axe  radical  avec  les  deux 
cercles  proposes,  il  en  r^sulte,  d'apr^s  le  tli<5orime  (753) , 
que  les  tangentes  a  ceux-ci,  menees  par  les  points  a,  a', 
se  coupent  sur  un  cercle  qui  a  le  mfeme  axe  radical  avec  les 
deux  proposes ;  et ,  par  suite ,  que  les  deux  cordes  ab ,  a'i' 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  (754). 

Le  th^orime  est  done  d^montrd. 

763.  Quand  trois  cercles  ont  le  m^me  axe  radical,  si 
Von  mene  une  transi^ersale  quelconque  qui  rencontre  Ic 
premier  en  deux  points  a,  a',  et  les  deux  autres  en  deux 
points  m,  n  .  respectis^ement ,  o/z  a  (fig.  1 78) 

sin  mca .  sin  mva'  MA  .  MA'  ,  Me 

sin  nra  .sm  nca'  ^JA  .  NA'  ' 


t 
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En  effet,  on  a  (744) 

ma, ma'     MA. MA'  mea mea'      MA. MA' 

— .    =     — ,  > 


M^  sm^.sina  j^' 

et ,  de  meme , 

na .  /la'     N A .  NA'  sin  nea .  sin  nea'     N A .  NA' 

__  =  — __  ,      ou   :  :  =  •   

.   ne  sin/i.sma'  , 

Done,  etc. 

CoROLLAiRE.  —  Si  la  transversale  est  tangente  an  pre- 
mier cercle,  en  un  point  z,  on  aura 

sin  iem         /MA.MA'  Me 

■  =  const. 


sin  iem   /ft 

sin  icn       y  I 


sin/f/i      V  NA.NA'  * 
Remarque,  — En  d^signant  par  a,  fx,  v  les  centres  des 

,  MA. MA'  Me      ixa  v-e 

trois  cercles,  on  a  ^a.INA'  '^"^^'77  ^  r^V^n 

anharmonique  des  quatre  points    ,  jti,  v,  e. 

764.  Quand  deux  cercles  C,  C  (fig.  179)  ne  se  ren- 
contrent  pas,  si  deux  tangentes  h  Vun  .0!  rencontreni 
V autre  en  quatre  points  a ,  b  a',  b',  les  distances  de  ces 
points  au  point  e,  qui  a  la  m^me  polaire  dans  les  deux 
cercles,  sont  proportionnelles  aux  distances  des  m^mes 
points  h  la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  au  cercleG. 

En  effet,  concevons  qu'un  troisiime  cercle,  ayant  le 
m^me  axe  radical  avec  les  deux  proposes ,  passe  par  le  point 
d'inlersection  o  des  deux  cordes  ab^  a'b'  du  cercle  C,  qui 
sont  tangentes  en  i  et  1'  au  cercle  C\  on  aura ,  d'apris  Ic 
iheorime  precedent , 

sin  aei     sin  a' ei' 


sin  oei     sin  oei 
Les  deux  triangles  aei^  oe/ donnent 
sin  aei     ai  ea 


sin  oet     01  CO 

ai 


Mais  le  rapport  ~  est  ^gal  au  rapport  des  perpendicu- 
laires  abaiss^es  des  points  a  et  o  sur  toute  droite  passant 
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par  Ic  point  i\  et,  par  consequent,  sur  la  droite  on  a 
done ,  en  appelant  aa ,  o  w  ccs  perpendiculaires , 

sin  aci  aa   ea  aa  ow 

sin  oei     ota'  co      ea  '  co 
On  a  de  meme ,  en  appelant  a' a'  la  distance  du  point  a 
la  droite  ii', 

sinfl'ii'  a' of  oto 

sin  oei'      ea*  '  eo 

Et  puisque  ies  deux  rapports  de  sinus  sont  dgaux ,  il  s'en- 
suit 

a  a.  a' a' 

e  a  ea' 

Or  ce  qui  est  demontr^  pour  le  point  a'  s'applique  an 
point  et  ce  qui  est  demontre  du  point  a  a  Tegard  des 
deux  a'  et  b'  doit  s'entendre  aussi  du  point     II  en  resulte 

done  que  les  quatre  rapports  ^»  etc . ,  sont  egaux  (*). 

c.  Q.  F.  D. 

765.  Quand  deux  cercles  C,  C  (fig.  179)  ne  se  ren-- 
contrent  pas,  si  d'un  point  o  on  mine  les  tangentes  h 
Vim  deux,  lesquelles  rencontrent  le  second  en  deux  cou- 
ples de  points  a,  b  a',  b',  les  droites  menees  du  point  c, 
qui  a  la  m€me  polaire  dans  les  deux  cercles^  aux  points 
a,  b,  a',  b'  et  o,  donnent  lieu  a  V equation 

tang    ae      tang  \  a'  eo 

tangy^t'o  tangjfc'i?o' 

ou 

tang  J  aeo  .  tang  \  beo  =  tang ^  a' eo  .  tang \b' eo, 

selon  que  le  cercle  C,  auquel  sont  menees  les  tangentcs, 
se  trouue  dans  Vinterieur^  ou  au  dehors  du  cercle  C. 

Supposons  que  le  cercle  C  soit  dans  I'int^rieur  de  C. 
Soient  aa,  iS,  a'a',         les  perpendiculaires  abaiss^es 

(*)  D^apr^s  cela,  on  peut  dire  que  les  qoatre  points  a,  a',  ft'  sont  siiucs 
sur  une  coniquequi  a  Tun  de  scs  foyers  en  et  pour  directrice  correspon- 
dante  la  droite  ii\ 
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des  points  a,  6,  a\  V  sur  la  droite  i  V  qui  joint  ies  points 
de  contact  des  deux  tangentes  au  cercle  C;  les  quatre  rap- 
ports—>  ^5  etc.,  sont  ^gaux,  comme  il  vient  d'etre  de- 

montre.  Toutefois  ils  n'ont  pas  le  m^me  signe  :  si  les  deux 

va     ea'  , ,  .  •  /»     i      -i        eb  eb' 

— )  -7—;  sont  regardes  comme  positits,  ies  deux  -j-v?  77- 
aoL    a  a.  °  *  '  66 

seront  negatifs,  parceque  les  deux  perpendiculaires  iS,  A'o' 

n'ont  pas  la  m^me  direction  que  les  deux  aa,     a! ,  Da- 

pr&  cela,  si  sur  les  deux  rayons  ea,  ea*  et  sur  le  prolon- 

gement  des  deux  eh ,  eh\  au  dela  du  point  e ,  on  prend 

quatre  segments  respectifs,  eA,  eA',  eB,  eB'  proportion- 

,  ca     ea!     eb     eb'       ,      .  ,. 

nels  aux  quatre  rapports  —  >  ^7^9  ^>  VV*  c  est-a-dire 

eA  =  A       etc.,  les  quatre  points  A,  B,  A',  B'  seront  sur 

une  circonference  de  cercle  ayant  son  centre  au  point  e. 
Mais,  d'apres  les  relations 

.         =  A  — »        tfA  =rA-7— >vi 
a  a,  a  ijs 

les  deiyc  quadrilatferes  abb' a'  et  ABB' A'  sont  homologiques 
par  rapport  au  point  e,  centre  d'homologie  (529).  Done 
les  deux  c6tes  AB,  A'  B'  du  second  se  coupent  en  un  point 
O  situ^  sur  la  droite  eo.  Or  on  a,  dans  le  cercle, 

tang  I A  O .  tang  |  B  <?  0= tang  |  A'  0 .  tang      eO  (700,  corolL], 

ou,  eu  ^gard  aux  directions  des  lignes  eB,  eB', 
tang^tf6'o_  tang|tf'tfo 
tangY  beo      tang{  b'  eo 
Ce  qu'il  fallait  d^montrer. 

Quand  le  cercle  C  est  exterieur  au  cercle  C,ond^- 
montre  de  la  m^me  mani^re  que  Tequation  est 

tang  I  aeo .  tang  f  beo  =  tang  ^a'eo.  tang  \b'eo. 
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CHAPITRE  XXXII. 

STSTEME  DE  TKOIS  CEKCLES  QUELCONQUES.  CONTACTS 

DES  CERCLeS. 


I.  Proprietes  relatives  k  Irois  cercles. 

766.  Trois  cercles,  situes  d^une  maniere  quelconque, 
donnent  lieu ^  elant  piis  deux  h  deux ^  h  six  centres  de 
similitude^  ces  six  points  sont,  trois  a  trois ,  sur  quatre 
droites,  de  maniere  que  sur  Vune  de  ces  droites  se  trowent 
les  trois  centres  de  similitude  directe,  etj  sur  chacune  des 
autres,  deux  centres  de  similitude  inverse  et  un  centre  de 
similitude  directe. 

En  elTct ,  considerons,  dans  les  trois  cercles,  dont  les  cen- 
tres sonl  O,  O',  O'',  troistayons  paralleles  Oa ,  O'a',  0"a". 
La  droile  aa^  marque  sur  00'  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles  O,  O'^  et  ainsi  des  deux  autres  droites  a'li"^ 
a" a.  Or  les  deux  triangles  OO'O"  et  aa'a"  ayant  leurs 
sommcts  situes,  deux  a  deux,  sur  trois  droites  paralleles, 
les  points  de  rencontre  de  Icurs  cotes,  deux  a  deux  res- 
pectivement,  sont  en  ligne  droite  (365)  :  c'est-a-dire  que 
les  centres  de  similitude,  determines  par  les  trois  droites 
aa\  a^a"^  a'^a^  sont  en  ligne  droite.  Mais  si  les  trois 
rayons  sont  de  meme  direction,  chacune  des  trois  droites 
passe  par  un  centre  de  similitude  directe  (710)  •,  et  si  Tun 
des  trois  rayons  est  de  direction  contraire  a  celle  des  deux 
autres ,  celui-ci  donne  lieu  a  deux  centres  de  similitude  in- 
verse, el  les  deux  premiers  a  un  centre  de  similitude  di- 
recte. Le  theoreme  est  done  demon tr^. 

767.  Les  axes  radicaux  aiixquels  donnent  lieu  trois 
cercles,  pris  deux  a  deux,  concourent  en  un  m€me  point. 
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Et  tP.  Tin  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles  sc. 
trouv^era  sur  Vaxe  radical  des  deux  O  elO\  a  V intersec- 
tion des  deux  cordcs  MN,  in,/i,. 

En  effet,  on  a  SM.Swi  =  SN.S/ii  (724).  Done  le 
point  S  apparlient  a  I'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C 
(714,  corolL). 

2°.  Les  deux  droites  MN,  m^ni  se  coupenl  sur  Taxe  ra- 
dical des  deux  cercles  O,  O'  (721).  Chacune  d^elles  passe 
par  Tun  des  centres  de  similitude  des  deux  cercles  C, 
C  (770)  5  il  faut  prouver  que  c'est  par  le  mfeme.  Suppo-  i 
sons  que  S  soit  un  centre  de  similitude  directe,  les  deux  | 
points  M  et      seront  necessairement  deux  centres  de  simi- 
litude de  meme  nom  (directe  ou  inverse)  du  cercle  C  avec  | 
les  deux  O,  O'  (766).  Et  de  m&me  des  deux  points  N,  /?|. 
Done  les  droites  MN  et         joignent,  chacune ,  deux  cen- 
tres de  similitude  tels,  que  si  les  deux  premiers  sonlde 
m^me  nom  ou  de  noms  difierents ,  il  en  est  de  m^me  des  deux 
autres  par  consequent ,  dans  les  deux  cas ,  les  deux  droites 
passcnt  par  un  mt'ime  centre  de  similitude  des  deux  cercles 
C,C'(766). 

Le  raisonnement  est  le  m6me  si  le  point  S  est  un  centre 
de  similitude  inverse.  Le  th^or^me  est  done  demontre. 

772.  Remarque.  — L'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C 
a  son  p6Ie,  relatif  au  cercle  O,  sur  la  droite  MN.  Car,  d'a- 
pres  la  scconde  partie  du  theoreme  (770) ,  cet  axe  passe  par 
le  point  d'interseclion  des  deux  tangentes  en  M  et  N,  lequel 
est  le  p61e  de  celte  droite. 

D'ou  il  suit  que ,  reciproquement ,  la  corde  MN  passe  par 
le  poJe  de  Taxe  radical  des  deux  cercles  C,  C,  pris  dans  le 
cercle  O  (676) ,  ou,  en  d'autres  termes,  que  cet  axe  a  son 
p61e  sur  la  droite  MN. 

773.  Une  droite  L  menee.par  le  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  0,  0'  est  I'axe  radical  d'une  infinite  de  sys- 
femes  de  deux  cercles  C ,  C  tangents  anx  deux  O,  O'. 
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En  effet,  pour  determiner  un  sysl^mc^de  deux  cercles  C, 

C,  il  suffil  de  mejier,  par  le  p6le  de  la  droite  L  dans  le 

cercle  O,  une  droite  qui  rencontre  ce  cercle  en  deux 

points  M,N  (772). 
Les  cercles  C,  C  qu'on  menera  par  ces  points,  respec- 

tivement.  tangentiellement  aux  deux  cercles  O  ct  O',  au- 

ront  pour  axe  radical  la  droite  L. 

774.  Le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  C,  C  est 
sur  Faxe  radical  des  deux  O ,  O'  a  Tiniersection  de  la  corde 
MN  (771).  Par^consequenl,  ce  point  pent  Atre  pris  arbi- 
trairement,  c'est-a-dire  que  : 

Une  droite  L  etant  menee  par  run  des  centres  de  simili- 
lude  de  deux  cercles  O ,  O',  et  un  point  etant  pris  sur  leur 
axe  radical y  on  peut  determiner  deux  cercles  C ,  C  tan- 
gents aux  deux  O ,  O',  quiaient  pour  axe  radical  la  droite 
L ,  et  pour  centre  de  similitude  le  point  donne. 

II  suflSt  de  mener  par  ce  point  une  droite  passant  par  le 
p6le  de  la  droite  L  par  rapport  a  I'un  des  cercles  O,  O'; 
cette  droite  marquera  sur  ce  cercle  les  deux  points  de  con- 
tact des  deux  cercles  tangents  qui  satisfont  aux  deux  con- 
ditions de  la  question. 

775.  Mener  un  cercle  tangent  h  trois  autres, 
Soient  O,  O',  O"  les  trois  cercles  proposes,  et  S,  S', 

leurs  trois  centres  de  similitude  directe. 

On  peut  mener  deux  cercles  tangents  a  I'un  des  trois  O , 
0',  0",  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite  SS'S",  et 
pour  centre  de  similitude  le  point  de  concours  des  trois  axes 
radicaux  des  cercles  O ,  O',  O'^;  et  d'apres  le  th^orime  pre- 
c^ent ,  ces  deux  cercles  seront  tangents  a  chacun  des  deux 
autres  cercles. 

Pour  determiner  ces  cercles ,  on  cherchera  les  p6les  de  la 
droite  SS'  S"  dans  les  cercles  O,  O',  O",  et  Ton  menera  par 
ces  points  des  droites  concourantes  au  point  d' intersection 
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des  trois  axes  radicaux;  cesdroites  rencontreront ,  respecti- 
vement ,  les  trois  cercles  cn  des  points  qui  seront  les  points 
de  contact  de  deux  cercles  satisfaisaut  a  la  question. 

Pour  chacune  des  trois  autres  droitcs  sur  lesquelles  sc 
trouvenl,  trois  a  trois,  les  six  centres  de  similitude  des 
trois  cercles  proposes,  on  aura  deux  autres  cercles  tan- 
gents. De  sorte  qu'il  existe,  en  general,  huit  cercles  tan- 
gents a  trois  cercles  donnes. 

776.  Cette  solution  d'un  probUme  qui  a ete r^solu,  dans 
tous  les  temps ,  de  bien  des  maiiiires ,  est  la  plus  simple  (*)  ^ 
elle  se  pr^te  a  tous  les  cas  particuliers  qui  resultent  des 
hypothises  que  Ton  pent  faire  a  Tegard  des  trois  cercles, 
en  supposant  qu'ils  deviennent  des  points  ou  des  droites. 

Quand  un  cercle  se  reduit  a  un  point,  ce  point  est  lui- 
m6me  son  centre  de  similitude  avec  un  autre  cercle;  et  nous 
avons  vu  que  Taxe  radical  est  a  ^ale  distance  du  point  elde 
sa  polaire  par  rapport  au  cercle  (740). 

Quand  un  cercle  devient  une  ligne  droitc ,  parce  que 
soil  rayon  est  devenu  infiniment  grand ,  son  axe  radical  avec 
un  autre  cercle  est  cette  droite  elle-m^me.  Les  points  que 
Ton  considerera  comme  les  centres  de  similitude  de  la  droitc 


( *  }  Cette  solntion  est  due  k  M.  Gergoune  ( Voir  Annates  de  Mathemdtiqurs. 
tome  IV,  pa^e  349)  ano^e  i8i4)-  M.  Gaultier,  de  Toara,  en  avail  beaucoop 
approchd ,  dans  son  Udmoire  sur  les  moxens  gtfndraux  de  conslruire  graphi^ue- 
ment  un  cercle  dd termini  par  trois  conditions,  et  une  sphere  ddternUnee par 
quatre  conditions  [Voir  Journal  del' tcolePoljrtechnique,  XVI*  cahier,  i8i3  )• 
dr  ildemonlre)  que  chaque  droite  telle  que  SS'S',  qui  contient  Iroii 
des  six  centres  de  similitude  des  trois  cercles  propose  O',  O",  cslTaxe 
radical  de  deux  corcles  C,  C  satisfaisant  k  la  question;  que  la  corde 
qui  joint  les  deux  points  de  contact  de  ces  cercles  avec  Tun  des  trois  Oi 
O',  O"  passe  par  le  point  de  concours  des  trois  axes  radicaux  de  ceux-ci; 
et  3"  que  les  tanj^entes  en  ces  deux  points  de  contact  on t  leur  poinidc 
rencontre  sur  la  droite  SS'S''.  Pour  conclure  de  \k  la  construction  prcc^- 
dente,  il  suflisait  de  remarquer,  comme  consequence  de  cette  derni^re  pro- 
position ,  que  la  corde  qui  ^int  les  deux  points  de  contact  sur  Tun  des 
cercles  proposes  paste  par  le  pole  de  la  droite  SS'S"  relatif  k  ce  cercle, 
puisque  le  pole  de  cette  corJe  est  lui-mdme  sur  cette  droite. 
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et  d'un  cercle  sont  les  extr^mites  du  diam^tre  de  ce  cercle 
perpeadiculaire  a  la  droite.  Car  ce  sont  les  points  qui  eon-  • 
servent  une  propri^te  caracteristique  des  centres  de  simili- 
tude, savoir,  que  le  rectangle  des  distances  d'un  centre  de 
similitude  a  deux  points  homologiques  ou  anti-homologues 
est  constant  (72S). 
On  a ,  en  effet , 

SM.Sw,  =  const.  (672). 
777.  D'apres  cela ,  on  applique  sans  aucune  difficulte  la 
solution  generale  aux  cinq  questions  suivantes  : 

1  ® .  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  a  deiix  cercles. 
La  question  admet  quatre  solutions,  parce  qu'il  y  a 
deux  droites  qu  on  pent  consid^rer  comme  coutenant,  cha- 
cune,  trois  centres  de  similitude. 

a^.  Mener  un  cercle  tangent  a  deux  cercleseta  une  droite. 
Huit  solutions,  parce  qu'il  y  a  six  centres  de  similitude 
places,  trois  a  trois ,  sur  quatre  droites  dont  chacune  donne 
lieu  a  deux  solutions. 

3**.  Fairc  passer  par  deux  points  un  cercle  tangent  a 
un  cercle  donne. 

Deux  solutions  seulement,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  droite 
qu'on  puisse  regarder  comme  contenant  trois  centres  de  si- 
militude, savoir,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  proposes. 
4^.  Mener  un  cercle  tangent  h  un  cercle  et  h  deux  droites. 
Huit  solutions,  repondant,  deux  a  deux,  aux  quatre 
droites  qui  joignentles  centres  de  similitude  relatifs  au  cer- 
cle et  a  Tune  des  droit€S  propos^es ,  aux  centres  de  simili- 
tu^S*  relatifs  a  Tautre  droite. 

5**.  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  a  un  cercle 
et  a  une  droite, 

Quatre  solutions  repondant,  deux  a  deux,  aux  deux 
droites  menees  du  point  propose  aux  deux  centres  de  simi- 
litude relatifs  au  cercle  et  a  la  droite. 


35 
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CHAPITRE  XXXIIl. 

CERGLE  IMAGINAIRE. 


I.  Ce  qu'on  entend  par  Fexpression  cercle  imaginaire. 

778.  Quand  les  formules  ou  relations  qui  ont  servi  ^ 
determiner  des  points  ou  des  droites  relatifs  a  un  cercle,  el 
a  d^montrer  quelque  proposition ,  contiennent  le  rayon  du 
cercle  an  carr^  et  non  a  la  premiere  puissance ,  si  Tod 
suppose  ce  carre  negatif,  les  expressions  subsistent,  aiosi 
que  les  resultats  qui  s'y  rapportent^  c'est-a-dire  qu'elles 
donnent  lieu  encore  a  des  points  et  des  droites,  et  a  des 
propositions  y  relatives-,  mais  ces  points  et  ces  droites  sc 
trouvent  diflerents  des  premiers ,  ou  plut6t  dans  des  posi- 
tions differentes.  On  dit  alors  que  le  cercle  que  Ton  con- 
sid^raii  en  premier  lieu  est  devenu  i/naginaire,  ei  que  les 
propositions  resultantes  des  formules  se  rapportent  a  ce 
cercle  imaginaire.  C'est  ainsi  que  Ton  agit  en  G^m^trie 
analylique. 

Ce  que  nous  disons  des  resultats  d^riv^s  de  relations  ou 
formules  analytiques ,  doit  s'entendre  de  resultats  fond&  siir 
des  constructions  qui  subsistent  quand  on  suppose  que  le 
carre  du  rayon  d'un  cercle  devient  negatif,  de  m^me  que 
des  constructions  peuvent  subsister  quand  on  suppose  que 
deux  points  deviennent  imaginaires ,  comme  nous  Tavons 
vu  souvent,  par  exemple  dans  la  th^orie  du  rapport  har- 
monique  de  quatre  points ,  ou  deux  points  conjugufe  peu- 
vent ^tre  imaginaires. 

Nous  fei'ons  en  Geometric  pure  ce  que  Ton  fait  en  Geo- 
metrie  analytique  :  nous  admettrons  que,  soit  dans  des  for- 
mules, soit  dans  des  constructions  qui  n'impliquent  que  le 
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carr^  du  rayon  d'un  cercle,  ce  carre  devienne  D<^gatif ;  et 
nous  dirons  que  le  cercle  est  inuigmaire. 

II  n'y  a  point,  bien  cntendu,  de  cercle  imaginaire;  et  ce 
mot  n'est  qu'une  fiction  qui  sert  a  rattacher  les  r^sultats 
obtenus ,  a  un  autre  cas  de  la  question  generale ,  dans  le- 
quel  la  presence  d'un  cercle  procure  une  image  visible  et 
une  notion  parfaitement  clairc  des  proprietes  de  la  figure. 
Mais  il  faut  observer  que  ces  proprietes  sont  toujours  sus- 
cepiibles  d'une  expression  dilTereute  ct,  a  certains  ^gards, 
plus  generale ,  dans  laquelle  on  fait  abstraction  du  cercle , 
soil  reel,  soit  imaginaire.  II  faut  regarder  que  le  cercle  n'a 
exe  qu'un  etre  auxiliaire  qui  a  servi  de  lien  entre  les  parties 
de  la  figure,  et  a  doune  lieu  a  une  expression  de  leurs  rela- 
tions ,  plus  simple  et  surtout  faisant  image.  Cette  expression 
<*t  Timage  visible  par  laquelle  elle  se  produit ,  disparaissent 
et  n'ont  plus  de  reality ,  quand  on  suppose  le  carr^  du  rayon 
negatif  et  le  cercle  imaginaire ,  quoique  les  relations  qu'elles 
ont  servi  a  exprimer  subsistent  toujours. 

779.  Pour  repandre  tout  le  jour  possible  sur  ces  consi- 
derations, prenons  un  exemple. 

On  appelle  polaire  d'un  point,  relative  a  un  cercle ,  une 
droite  que  Ton  determine  de  plusieurs  mani^res  : 

1°.  En  menant  par  le  point  donne  p  deux  tangentes  au 
cercle  \  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact  est  la  po- 
laire *, 

2®.  En  menant  par  le  point  p  une  transversale  qui  ren- 
contre le  cercle  en  deux  points  a,  a'^  les  tangentes  en  ces 
points  se  coupent  sur  la  polaire  cherch^ ,  dont  on  deter- 
mine un  second  point,  soit  au  moyen  d'une  seconde  trans- 
versale ,  soit  en  prenant  sur  la  premiere  le  point  conjugue 
harmonique  du  point  p,  par  rapport  aux  deux  a  et  a'-^ 

V^.  En  menant  deux  transversales  paa\  pbb',  puis  les 
droites  aA',  ia',  lesquelles  se  coupent  sur  la  polaire,  ainsi 
que  les  deux  ab^a'h^  ., 
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4^.  En  prcnant  sur  les  deux  cordes  aa',  ii'  les  poinis 
conjugues  harmoniques  du  point  p,  lesquels  se  trouveni  sur 
la  polaire; 

5^.  Enfin  en  prenant  sur  la  droile  qui  va  du  point  p  au 
centre  C  du  cercle ,  le  point  e  determine  par  la  relation 
Ce.Cp  =  R*,  et  en  elevant  par  le  point  e  une  perpendi- 
culaire  a  la  droite  pC. 

Les  trois  premieres  manieres  de  construire  la  polaire  du 
point  p  exigent  que  le  cercle  soit  trace*,  de  sorte  que  la 
polaire  se  rapporte  exclusiveraent  a  la  circonference  du  cer- 
cle et  ne  presenle  aucun  autre  caractere.  II  n'en  est  pas  de 
m^me  des  deux  autres  modes  de  construction  \  on  n'y  fail 
pas  usage  n^cessairement  de  la  circonference  du  cercle. 
mais  seulement  de  la  position  de  son  centre  et  du  carre  de 
son  rayon. 

11  en  resulte  que  les  proprietes  de  cette  droite,  que  nous 
appelons  polaire  ^  ou  celles  d'un  systeme  de  droites  deter- 
minees  de  m6me ,  proprietes  qu'on  rapporte  a  un  cercle . 
peuvenl  s*^attribuer  simplement  a  un  point  (centre  du  cer- 
cle) et  au  carre  d'une  ligne ,  et  s'enoncer,  abstraction  faile 
du  cercle. 

Par  exemple ,  au  lieu  de  dire  que  les  polaires  des  differents 
points  d'une  droite ,  prises  par  rapport  a  un  cercle,  passeiit 
toutes  par  un  m^me  point,  on  pourra  dire  que  si  des  points 
p,  p',  p",."  d'une  droite  on  m^ne  a  un  point  fixe  C  des 
rayons pC,  p'C,..-  sur  lesquels  on  prend  des  points  e,  e',.,. 
determi  n  es  par  les  r  ela  tionsCe.Cp=R'5Ce'.Cp'=R*,elc., 
et  que  par  ces  points  on  menc  les  perpendiculaires  aux 
droites  Cp,  Cp',,.,,  toutes  ces  perpendiculaires  passeront 
par  un  m^me  point. 

Get  exemple  montre  comment  des  proprietes  qui  pa- 
raissent  concerner  necessairement  le  cercle ,  peuvent  nean- 
moins  derivcr  de  relations  plus  intimes ,  qui  permettent  dc 
faire  abstraction  du  cercle  dans  leur  enonce. 
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780.  Main  tenant  on  voit  que  le  cercle  se  trouvant  aiusi 
elimine,  rien  n'emp6che  de  supposer  le  carre  R*  negatif ;  et 
({u^alors  la  construction  du  point  Cy  dependante  de  Tequa- 
tion  Ce.Cp  =  —  R',  subsistera ,  et  que  la  pei*pendiculaire 
menee  par  ce  point  donnera  lieu  aux  m^mes  proprietes  que 
dans  le  premier  cas.  Mais  cette  droile  n'est  plus  la  polaire 
d'un  point  relative  h  un  cercle.  Car  le  point  e,  par  lequel  on 
r^leve  perpendiculairement  au  rayon  Cp ,  n'est  plus  sur  ce 
rayon  lui-m^me ,  comme  dans  le  cas  d^un  cercle ,  mais  bien 
sur  son  prolongement  au  dela  du  point  C ,  puisque  le  pro- 
duit  C  p .  Ce  est  negatif.  II  faudrait  done ,  a  la  rigueur,  dans 
ce  cas  de  R"  negatif,  denommer  la  droite  et  exprimer  ses 
propri^t^s  d'une  autre  maniere  et  sans  faire  intervenir  le 
cercle.  Cependant  on  peut  conserver  a  cette  droite  la  deno- 
mination de  polaire,  en  disant  polaire  relative  a  un  cercle 
iinaginaire  et  en  convenant  que  ce  mot  imaginaire  signilQe 
simplement  que  le  carr^  R*,  qui  entre  dans  la  formUe  qui 
sert  a  la  constiiiction  de  la  droite,  est  negatif. 

Cette  idee  d'un  cercle  imaginaire  est  done  une  pure 
fiction ,  a  laquelle  on  a  recours  pour  conserver  aux  propo- 
sitions des  ^nonces  simples  et  faisant  image,  qui,  a  la  ri- 
£;ueur,  ne  s^appliquent  qu'a  un  cas  special,  cclui  oii  Ic 
carre  R'  ^tant  positif ,  on  peut  decrire  un  cercle  dans  la 
figure. 

Ainsi,  Ton  con^oit  bicn  comment  des  propositions  qui  , 
fl'apres  leur  enonce ,  sembleront  se  rapporier  exclusivement 
a  un  cercle  imaginaire,  et,  par  consequent,  n'avoir  aucune 
signification  reelle ,  exprimeront  neanmoins  des  verites  ma- 
tliematiques  portant  sur  des  choses  toutes  reelles  et  ayant 
une  signification  parlaitcment  definic  ct  susceptible  d'une 
autre  expression,  independante  de  Tidee  du  cercle. 

784 .  D'aprfes  ces  considerations ,  nous  dirons  d'une  ma- 
niere generale,  que  lout<}s  les  relations  on  constructions 
dans  lesquelles  n'entreront,  soit  direclcment,  soit  implici- 
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teinent ,  que  le  centre  et  le  carr^  du  rayon  d'un  cercle ,  s'ap- 
pliqueront  au  cas  ou  ce  carre  sera  Degatif ;  mais  que ,  pour 
conserver  le  m^me  langage,  les  monies  definitions  et  Ic 
m^me  enonc^  dans  les  theor^mes,  nous  pourrons  dire  que 
ces  relations  et  constructions  se  rapportent  a  un  cercle 
imaginaire, 

Ce  que  nous  ferons  ainsi  est  ce  que  Ton  fait  en  Analyse; 
Gt  c'est  pour  bien  fixer  les  idees,  et  ^viter  le  doute  et  les  in* 
terpretations  que  Vim  a  parfois  chercli^  a  donner  des  ima- 
ginaires  en  Geometric,  que  nous  sommes  entre  ici  dans 
des  explications  minutieuses  que  Ton  n^iige  en  Geometn'e 
analytique. 

782.  Sou  vent  il  arrive  que  des  propositions  auxquelles 
on  conserve ,  dans  le  cas  d'imaginarite  de  quelque  quantite. 
telle  que  le  rayon  d'un  cercle,  leur  enonc^  primitif  que 
Ton  raj^porte  a  un  objct  imaginaire,  sont  susceptibles  d^un 
^nonc^  particulier  tres-dilKrent  du  premier,  et  neanmoins 
fort  simple  et  faisant  image  aussi ,  mais  d^une  autre  ma- 
ni&re.  Alors  les  r^sultats  analytiques  ou  les  constiaictions 
qui ,  dans  le  premier  cas,  se  rapportaient  a  une  figure ,  telle 
qu'un  cercle,  expriment,  dans  le  second,  des  propositions 
qui  peuvent  6tre  tout  a  fait  ^trangeres  au  cercle  et  d  uu 
genre  tris-diiKrent  des  premieres. 

Cela  provient  de  ceque,  bien  que  Thypothese  relative 
au  carre  du  rayon  d'un  cercle ,  que  Ton  fait  negatif ,  ne 
modifie  pas  le  sens  intime  de  la  proposition  d^montr^ ,  et^ 
en  general,  les  proprict^s  de  la  figure,  neanmoins  elle  mo- 
difie soit  les  positions  relatives  des  di verses  pardes  de  la 
figure,  soit  m^me  sa  configuration  g^u^rale. 

Or  on  con9oit  que  celte  configuration  de  la  figure  puisse 
se  rattacher  ou  donner  lieu  k  quelque  autre  conception  que 
celle  d'un  cercle.  Nous  allons  trouver,  dans  la  suite  de  ce 
ehapitre  et  dans  le  suivant ,  de  hombreux  exemples  d'une 
idle  transformation  de  thcoremes  en  d'autres,  differenls. 
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II.  Proprietes  relatives  a  un  cercle  imaginaire. 

783.  Les  points  d'intersection  d'une  droite  el  d'un  cercle 
imaginaire  sont  deux  points  imaginaires ,  que  nous  desi- 
gnerons  par  e,  (f  *,  dont  le  milieu  O  est  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire  abaiss^e  du  centre  C  du  cercle  sur  la  droite,  et 
dont  le  carr^  de  la  distance  a  ce  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  d'un  cercle  r^l  (781), 

07=R»— CO*  (648). 
Kt  de  m^me ,  le  rectangle  des  distances  des  deux  points 
imaginaires  a  un  point  p  de  la  droite  est  egal  a 

p«.p(p  =  pC  —  R'  (648). 
Mais  ici,  ou  le  cercle  est  imaginaire^  R',  carre  du  rayon, 
est  une  quantite  negative  — R'",  et  il  vient 

^      o"/=  —  (r" -h  co'), 

p..pa)=(^'-hR'0- 

11  faut  bien  remarquer  que,  dans  ces  formules,  R"  ne 
represente  plus  le  carre  du  rayon  comme  R'  dans  les  pre- 
mieres, mais  ce  carre  aflecte  d'un  signe  contraire. 

Ces  formules  donnent  lieu  a  des  expressions  geom^- 
triques,  tris-simples,  du  carre  Oe  et  du  rectangle  pe.pcf. 
Ce  carr^  et  ce  rectangle,  dans  Tetat  actuel  de  la  question, 
impliquent  I'idee  de  points  imaginaires^  el,  au  contraire, 
leurs  nouvelles  expressions  se  rapporteront  exclusivement 
a  des  objeis  reels. 

En  efTet,  que,  par  le  centre  C  du  cercle  imaginaire,  on 
eleve  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  dont  le 

carre  CS  soil  egal  a  R",  c'esl-i-dire  au  carre  du  rayon  du 
cercle  imaginaire  pris  avec  un  signe  contraire.  On  aura 

Of  =  —  (CS  4-  CO  )  =  —  SO  , 

p«.p9=  pc'-4-  Cs'=  pS' . 
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Ainsi  le  rectangle  p^'p^  exprime  simplement  le  carre  de 
la  distance  du  point  p  au  point  S  situe  au  dehors  du  plan  de 
la  figure. 

784.  La  formule 

Ce.Cp  =  R% 

qui  sert  k  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  donne 
lieu  de  m^me  a  une  interpretation  g^ometrique  fondee  sur 
la  consideration  du  point  S  extremite  de  la  perpendiculaire 
CS  =  R'. 

En  effet,  R"  ^tant  negatif ,  les  deux  points  p  et  e  soni  de 
part  et  d' autre  du  point  C,  comme  nous  I'avons  vu  prece- 
demment  (780)  5  et  Ton  a 

C<?.Cp  =  S*; 

ce  qui  prouve  que  Tangle  eSp  est  droit.  On  pent  done  dire 

Si,  par  le  centre  C  d'un  cercle  imaginaire,  on  elei^e  sur 
le  plan  de  la  figure  une  perpendiculaire  CS  egale  a  son 
rayon  suppose  reel,  la  droite  menee  du  point  Shun  point  p 
de  la  figure  est  perpendiculaire  au  plan  mene  par  ce  point 
Sj  etla  polaire  du  point  p  relative  au  cercle  imaginaire. 

785.  Le  point  p  et  un  point  quelconque  p'  de  sa  polaire 
sont  deux  points  conjugues  par  rapport  au  cercle  (687). 
Les  droites  menees'du  point  S  a  ces  deux  points  sont  rec- 
tangulaires,  puisque  Tune  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire a  I'autre  (784).  Done  : 

Deux  points  conjugues  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit. 

R^ciPROQUEMEMT  I  Dcux  points  vus  du  point  S  sous  un 
angle  droit  sont  deux  points  conjugues  par  rapport  au 
cercle  imaginaire, 

Cela  est  Evident. 

786.  La  polaire  du  point  p'  passe  par  le  point  p.  Le  plan 
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raen^  par  le  point  S  et  par  cette  droite  est  perpendiculaire 
a  la  droite  Sp'  (784)  5  par  consequent  il  est  perpendiculaire 
a  tout  plan  passant  par  cette  droite,  et,  en  particulier,  au 
plan  mene  par  le  point  S  et  la  polaire  du  point  puisque 
cette  droite  passe  par  le  point  p\  Done  les  polaires  des  deux 
points  pet  sont  dans  deux  plans  rectangulaires  menes 
par  le  point  S.  Or  ces  deux  polaires  sont  deux  droites  con- 
juguees  par  rapport  au  cercle  imaginaire.  Done : 

Deux  droites  conjuguees,  relatii^es  au  cercle  imaginaire, 
etant  ^vues  du  point  S,  paraissent  rectangulaires. 

RAcipkoqiiement  :  Deux  plans  rectangulaires y  mends 
par  le  point  S ,  rencontrent  le  plan  de  la  figure  suii^ant 
deux  droites  conjuguees  par  rapport  au  cercle  imaginaire. 

Car  le  p6le  de  chacune  de  ces  droites  sera  sur  Fau- 
ire(784). 

787.  Ces  propriet^s  permettent  de  substituer  le  point  S 
au  cercle  imaginaire ,  dans  la  definition  des  points  conju- 
gues,  comme  dans  celle  de  la  polaire  d'un  point.  De  sorte 
que  la  notion  de  ce  cercle  disparaitra  dans  les  enonces  des 
theoremes  ou  il  sera  question  des  points  et  des  droites  qui 
s'y  rapportent.  Toutefois,  ce  cercle  imaginaire  aura  servi, 
par  ses  relations  generales  avec  d*autres  parties  de  la  figure , 
par  exemple  avec  certains  cercles  reels ,  a  procurer  les  theo- 
remes auxquels  on  donne  une  autre  expression. 

Nous  ferons,  plus  loin  (Chap.  XXXIV),  diverses  appli- 
cations de  ces  considerations  qui  seroat  extr^mement  utiles. 

788.  L'axe  radical  d'un  cercle  reel  et  d'un  cercle  imagi- 
naire est  une  droite  perpendiculaire  k  la  ligne  des  centres, 
mende  par  le  point  il  de  cette  ligne  determine  par  FApia- 
tion 

ac  —  R»==aC'  — R", 

dans  laquelle  R'*,  qui  represente  le  carre  du  rayon  du  cer- 
cle imaginaire,  sera  une  quantite  negative. 
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De  in^me,  deux  cercles  imaginaires  ont  un  axe  radical 
perpendiculaire  a  leur  ligne  dcs  centres,  menc  par  It 
point  II de  cette  ligne,  determine  par  la  relation 

aC  —  R»  —  OC^  —  R'% 

dans  laquelle  les  deux  expressions  R*  et  R",  qui  repre- 
sentent  les  carres  des  rayons  des  deux  cercles,  seront  deux 
quantit^s  negatives. 

789.  Un  cercle  reel  et  un  cercle  imaginaire  admettent 
tonjours  deux  cercles  infimment  petits,  ayant  avec  eux 
le  m^me  axe  radical. 

En  effet,  il  existe  sur  la  ligne  des  centres  deux  points  qui 
divisent  harmoniquement  les  deux  diam^tres^  et  ces  deux 
points  sont  toujours  reels ,  puisque  Pun  des  diametres  est 
imaginaire.  Ces  deux  points  sont  les  deux  cercles  inGni- 
ment  petits  en  question  (759). 

790.  Un  cercle  reel  et  un  cercle  imaginaire  ne  peuvenl 
pas  avoir  de  quadrilatere  circonscrit;  mais  il  existe  deux 
points  qui  jouissent  de  la  propriety  caracteristique  des  som- 
mets  du  quadrilatere  circonscrit  a  deux  cercles.  Cette  pro- 
priete ,  c'est  que  si  par  un  sommet  on  mene  deux  droites 
conjuguees  par  rapport  a  un  cercle,  elles  sont  conjuguees 
par  rapport  a  Tautre  cercle. 

Ces  deux  points  existent  toujours  a  regard  de  deux 
cercles y  dont  Van  est  reel  et  V autre  unaginaire» 

Pour  demontrer  cette  proposition,  observons  d'abord 
que,  pour  qu'un  point  jouisse  dc  la  propriety  en  question  , 
il  suffit  qu  elle  ait  lieu  a  I'egard  de  deux  systemes  de  droites 
c'onjuguees;  ce  qu^on  conclut  de  ce  que  trois  systemes  de 
deux  droites  conjuguees  forment  une  involution  (689). 

Soient  C  et  C  [fig*  i8i)  les  centres  des  deux  cercles,  Ic 
premier  reel  et  le  second  imaginaire.  II  existe  sur  la  droitr 
CC  deux  points  e ,  f  conjugues  par  rapport  aux  deux  cer- 
cles, et  cos  deux  points  sont  toujours  reels  (789). 
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Soient  F,  F'  les  points  d'interseclion  du  cercle  decrit 
sur  CC  comme  diamitre,  el  de  la  perpendiculairc  a  cette 
droite ,  menee  par  le  point  e ,  celui  dcs  deux  points  con- 
jugu^s  e ,  f  qui  se  trouve  dans  I'int^rieur  du  cercle  C ;  je 
dis  que  chacun  de  ces  points  F,  F'  jouil  de  la  propriete 
demandee,  savoir,  que  deux  droites  conjuguees  par  rapport 
a  Fun  des  cercles ,  menees  par  Tun  de  ces  points ,  sont  con- 
juguees par  rapport  a  Fautre  cercle.  II  suffit  de  prouver, 
comme  nous  Favons  dit.  que  cela  a  lieu  k  F^gard  de  deux 
couples  de  droites  conjuguees. 

D'abord,  les  deux  droites  Fe,  F/  sont  conjuguees  par 
rapport  aux  deux  cercles ,  car  le  p6le  de  la  premiere ,  dans 
cbacun  des  cercles ,  se  trouve  en  /*  sur  la  seconde. 

Ensuite,  les  deux  droites  FC  ,  FC  sont  aussi  conjuguees 
par  rapport  aux  deux  cercles;  car  ces  deux  droites  etant 
rectangulaires ,  d'une  part  le  p6le  de  CF,  dans  le  cercle  C, 
est,  a  Finfini,  sur  la  droite  FC,  et  d'autre  part  le  p6le  de 
CF,  dans  le  cercle  C,  est  sur  le  rayon  C'F  qui  lui  est  per- 
pendiculairc. 

Done  le  point  F  jouit  de  la  propriete  annoncee. 

c.  Q.  F.  n. 

Observation.  —  II  suit  de  la  que  les  proprietes  relatives 
a  deux  cercles  et  a  deux  sommets  opposes  de  leur  quadri- 
latere  circonscrit,  telles  que  les  iheorimes  (736)  et  (737), 
s'appliqueront  au  systeme  de  deux  cercles  dont  Fun  reel  el 
Fautre  imaginaire. 

Celte  remarque  nous  sera  utile. 

791 .  Deux  cercles  imaginaires  admettent  deux  points 
dont  chacun  jouit  de  la  propriete  que  deux  droites  con^ 
juguees  par  rapport  a  Vun  des  cercles,  menees  par  ce 
pointy  sont  conjuguees  par  rapport  h  Vautre  cercle, 

Ces  deux  points  se  dcterminent  comme  les  centres  de 
similitude  de  deux  cercles  reels.  Les  carres  des  rayons  des 
deux  cercles  etant  — R'  el  — R'*,  et  leurs  centres  eianfc 
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en  C  et  on  prend  |^  =  ^  ^  "  S^"  ^^^^ 
points  S,  S'  satisfont  a  la  question. 

En  effet,  les  p6lcs  d'une  droite  menee  par  le  point  S 
seront  sur  les  perpendiculaires  a  cette  droite,  CP,  CP', 
menses  par  les  centres  des  deux  cercles ,  a  des  distances 

R'  R'^ 

Done 

CQ^_  R^  .  CP 
C'Q' R"  •  CP'* 

^   CP      R    J       CO      R  .  , 

CT'^^R^'   ^'^^  C^~R'  '  ^®         prouve  que  les 

points      Q'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  S.  Done,  etc. 
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CHAPITRE  XXXIV. 

APPLICATION  DES  TH^OREMES  RELATIFS  A  UN  CERCLE  IMAGI- 
NAIRB,  AUX  PROPRltTl&S  DES  c6nES  A  BASE  CTRCULAIRB. 


I.  Considerations  preliminaires. 

792.  Si,  siir  le  diametre  AA'  d'un  cercle  C  {^g,  182),  on 
prend  deux  points  Cf/qxii  divisent  ce  diametre  harmoniqiie- 
menty  et  que  sur  le  segment  e/^  comme  diametre,  on  decrive  une 
circonference  de  cercle  2  dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  C ,  les  points  de  ce  cercle  jouiront  de  proprietes  fort  remar- 
qaables,  dont  la  plupart  presentent  une  analogie  parfaite  aver 
celles  qui  appartiennent  aux  deux  points  e^f  (7U9-76tf).  Ces 
proprietes  se  concluent  de  celles  auxquelles  donneraient  lieu  des 
cercles  iraaginaires  qui  auraient  pour  centres  les  projections  <r  des 
points  S  du  cercle  1 ,  et  dont  les  carres  des  rayons  seraient  egaux 
aux  rectangles  negatifs  tels  que  ae,af.  En  substituant  k  ces  cer- 
cles imaginaires  des  points  situes  au  dehors  du  plan  de  la  figure, 
comme  il  a  ete  dit  precedemment  (787),  on  donne  aux  diverses 
propositions  des  expressions  nouvelles,  qui  constituent  des  theo- 
remes  en  apparence  tres-differents. 

Ces  theoremes  eux-mcmes  peuvent  prendre  des  enonces  plus 
simples  encore  et  presentant  un  caractere  mieux  determine;  car 
on  peut  les  rapporter  directementaux  c6nes  qui  ont  pour  bases  les 
cercles  de  la  figure  et  pour  sommet  commun  le  point  pris  dans 
Tespace  sur  le  cercle  2.  De  \k  derivent  done  naturellement  des 
proprietes  des  cones  h  base  circulaiie. 

Ces  proprietes  ne  sont,  au  fond,  que  la  traduction  dans  un 
langage  different,  de  celles  qui  appartiennent  ^  un  syst^me  de 
cercles  situes  dans  un  meme  plan.  Au  nombre  de  ces  cercles,  s*en 
trouve'un  imaginaire;  et  c'est  celui-ci,  ou  plut6t  celte  ideefictive 
d'un  cercle  imaginaire  (778),  qui  permet  de  donner  aux  theo- 
remes Texpression  qui  en  fait  des  propositions  toutes  nouvelles  et 
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relatives  non  plus  k  des  cercles,  mais  k  des  cones  substitues  aiix 

circles  primitifs. 

Cette  theorie  ofTre  un  exemple  assez  remarquable  des  transfor- 
mations auxquelles  les  imaginaires  peuvent  donner  lieu  en  Geome- 
tric; de  pureils  exemples  se  reproduiront  dans  d*autrcs  questions 
importantes ,  notamment  dans  la  theorie  des  coniques. 

795.  Que  par  le  milieu  du  segment  ^^on  eleve  la  perpendicu- 
laire  aX;  cette  droite  sera  Taxe  radical  commun  au  cercle.C  et 
a  chacun  des  deux  points  e ,  /  cohsideres  comme  des  cercles  infi- 
niment  petits  (780).  £t  si  un  point  a  pris  sur  ce  segment  est 
regarde  comme  le  centre  d*un  cercle  imaginaire  dont  le  carredu 
rayon  soit  egal  k  ae.aff  la  droite £lX  sera  aussi  Vaxe  radical  com- 
mun  a  ce  cercle  et  au  cercle  C;  car  les  deux  points  e,  /,  conjugues 
par  rapport  au  cercle  G,  par  hypothese,  le  sont  aussi  par  rapport 
au  cercle  (r,  puisque  le  carre  de  son  rayon  est  egal  au  produit 
(xe.afi  par  consequent ,  la  perpend  iculaire  k  la  ligne  des  centres  o-C 
mence  parle  milieu  de  ces  deux' points  e^f^  sera  Taxe  radical  des 
deux  cercles. 

794.  Le  carre  de  la  distance  d'un  point  fixe  S  pris  sur  le  cercle  1, 
a  un  point  quelconque  m  du  cercle  C ,  est  a  la  distance  de  ce  point  m 
a  la  droite  Ci  X  ,  dans  une  raison  constants 

En  efTet  ,  considerons  deux  points  m,  m*  du  cercle  C;  la  droite 
wm'  rencontre  le  cercle  imaginaire  a ,  dont  le  carre  du  rayon  est 
rgal  au  rectangle  fse,rjf^  en  deux  points  imaginaires  t  et  ^ ;  et 
4  'axe  radical  de  ce  cercle  o-  et  du  cercle  C  etant  la  droite  £1X ,  on  a 

me  ,  m<f  mp 
m^e  ,  m'  ^  m'p'^ 

mp  et  m'p'  etant  les  distances  des  points  m'  ^i'axe  radical  (7118). 
Or 

mt./7?(p  =  /i?S     et    m'f  .  m'(p  = /w'S  (783). 

Done 

mS           mp  mS    iw's' 

€o  qui  demon ti*e  le  theoreme. 
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791$.  Le  rapport  ties  distances  de  deux  points  fixes  S,  S',  pris 
sur  le  cercle  1,  a  un  point  quelconque  du  cercle  C,  est  constant, 
Gela  rcsulte  iinmediatement  du  theorcroe  precedent. 

796.  Siy  d'un  point  de  la  droite  CllL  on  mene  une  tan  gen  te  ait 
cercle  C,  elle  sera  egale  a  la  distance  de  ce  point  a  un  point  quel- 
conque du  cercle  2. 

En  effet,  soient  fat  cette  tangente ,  et f ,  ^  les  points  oili  elle  ren- 
contre Ic  cercle  imaginaire  a,  donl  le  carre  du  rayon  est  fie  fsf\ 
on  aura  ( 714  y  corolL) 

bit  =«l.w«pr=:wo"  —  fse  ,  fif. 

Or  fftf.ff/=r-~^s' (7ft5).  Done- 

 1      —a   J   1 

fAt   =  Wff    -J-  (jS    =  wS  , 

OU  u/=:Oi»S. 

c.  Q.  r.  p. 

797.  Si ,  sur  la  droite  SI'S,  on prend  deux  points  conjuguds  quel- 
conques  par  rapport  au  cercle  C ,  les  droites  menees  d'un  point  S 
du  cercle  2 ,  a  ces  deux  points,  sont  toujours  recta ngulaires. 

Car,  cette  droite  11 X  etant  Taxe  radical  commun  au  cercle  C  et 
au  cercle  imaginaire  <t( 795),  les  deux  points  sont  conjugues  par 
rapport  au  cercle  a,  el,  par  consequent,  ils  sont  vus  du  point 
S  sous  un  angle  droit  (785). 

On  conclut  de  1^  que  :  Un  point  S  efant pris  au-dessus  du  plan 
d'un  cercle ,  il  cxistc  dans  ce  plan  une  droite  nX  telle,  que  €leu.r 
points  conjugues  par  rapport  au  cercle,  pris  sur  cette  droite,  sont 
toujours  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit. 

Remarque,  -—  II  n*existe  qu'une  droite  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priete.  Car,  quand  deux  points  conjugues  par  rapport  au  cercle 
sont  vus  sous  un  angle  droit,  ils  sont  aussi  conjugues  par  rapport 
au  cercle  imaginaire,  qui  a  son  centre  au  pied  de  la  ))erpendicu- 
laire  abaissee  du  point  S  sur  le  plan  de  la  figure  (785).  Conse- 
queinment,  la  droite  surlaquelle  sont  pris  ces  systemes  de  deux 
points  conjugues ,  est  Taxe  radical  commun  aux  deux  cercles  (7i8). 
Done  il  ne  pent  cxister  qu'une  telle  droite. 

798.  Concevons  le  cone  qui  a  son  sommet  en  S  et  pour  base  W 
cercle  C.  Tout  plan  parallcle  au  plan  determine  par  le  point  S  ct 
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Vmc  Cll^coupera  le  cdrie  suivant  un  cercle.  Car,  si  Ton  fait  tourner 
autour  de  deux  points  fixes  P,  P'  du  cercle  C  les  cotes  d*an  angle 
dont  le  sommet  decrive  la  circonference ,  ces  cotes  intercepteront 
siir  Taxe  aX  un  segment  qui  sera  vu  du  point  S  sous  un  angle  de 
grandeur  constante  (650).  Maintenant,  si  Ton  mene  an  plan  cou- 
pant ,  parallelement  au  plan  qui  passe  par  le  point  S  et  Taxe  AX, 
on  aura,  dans  ce  plan,  la  courbe  d'intersection  ducone,  et  nn 
angle  dont  les  cotes  toumeront  autour  de  deux  points  fixes  dc 
cette  courbe ,  pendant  que  le  sommet  glissera  sur  cette  menie 
courbe ,  et  les  cotes  de  cet  angle  seront  paralleles  anx  droites  me- 
nees  du  point  S  aux  extremites  du  segment  intercepte  sur  AX  par 
les  cotes  de  Tangle  tournant  dans  le  plan  du  cercle  autour  des  deux 
points  P,  P' ;  done  cet  angle ,  compris  dans  le  plan  coupant,  sera 
de  grandeur  constante.  Done  son  sommet  decrit  un  cercle.  Done 
le  plan  coupe  le  cone  suivant  un  cercle.  Done,  etc. 

799.  On  conchit  de  la  qu'«/i  c6ne  a  base  circulaire  peut  etrc 
coupe  suwant  un  cercle  d*une  seconde  mam'ere,  c'est-ii-dire  par 
nn  plan  non  parallele  au  plan  de  sa  base;  et  qu*//  n'cxiste  pas  un 
troisieme  plan  donnant  une  section  circulaire  (797,  rem,), 

Les  plans  menes  par  le  sommet  d*un  cone  parallelement  aux 
plans  des  sections  circulaires,  s*appellentles/7/a/2f  cycliquesdacoxiQ. 

Ainsi,  Tun  des  plans  cycliques  du  cone  qui  a  son  sommet  en  S 
sur  le  cercle  Z ,  et  pour  base  le  cercle  G ,  est  parallele  au  plan  de 
ce  cercle ,  et  Tautre  est  le  plan  mene  par  le  point  S  et  Taxe  aX. 

II.  Propri<^t<i8  relatives  aux  plans  cycliques  d'un  cdne  a  base  circulaire. 

HOC.  Dans  un  cdne  a  base  circulaire,  le  produit  des  sinus  des 
angles  que  chaque  ar^te  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  con- 
stant. 

En  effet,  le  sinus  de  Tangle  que  la  droite  S//i  {Jig,  182)  fait 
avec  le  plan  du  cercle  C  est  egal  k 

Le  sinus  de  Tangle  que  la  meme  droite  fait  avec  le  second  plan 
cyclique  (S,ftX),  est  ^gal  k  ^  ]  mq  eUnt  la  perpendiailaire 
abaissee  du  point  m  sur  ce  plan.  Cette  perpendiculaire  est  pro- 
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portionnelle  k  la  distance  mp  <lu  point  i  la  droile  aX ;  ainsi, 
le  sinus  de  Tangle  que  la  droite  S  w  fait  avec  le  plan  (S,  HX)  est 


X  .        Le  produit  des  deux  sinus  est  done  X      '  Mais 


on  a 


Sm 


Sm  =z  ^.mp( 794 ) ;  ce produit devient done  -So-;  quantite con- 
stante.  Done,  etc. 

80i .  Tout  plan  tangent  a  un  c6ne  a  base  circulaire  coupe  les 
demx  plans  •cycligues  suwant  deux  droites  qui  sont  ^galement  ineli- 
nees  sur  Var^te  de  contact. 

En  effet,  on  a  »f  =  toS  (70C).  Done  le  triangle  est  iso- 
xr^le,  et  ses  angles  en  /  et  S  sont  egaux  c'est-^i-dire  que  Tar^te  de 
contact  S/du  plan  tangent  au  cone  fait  des  angles  egaux  avec 
les  deux  droites  «>S,  wt.  Or  le  plan  ScjX  est  Tun  des  plans  cy- 
cliques  du  c6n6,  dont  Tautre  est  parall^le  au  plan  de  la  figure  ( 799). 
Done  la  droite  wS  est  Tintersection  du*  premier  plan  cjcliquepar 
le  plan  tangent  au  cone,  et  la  droite  tot  est  parallele  k  Tintersec- 
tlon  du  second  plan  cyclique  par  le  meme  plan  tangent.  Le  theq 
reTne  est  done  demontre. 

DOS.  Tout  plan  tangent  a  un  cdne  a  base  circulaire  coupe  le* 
deux  plans  cycliques  saivant  deux  droites  qui  font ,  avec  la  droite 

intersection  de  ces  deux  plans,  des  angles  tels,  que  le  rapport  des 
tangentes  trigonometriques  des  demi-angles  est  constant. 

En  effet,  si  de  chaque  point  u  de  Taxe  nX  on  mene  une  tan- 
gente  au  cercle  C  et  la  droite  » <?,  on  a 

— ^  =  const.    ( 752 ). 

tangj^un 

Mais  Tangle  SwH  est  egal  a  Tangle  /?wa.  Done 
tang  I  a 

— ^rr^        =  const. : 

tang  jS»n 

<>qiiation  qui  demontre  le  theoreme. 

805.  Les  quatrc  droites ,  suivant  lesquelles  deux  plans  tangents 
h  un  cdne  a  base  circulaire  coupent  les  deux  plans  ry cliques,  sont 

36 
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situSes  sur  un  cSne  de  revolution  dont  raxe  est  perpendiculaire  au 

plan  des  deux  nretcs  de  contact. 

En  effet,  chacun  des  plans  tangents  coupe  ies  deux  plans  cycli*- 
ques  suivant  deux  droites  qui  sont  egalement  inciinees  sur  Tar^ 
de  contact  (801) ,  et  par  consequent  sur  tout  plan  mene  par  cette 
ar^te,  et  en  particulier  sur  le  plan  des  deux  aretes. 

Considerons  les  deux  droites  suivant  lesquelles  les  deux  plans 
tangents  coupent  le  plan  cyclique  parallele  au  plan  du  cercle  C 
qui  forme  la  base  du  c6ne ;  ces  droites  sont  paralleles  aux  traces 
de$  deux  plans  tangents  sur  la  base,  lesquelles  sont  les  deux  tan- 
gentes  au  cercle  C.  Or,  ces  deux  tangentes  font  des  angles  egaox 
avec  leur  corde  de  contact ,  et  par  consequent  avec  le  plan  des  deux 
aretes  de  contact  qui  passe  par  cette  corde.  Done  les  quaiftre 
droites  d'intersection  des  deux  plans  cycliques  par  les  deux  plans 
tangents  font  des  angles  egaux  avec  le  plan  des  deux  aretes  de 
contact,  et,  par  consequent,  avec  une  perpendicdaire  k  ce  [>lan. 
Done  ellcs  sont  quati*e  aretes  d*un  cone  de  revolution  autoar  de 
cette  perpendiculaire .  c.  q.  f.  p. 

804.  Observation.  —  Ce  theoi^eme  se  peut  deduire  de  celui  qui 
pi*ecede,  et  reciproquement ,  en  vertu  de  cette  proposition  de 
Geometric  spKenque  :  Vn  petit  cercle  etant  trace  sur  une  sphere y 
si  autour  dun  point  ^  de  la  sphere  on  fait  toumer  un  arc  de 
grand  cercle  qui  le  rencontre  en  deux  points  a,  a',  le  produit 
tang  Y  Pa  .  tang  7  Pa'  reste  constant, 

Cela  resulte  iromediatement  du  thcoreme  (700,  corolL).  En 
effet ,  d*apres  ce  theoreme ,  si  autour  d'un  point  fixe  p  pris  dans 
Tespace  on  fait  toumer  une  transversale  qui  rencontre  la  sphere 
en  deux  points  a,  1',  on  a ,  en  appelant  O  le  centre  de  la  sphere, 

tang  I  p  O  ^/  .  tangy  p  O    =  const. 

Car,  soient  deux  transversale^  paa\  pbb'\  qu'on  fasse  toumer  au- 
tour du  diametrepO,  le  plan  diametral  Op 6,  de  maniere  que  le 
cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  la  sphere  se  superpose  sur  le 
cercle  contenu  dans  le  plan  Op/i:  IfS  transversales  se  trouvant 
toutes  deux  dans  le  plan  de  ce  cercle,  Teqnation  a  lieu  (700,  coroii,), 
Maintenant,  que  Ton  observe  que  les  deux  cercles  suivant  les- 
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quels  les  plans  OpOfOpb  coupent  la  sphere,  se  coupent  en  an 
point  P  sicue  sot  )e  diamctre  0  p>  et  que  }es  angles  pOa,pOa'j  etc. , 
sont  mesares  paries  arcs  Pa,  Pa',  etc.,  Tequation  devient 

tangjPa  .  tang  Pa' =  tang |  P6  .  lang|P5'. 
Ce  qui  demonire  le  tbeoreme. 

On  pent  encore  dire  que  :  Si  4»tUour  ttune  droite  fixe,  men^t 
par  le  sommet  d'un  c6ne  de  revolution ,  on  fait  loumer  un  plan 
transversal y  qui  coupe  le  cdne  suivant  deux  aretes,  le  produit  des 
tangentes  des  demi^angles  que  ces  aretes  font  avec  la  droite  fixe 
reste  constant. 

On  suppose ,  dans  cet  enonce,  que  le  c6oe  est  forme  d'une  seule 
nappe  repondant  au  petit  cercle  de  la  sphere ;  de  sorte  que  les  deux 
aretes  appartiennent  k  cette  ni^me  nappe.  Mais  si,  au  lieu  d'une 
de  ces  aretes ,  on  prend  son  prolongenient  au  del^  du  sommet  du 
cone,  le  produit  des  tangentes  des  demi -angles  se  changera  en  iin 
rapport. 

80i$.  La  somme  des  angles  que  chaque  plan  tangent  a  un  cdne 
a  base  circalaire  fiiit  avcc  les  deux  plans  cycliques  est  constantc. 

Pour  plus  de  facilite  dans  le  raisonnement ,  considerons  ce  qui 
a  lieu  sur  une  sphere  ayant  son  centre  au  sommet  du  c6ne.  Une 
nappe  du  cone  coupe  la  sphere  suivant  une  courbe  appelee  ellipse 
ou  conique  spheriquc ;  les  deux  plans  cycliques  la  coupent  suivant 
denx  grands  cercles  LAL',  LBL'  [fig.  i83)  qu'on  appetie  les  arcs 
cfcliques  de  la  conique;  et  deux  plans  tangents  au  cone,  suivant 
deox  arcs  de  grands  cercles  ab ,  a'b'y  tangents  k  la  conique.  II  faut 
prouver  que  la  somme  des  deux  angles  hab^hba  est  egale  k  celle 
des  deux  angles  La' 6',  L  b'a'. 

Supposons  les  deux  arcs  ab ,  a'  b'  infiniment  voisins;  leur  point 
d'intersection  /  sera  le  point  oii  Tun  d'eux,  a'b'  parexemple, 
touche  la  conique ,  et  par  consequent  ce  sera  le  point  milieu  de 
cet  arc  (801). 

Cela  pose,  que  Ton  m^ne  de  a'  en  P,  sur  ab ,  un  arc  a'P  egal  k 
un  quadrant^  et  que  du  point  a'  on  abaisse  Tare  a' a  perpendicu-^ 
laire  sur  a^.  Le  triangle  infiniment  petit  a  a  a',  rectangle  en  a ,  pent 
4tre  considere  comme  un  triangle  rectiligne ;  par  consequent ,  son 
angle  en  a  est  le  complement  de  Tangle  en  a',  ou  aa'  ol.  Mais  celui-ci 
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est  le  complement  de  l^angle  La'P,  paroe  que  Tangle  Pa' a  est 
droit.  Done  Tangle  en  a  est  egal  a  Tangle  La' P.  Done  la  difference 
des  deux  angles  ha  b'  et  Lab  est  Tangle  Pa'i.  Or  on  a,  dans  le 
triangle  Pci'/  dont  le  cote  //P  est  egal  k  un  quadrant, 

tang  P  rt' I  =  —  tang  a' i  P  ..cos  a' / ; 

ou,  en  remplacant Tangle  a'/ P  parson  supplement  a'/Vr, 

tang  {Ln' b'  —  Lab)  =  izngaia' .  cos fl'i. 

Prenant  de  meme  Tare  6'P'  egaU  un  quadrant,  on  aura 

langP'^'/  =  tang(L^a  —  L^'c')  =  tang^/6'.  cos  A'l. 

Mais  nous  avons  dit  que  a'  i  =  b'i;  done  les  seconds  memhres  de 
ces  deu\  egalites  sont  egaux;  et  par  conse<]uent  on  a 

[La'  b'  —  hab)  —  {Lba  —  L^'«'), 

ou 

L«^-f-L6rt=  La'b'  +  hb'a\ 

c.  Q.  r.  p- 

Autrement,  Les  quatre  aretes  Sa,  Sa',  S6,  S6',  suivant  le»- 
quelles  les  deux  plans  tangents  au  cone  coupent  les  deux  plans 
cycliques ,  sont  sur  un  cone  de  revolution  dont  Taxe  est  per- 
pendiculaire  au  plan  des  deux  aretes  de  contact  (805).  Ces  quatre 
a^'ctes  rencontrent  done  la  sphere  sur  laquelle  nous  avons  consi- 
dere  Tellipse  spherique,  en  huit  points  qui  sont,  quatre  a  quatre, 
sur  deux  petits  cercles  parallcles  Tare  de  grand  cercle  compris 
dans  le  plan  des  deux  aretes  de  contact. 

Soient,  sur  la  sphere  [fig,  184)9  et  a  b'  les  deux  arcs  tan- 
gents ^  la  conique ,  compris  entrc  les  deux  arcs  cycliques  LA,  LB ; 
ce  seront  les  deux  points  a  et  b'  et  les  deux  a!  et  €  opposes  dia- 
metralement  aux  deux /7'  et^,  qui  seront,  tons  quatre,  sur  un 
petit  cercle. 

Considerons  le  quadrilatcre  a^b'af  inscrit  dans  le  petit  cercle. 
La  difference  de  ses  deux  angles  hex! b'  et  hb'a!  adjacents  au  cote 
a! b'  est  egale  a  celle  des  <leux  angles  L6rt  et  Lrt€  adjacents  au 
rote  oppose  06. 

En  effet,  les  deux  angles  ma.'  b'  et  mb'  %  sont  egaux,  et  par 
consequent ,  on  a 

La'6'— L^'a'zz:  La'w  — L^'w. 
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Et  pareilleinenC 

La  ft  —  h^a  ~  Lan  —  L6/1. 

Mais 

L6/1  4- L6'/«  =  180°    et    Lfl/i-hLa'//j  =  180". 
Donr,  en  ajoutant  les  deux  equations  membre  a  menibre,  on  a 
Lx'lf'  —  Lb'  ot'  -h        —  L^a  =  o, 

ou 

Ce  qu*il  fallait  prouver. 

Maintenant  rempla^ons  dans  cette  equation  les  angles  en  a'  ct  ^ 
par  les  angles  en  a'  ct  ^,  qui  leur  sont  egaux,  respectivement, 
et  les  angles  en  a  et  6'  par  leurs  supplements,  il  vienl 

La'b'  —  180°      L^r'fl' =  Lba  —  180°-^  L^?^, 

ou 

Lab Lba      La'// 4- L 

G.  Q.   F.  O. 

Autrernent,  Par  un  point  //i  de  la  surface  du  c6ne,  incnons 
ies  plans  des  deux  sections  circulaires,  lesquels  se  coupent  suivant 
une  droite  passant  par  ce  point  et  rencontrant  le  c6ne  en  un  se- 
cond point  m'.  La  droite  mm'  est  la  corde  commune  aux  deux 
scK^lions  circulaires  comprises  dans  les  deux  plans.  Soit  i  le  milieu 
de  cette  corde;  le  plan  P  mene  par  ce  point,  perpendiculairement 
a  la  corde,  passe  par  les  centres  des  deux  sections  circulaires,  et 
coupe  leurs  plans  suivant  deux  diametres  de  ces  cercles,  ab  et 
a' b'  {Jig.  i85).  Les  perpendiculaires  aux  deux  plans,  menees 
par  les  centres  des  deux  cercles  ,  sont  dans  le  plan  P  et  se  coupent 
en  un  point  O  qui  est  le  centre  d*unc  sphere  passant  par  les  deux 
cercles.  I^a  trace  de  cette  sphere  sur  le  plan  P  est  un  ccrcle  dont  ab 
et  a'  b'  sont  des  cordes.  Le  plan  tangent  au  cone ,  mene  par  le  point 
//#  9  contient  les  tangentesaux  deux  cercles  en  ce  point ,  et  par  con- 
sequent est  tangent  a  la  sphere.  II  s'ensuit  que  la  droite  O//1 ,  rayon 
de  la  sphere ,  est  perpendiculaire  k  ce  plan.  Done  les  angles  que 
ce  plan  fait  nvec  les  plaQS  des  sections  circulaires  sont  egaux 
aux  angles  que  la  droite  Om  fait  avec  les  <leux  droites  Q/i,  0«' 
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perpendiculaires  anx  deux  cordes  ab  ya'b'.  Ges  angles  sont  cgaux 
aux  deux  A  O  « ,  a'On\  Mais 

^Oti  =  |arc  Wa,    et    a'O/i' =  |  arc  a'a^' , 

et  Ton  a 

I  arc  bb*  a Arc.  a' ay  =  SLng\e  bu'S  -t-  anglea'AS  =  i8o<*— S. 
Done,  etc.  (*) 

806.  Remarque.  —  Puisque  la  somrae  des  deux  angles  hab^ 
hba  [fig,  1 83)  que  chaque  arc  tangent  k  TelHpse  sphcrique  fait 
avec  les  deux  arcs  cycliques  est  constante,  I'airedu  triangle  hsh 
est  aussi  constante. 

Et  reciproquement :  Si  un  arc  de  grand  cercic  mobile  fait  avec 
deux  arcs  fixes  un  triangle  constamment  de  mente  surface,  cet 
arc  enveloppe  one  ellipse  spherique  dont  les  deux  arcs  fixes  sont  les 
arcs  cf  cliques, 

III.  Propriel^ft  de  deux  c^nes  homocycliqucs. 

807.  CoBsiderons  deux  cercles  C,  C  (fig,  i86)  quine  se  cou- 
pent  pas;  et  soient  « ,  y  les  deux  points  dont  cbacun  a  la  mdnse 
polaire  dans  les  deux  cercles.  Que  sur  le  segment  efy  comme 
diam^tre ,  on  decri ve  le  cercle  2  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure ,  et  que  Ton  prenne  un  point  S  sur  ce  cercle ;  les 
deux  c6nes  qui  auront  pour  bases  les  deux  cereles  C,  C%  et 
pour  soromet  commun  le  point  S »  auront  les  memes  plans  cycli- 
ques (799).  Nous  les  appellerons  cdnes  homocycliqucs, 

{*)  Ceite  demonstration  fort  simple  est  cmpruntee  dcs  Notes  que 
M.  Graves,  proresseur  h.  I'Universiu^  de  Dublin,  a  jointes  h.  la  tradactiou 
de  noA  Hdmoires  sw  Us  cones  du  second  degri  el  les  coni^ues  tpheri^ucs, 
qui  foot  parlie  du  tome  VI  des  Bldmoires  de  V Academic  royalc  de  Bruxelles 
(aon^e  i8a9).  Outre  do  nombreuses  et  iiileressantes  Notes  et  Additious  , 
le  savant  goomdtre  a  joint  encore  h  cetto  traduction  uo  Appendico  spteial 
qui  coBtiont  une  g6nm<^trie  analytique  dcs  coniques  spheriqurs  ,  odt  se  trou- 
Tent)  notamment,  les  cercles  osculateurs  et  les  formulas  de  reelification  et 
de  quadrature  de  ces  courbes.  ( Two  geometrical  Memoirs  on  the  gentral pro^ 
perties  of  cones  of  the  second  degree  and  on  the  spherical  conies,  by  M.  Chasies. 
Translated  from  the  french,  with  Notes  and  Additions,  and  an  Appendix  on  the 
application  of  analysis  to  spherical  geometry,  by  the  rev.  Charles  Graves ,  A. 
M.,  M.  R.  1.  A.  of  Trinity  coMotrc,  Dublin.  Dublin.  1841,  in-S©  ) 
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908.  Quand  deux  cdnes  de  meme  sommet  ont  les  mStnes  plans 
cf  cliques ,  s(  un  plan  iransvfrsal  mene  par  leur  sommet  les  coupe 
suipant  quatre  arStes  y  les  deux  aretes  de  Tun  font  ^  respecti^ement ^ 
aoec  les  deux  aretes  de  V autre ,  deu  c  angles  eganx. 

En  d*autres  temies ,  Tangle  forme  par  les  deiix  aretes  de  Tun 
des  c6nes  a  la  meroe  bissectrice  que  Tangle  forme  par  les  deux 
aretes  de  Tautre  c6ne. 

En  efFet,  soient  CMes  cercles  qui  forment  les  bases  des  deux 
cones  sur  un  plan  parallele  k  Tun  de  leurs  plans  cydiques ,  et  aa'y 
bb*  les  cordes  interceptees  par  ces  cercles  sur  la  droite  d*intersec- 
tion  de  ce  plan  par  le  plan  coupant.  Cette  droite  rencontre  le 
cercle  imaginaire  er  {  795 )  en  deux  points  r,  c'  (imaginaires);  et  les 
trois  couples  de  points  a^  a'\  by  b'  et  c^c^  sont  en  involution, 
puisque  les  trois  cercles  ont  le  meme  axe  radical  (793).  Les 
denx  points  doubles  de  Tinvohuion  c  et  a>  sont  conjugues  harmo- 
niqnes  par  rapport  aux  deux  c  et  r  ,  et,  par  consequent,  sont  vus 
du  point  S  sous  un  angle  droit  (786).  Il  s*ensuit  que  les  deux 
droites  St,  S7,  qui  divisent  harmoniquement  les  deux  angles 
aSa'j  bS  b'y  sont  les  bisseclrices  de  ces  angles  et  de  leurs  supple- 
ments (80).  Par  consequent,  Tangle  des  deux  aretes  Sa^  Sb  est 
egal  ^  celui  des  deux  aretes  Sa',  S6'.  c.  q.  f.  d. 

CoAOLLAiRE.  —  Si  le  plan  coupant  est  tangent  a  Tun  des  c6aes , 
Ic  theoreme  prend  cet  enouce  : 

Quand  deux  cdnes  de  m^me  sommet  ont  les  mSmes  plans  cyclic 
ques ,  si  un  plan  tangent  a  Vun  coupe  Vautre  suipant  deux  aretes , 
V arete  de  contact  du  premier  cSne  est  la  bissectrice  de  V angle 
/onnS  par  ces  deux  aretes ,  ou  la  bissectrice  du  supplement  de  cet 
angle. 

809.  Les  points  de  contact  d'une  tangente  commune  aux  deux 
cercles  C,  C  sont  conjugues  par  rapport  au  cercle  a  (745 ,  coro//.), 
et ,  par  consequent ,  sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit  (786). 
Done, 

Quand  un  plan  est  tangent  h  deux  cdnes  homocy cliques  ^  les 
deux  aretes  de  contact  sont  rectangulaires, 

810.  Supposons  quVne  transversale  coupe  deux  cercles  C,  C 
[Jig,  177)  en  deux  couples  de  points  a^btX  a\  b\  lels,  que  les 
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^deux  a ,  a'  soient  vus  du  point  S  (807)  sous  un  angle  droit :  I'les 
deux  points  b  et  seronl  aiibsi  sous  un  angle  droit;  et  2**  les 
tangentes  au  premier  cercle  cn  a  et  ^  rencontreroot  les  tangentes 
an  deuxieme  cercle  menees  par  les  deux  points  a\  b\  en  quatre 
points  qui  seront  sur  un  cercle  cx)nstamment  le  meme^  quelle  que 
soit  la  transversale ;  et  cc  cercle  passera  par  les  points  d'intersec- 
tion,  reels  ou  imaginaires ,  des  deux  cercles  C,  C 

La  demonstration  est  absolument  la  nieme  que  pour  le  theo- 
rerae  (762). 

Cette  proposition  expriine  la  propriete  suivante  dc  deux  cones 
homocycKques  : 

Quand  deux  cdncs  de  mSme  sontmct  ont  les  monies  plans  cyclic 
q^ues ,  si  ron  prend  sur  leurs  surfaces  deux  ar^es  rectangulaires , 

1^.  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupera  les  cdnes  suimnt  deux 
autres  aretes  qui  seront  aussi  rcctangulaires  ; 

2".  Les  plans  tangents  au  premier  c6ne  menvs  par  ses  deiLx 
aretes,  rencontreront  les  plans  tangents  au  second,  menes par  les. 
deux  aretes  de  cclui-ci ,  suivant  quatre  droites  qui  appartiendront 
a  un  troisieme  cdne  homocj  clique  aux  deux  premiers ,  qui  sera  tou- 
Jours  le  m^me,  quelles  que  soient  les  deux  aretes  rectnngulaires 
prises  sur  ces  deux-la, 

811.  Considerons  trois  c6nes  homocycliques  ayant  pour  bases 
les  trois  cercles  C,  C,  G"  [fig-  187),  et  un  plan  transversal  mene 
par  leur  soinmet  commun;  soient  S/i,  Sa'  les  aretes  d^intersee- 
tion  du  premier  cone  par  ce  plan ,  et  Sm ,  S  /i  deux  des  aretes  d'in- 
tersection  des  deux  autres  cdnes,  respectivement ;  on  adra  Te* 
quation 

sin  /7/Sa .  sin  //iS«' 

•  ^  '  5^  =  constante, 

sm  nSa  ,  sin  n  Sa' 

quel  que  soit  le  plan  transversal. 

En  effet,  concevons  k  cercle  imaginaire  (t  qui  a  pour  centre  la 
projection  du  point  S,  et  pour  carrc  de  son  rayon,  le  rectangle 
96 .  o-yi  Ge  cercle  a  le  meme  axe  radical  avec  les  trois  G,  Cf^ 
G"  (785):  par  consequent,  w,  /*'  «?lant  ses  points  d'iptersection 
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par  la  droite  aa'y  on  a 

ma  .  ma' 

 ;  =  constante, 

mu  •  mu' 

quelle  que  soit  )a  iransversale  aa',  le  point  m  apparteiiant  toujoursi 
au  inemc  cercle  C  (744). 

Or,   ^ 

mu  .  mu'  =  mS  (785). 

Done, 

ma  .  ma' 
„a —  =r  constante, 

mS 

ou 

sin  mSa  ,  sin  mSa' 
sin  a  .  sin  a' 

On  a ,  de  mcine , 

sin /^S^i.sin/zStf' 
sin  a  .  sin  /i' 

DODCy 

sin  mSa  .  sin  /TiSr/ 


:  constante. 


=  constante. 


.  constante. 
sinnSa  .  sin  /zSa 

c.  Q.  r.  D. 

Cette  proposition  peut  s'cnoncer  ainsi  : 

Quand  trois  cdncs  sont  homocycliqurs  y  si  Von  mene  par  Icur 
sommet  commun  un  plan  transversal  qui  les  coupe  chacun  suivant 
deux  aretes f  Ic  produitdes  sinus  des  angles  que  les  aretes  du  premier 
c6ne  font  avec  une  ar^te  du  second  ^  est  au  produit  des  sinus  dcs 
angles  que  les  mefnes  aretes  du  premier  cdne  font  avcc  une  arete 
du,  troisiemey  dans  une  raison  constante  y  quel  que  soit  le  plan 
coupant. 

Observation.  — Ce  theoreme  general  donne  lieu  ^  phisieurs  co- 
roHaires  differents ,  a  raison  des  diverses  positions  que  peut  prendre 
le  plan  transversal.  On  en  conclut  notamment  Texpression  de  la 
constante.  Mais  nous  n'entrerons  pas  ici  dans  ces  details ,  et  nous 
enoncerons  seulement  le  corollaire  suivant  dont  nous  aurons  a 
faire  immediatemenl  Tapplication : 

GoROLLAiBE.  —  Si  le  plan  coupant  est  tangent  au  pi-emier  cm^x 
\\  s  ensuit  tpie  : 
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Quoad  trois  cdnes  6ant  homocycliques ,  si  stir  I'un  on  fait  rouier 
un  plan  tangent  y  ie  rapport  des  sinus  des  deux  angles  que  I'arAe 
de  contact  fait,  I'un,  avec  Vune  des  aretes  d' intersection  du 
deuxieme  cdne,  et  Vautre,  avec  I'une  des  aretes  d*intersection  du 
troisieme  cSne ,  rcste  constant, 

Remarque,  —  L'uD  des  cdnes  peut  ^tre  d*ouverture  infiniinent 
petite  et  se  reduire,  k  la  liinite,  a  l*axe  Se  ou  S/*;  de  mime  qu'un 
des  cercles,  sur  le  plan,  peut  etre  infiniment  petit,  et  devenir 
Tun  des  points  CyfLe  tlieoreme  s'applique  done  k  un  plan  trans- 
versal tournant  autour  de  Taxe  Stf  et  rencontrant  deux  cones 
suivant  deux  aretes.  rapport  des  sinus  des  angles  que  ces  dctuc 
aretes  font  avec  Vaxe  S  e  reste  constant, 

012.  Quand  deux  cdnes  ont  les  monies  plans  cycliques ,  deux 
plans  tangents  a  Vun  coupent  I* autre  suivant  quatre  urates  situees 
sur  un  c6ne  de  revolution  dont  Vaxe  est  perpendiculaire  au  plan 
des  deux  aretes  de  contact  sur  le  premier  cSne. 

Soient  aby  a' b' {Jig.  188)  ies  traces  des  deux  plans  tangents, 
o  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  etc,  c^  leurs  points 
de  contact  avec  le  cercle  C  On  a ,  d'apres  le  corollaire  qui  pre- 
cede, 

sincSo       sine' So 

sin  cSb  sine's^' 

Le  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droitesSo,  Sb 

1.    ,    «  .    sincSo        .    ,  1  • 

font  avec  l  arele  Sc,  savoir  — ^1  est  egal  au  rapport  des  sinus 

sin  Co  o 

des  angles  que  les  deux  mdmes  droites  font  avec  un  plan  quel- 

conque  P  mene  par  cette  ar^te.  Car  celui-ci  est  egal  au  rapport  des 

perpendiculaires  abaiss^s  des  points  o  et  6  sur  le  plan ,  divise 

So   „  ,  sinrSo      ,    ,  j  j- 

par  ^»  Et  le  rapport  -.^^^^  est  egal  au  rapport  des  perpendicu- 

laires  abaiss^s  des  points  o,  b  sur  la  droite  Sc,  divise  de  mdme 
So 

par       Mais  ie  rapport  de  ces  deux  perpendiculaires  est  egal  au 

rapport  des  deux  premieres.  Done,  etc. 
Lc  plan  P  mene  par  Tardte  Sc  est  quelconque :  prenant  pour  ce 
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plan  celui  des  deux  aretes  Sr,  Sc' ,  nous  dirons  que         ^  est 

egal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droUes  So, 
font  avec  le  plan  cSe'. 

Pareillement,  rapport  des  sinus  des  angles 

que  les  droites  So,  S^'  font  avec  le  meme  plan  cSt/,  Done  les 
angles  que  les  deux  droites  S^,  S^'  font  avec  ce  plan  sont  cgaux. 
Mais  ce  qui  est  demontre  pour  le  point  s'entend  du  point  a' ;  et 
ce  qui  est  demontre  pour  le  point  b  a  Fegard  des  deux  a\  y  s*en- 
tend  du  point  a.  Done  les  quatre  aretes  Sa ,  Sa%  Sb,Sb'  font  des 
angles  egaux  avec  le  plan  cSc',  et  par  consequent  aussi  avec  une 
perpendiculaire  k  ce  plan.  Done  ces  droites  sont  les  aretes  d*un 
cdne  de  revolution  autour  de  cette  perpendiculaire.  Done ,  etc. 

815.  Quand  deux  eliipscs  spherifjues j  dont  tune  envcloppe 
r autre ^  ont  les  memes  arcs  cy cliques^  le  segment  qu*un  arc  de 
grand  cercle  tangent  a  la  conique  interne  forme  dans  la  coniquc 
externe  a  toujours  la  m^me  surface, 

U  suffit  de  demontrer  le  thcor^mc  pour  deux  arcs  tangents 
infiniment  voisins.  Soient/?^ ,  a' A'  ces  deux  arcs  ( fig.  i8g).  Qu'on 
mene  les  arcs  de  grands  cercles  a' a^  bb*  qui  se  renconlrent  en  S. 
La  somme  des  angles  Sa6 ,  S^a  est  egale  k  celle  des  angles  Sa'b'y 
S^'«'(80I5,  2*  demonstration).  Par  consequent ,  les  deux  trian- 
gles Sab  ySa'b'  ont  m6me  surface ;  et,  par  suite,  les  deux  sectcurs 
aia'  et  bib'  ont  aussi  meme  surface.  Done ,  en  ajoutant  h  ces  deux 
secteurs  la  surface  coroprise  entre  Tare  de  conique  ab'  et  les  deux 
arcs  de  grands  cercles  ia ,  ib\  on  en  conclut  que  les  deux  seg- 
ments sous-tend  us  dans  I'ellipse  externe  par  les  deux  arcs  ab ,  a[b' 
ont  la  meme  surface.  c.  q.  f.  d. 

Autreme/tt.  L'arc  a'  b'  rencontre  Fare  ab  au  point  i  01^  celai-K^i 
touche  la  conique  enveloppe,  et  ce  point  est  le  milieu  de  Tore 
a^(80l);  il  sVnsuit  que  les  deux  triangles  aai^  b^i^  que  Voix 
forme  en  decrivant  du  point  /,  comme  centre  spherique,  les  deux 
arcs  aoL,  66,  sont  egaux.  Par  consequent,  les  deux  secteurs  infi- 
niment petits  aiV,  bib\  qui  ne  different,  respectivement,  des  deux 
triangles  que  de  quantites  infiniment  petites  du  second  ordre ,  ne. 
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difTerent  aiissi  cntre  eux  que  d^une  quantite  infiniment  petife  do 
cet  ordre.  Done  les  deux  segments  sous-tendus  par  les  deux  arcs 
ab  y  a'h\  dont  la  difference  est  egale  h  celle  des  deux  secteurs,  dif- 
ferent tout  au  plus  d^me  quantite  infiniment  petite  du  second 
ordre ,  et ,  par  consequent ,  pcuvent  ^tre  consideres  comme  egaux. 
Done ,  etc. 

IV.  PropricU'ft  des  lignos  focalrs  d^uii  c^ne. 

814.  Nous  avons  vu  qu'etantdonnes  un  cercle  reel  C  et  un  cerde 
iraaginaire  a  {fig,  190) ,  il  existe  deux  points  F,  F'tels,  que  deux 
droites  conjuguees  par  rapport  au  cercle  reel ,  menees  par  i'lin  de 
ces  points,  sont  conjuguees  par  rapport  au  cercle  imaginaire  (790). 
Ces  deux  droites  seront  done  vues  du  point  S,  correspondant  au 
point  7 ,  sous  un  angle  droit  (786).  On  en  conclut  que  : 

Dans  un  cdnc  a  base  circulaire,  il  existe  toujours  deux  droites  , 
passant  par  le  sommet  du  cdne  et  comprises  dans  son  interieur, 
ielies,  que  deux  plans  re^^tangulaircs  mcnes  par  rune  de  ces  droites 
rencontrcnt  le  plan  du  cercle  qui  forme  la  ba^e  du  cdne,  suivant 
deux  droites  conjuguees  par  rapport  a  ce  cercle. 

On  appelle  ces  deux  droites  les  lignes  focales  du  cone. 

L*une  des  deux  droites  conjuguees  par  rapport  au  cercle  le 
rencontre  en  deux  points,  et  les  tangentes  en  ces  points  sc  ecu- 
pent  sur  la  seconde  droite  ( 087).  Ces  deux  tangentes  sont  les  traces 
de  deux  plans  tangents  au  c6ne.  D^apres  cela  ,  nous  pouvons  dire 
que  : 

Les  deux  ligncs  f oca  Irs  d'un  cdne  sont  deux  droites  telle  s ,  que , 
si  par  I'une  on  mene  deux  plans  rectangulaires  quelconques ,  les 
plans  tangents  au  cdne  suivant  les  deux  aretes  situees  dans  I'un  de 
ces  plans  se  couperont  sur  Vautre  plan, 

8ltf.  Considerons  deuxgtangentes  fixes  PA,  PA'  et  une  tangente 
mobile  aa',  Les  rayons  menes  du  point  F  aux  deux  points  a  ,  a' 
forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  au  cercle,  issues  du  point  F  (66i ).  Deux  droites 
conjuguees  menees  par  le  point  F  formeront  aussi  deux  faisceaux 
homographiques  dont  les  rayons  doubles  seront  les  m^mes  tan- 
gentes (690).  Or  ces  deux  droites  conjuguees  seront  vuesdu  point 
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Sy  sousuD  angle  droit  (786).  Done,  si  Ton  a  deux  autres  fais- 
ceaux  homographiques  dont  les  rayons  doubles  soient  les  memes, 
I'angle  de  deux  rayons  homologues^  vu  du  point  S,  paraitra  tou- 
jours  de  mdnie  grandeur  (^72).  On  a  done  ce  theor^me : 

Etant  menSs  deux  plans  fixes  tangents  a  an  cdne,  si  an  tmi- 
sieme  plan  tangent  roule  sur  le  cdne,  ce  plan  coupe  les  deux  plans 
fixes  suwant  deux  droites  telles,  que  les  plans  mcnes  par  une  ligne 
focale  et  ces  deux  droites  forment  entre  eux  un  angle  de  grandeur 
constante, 

816.  Les  sinus  des  angles  que  les  deux  lignes  focalcs  d*un  cSne 
font  avec  chaque plan  tangent  ont  leur  produit  constants 

La  trace  d'un  plan  tangent  au  cone  est  une  taugente  au  cercle  G 
(fig.  191);  le  produit  des  distances  de  cette  tangente  aux  deux 
points  F,  est  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  tangentes  pa- 
raileles  inenees  au  cercle  a,  dans  une  raison  constante,  quelle 
que  soil  la  direction  commune  de  ces  tangentes  (757).  Ce  produit 

est  egal  a         -h  S^'  r=  irSV^  )• 
Ainsi  Ton  a 

Fu  .  F'ct' 

— — - —  =  constante. 

TlS 

Designons  par  F/?,  ¥' p^  les  perpendiculaires  abaissees  des 
points  F,  F'  sur  le  plan  mene  par  le  point  S  et  la  tangente,  ct  soit  i 
Tinclinaison  de  re  plan  sur  le  plan  dc  la  figure;  on  a 

F/7  =  Fcr .  sin  / ,    ¥' p'  =  F' .  sin  1 , 
F/?.Fy  =  Fw  .  F'cr'.sin'i. 

Mais  sin  /  =  ^«  Done 

Yp,rp'  =  l^_^  ,s'^\ 

Sit 

Done ,  a  cause  de  la  relation  prccedenle ,  le  produit  Vp,¥^p^  est 
constant.  c.  q.  f.  d. 

817.  Etant  menes  deux  plans  tangents  a  un  cSne,  si  par  leur 
droite  d'interscction  on  mine  deux  planf  passant  paries  deux  lignei 
focalcs y  V angle  diedrc  forme  par  ces  deux  plans,  et  P angle  ties 
deux  plans  tangents ,  ont  le  mime  plan  hissecteur. 
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En  d'autres  termes ,  les  deux  plans  tangents  foot ,  respective- 
ment,  ^vec  les  deuK  plans  menes  par  les  lignes  focales,  des  angles 
cgaux. 

En  effet,  si  par  un  point  P  [fig  190)  on  mene  des  tangentes 
au  cerde  C  et  an  cercle  imaginaire  o*,  et  deux  droites  aux  points 
Fy  qui  representent  les  somoiets  opposes  du  quadrihtere  cir- 
conscrit  aux  deux  cercles ,  ces  six  droites  s^mt  en  involution  (756). 
Par  consequent,  les  plans  menes  par  ces  droites  et  le  sommet  da 
c6ne  forment  trois  angles  diedres  en  involution.  11  existe  done 
deux  plans  conjugqes  harmoniques  par  rapport  aux  deux  faces  de 
chacun  de  ces  trois  angles  diedres  ( 244 ) .  Or,  les  traces  de  ces  deox 
plans  sur  le  plan  de  la  figure  etant  deux  droites  conjuguees  par 
rapport  au  cercle  <r,  ces  plans  sont  rectanguiaires  (786).  Done  ce 
sont  les  plans  bissecteurs  des  angles  di^res  formes,  Tun  par  les 
deux  plans  tangents  au  cone ,  et  Fautre  par  les  deux  plans  passant 
par  les  lignes  fucales.  c.  q.  v.  d. 

Corolla  IRE.  —  Si  la  droite  par  laquelle  sont  menes  les  plans 
tangents  s'approche  indefiniment  dc  la  surface  du  cone,  on  en 
conclut  que  : 

Les  plans  menes  par  une  arete  d'un  c6ne  et  les  deux  lignes  fo^ 
cales  sont  egalenient  inclines  sur  le  plan  tangent  au  c6ne  mene  par 
cette  ar^te, 

818.  Que  par  le  point  F  [fig,  192)  on  mene  deux  eordes  aa'^  bb\ 
et  a  leurs  cxtremites  les  tangentes  au  cercle ,  lesquellcs  forment  le 
quadrilatcre  circonscrit  cdc' d'.  Les  deux  dingonales  cc'y  tld'  passent 
par  le  point  F,  intersection  des  deux  cordes  aa\  bb'  (692),  et  sont 
deux  droites  conjuguees  par  rapport  au  cercle  C  (694,  Rem.), 
et  par  consequent  par  rapport  au  cercle  imaginaire  0-  (814).  Done 
ces  deux  droites,  vuesdn  point  S,  paraissent  rectanguiaires  (786). 
Mais  elles  sont  conjuguees  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
cordes  F«,  F^;  car  les  deux  cordes  ^7 6',  a' b  se  croisent  sur  la 
diagonale  rc',  en  un  point  h  qui  est  le  pole  de  I'autre  diago- 
nal dd^  (677),  de  sorte  que  ce  point  /t  et  le  point  1 ,  oili  la  corde  a'b 
rencontre  la  diagonale  dd\  sont  conjugues  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a^  et  b ;  et  par  consequent  les  deux  droites  FA, 
Frf'  sont  conjuguees  harmoniques  par  rapport  aux  deux  Fb,Fa\ 
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On  a  done  ce  theor^me  : 

Si  par  une  iigne  focale  d'un  cdne  a  base  circulaire  on  mene  deux 
plans  passant  par  deux  artftes  du  cdne ,  ct  un  troisieme  plan  pas- 
sant par  la  droite  d* intersection  des plans  tangents  au  cSne^mivant 
les  deux  arStes ,  celui-ci  sera  bissecteur  de  V angle  diedre  form^  par 
les  deux  premiers 

B19.  itant  pris  detix  aretes  sur  un  c6ne,  si  parcbacune  d'eileg 
on  mene  deux  plans  passant  par  les  deux  lignes  focaleSy  les  quatre 
plans  seront  tangents  a  un  c6ne  de  rtholution  dont  I'axe  sera  Im 
droite  d' intersection  des  plans  tangents  au  c6ne  saivant  les  deux 
arites. 

En  effet,  soienl  Ya^T'a  elYby  Y'b[fig  192)  les  traces  des 
quatre  plans  sur  la  base  du  c6ne ;  /rc ,  6c  les  traces  des  deux  plans 
tangents.  Le  plan  SFc  est  bissecteur  de  Tangle  des  deux  plans  SFa, 
SF6  (B18);  done  la  droite  Sc  est  egalement  inclinee  sur  ces  deux 
plans.  Par  une  raison  semblabie,  elle  est  egalement  incHnee  sur 
les  deux  plans  SF'i7,  SF'6.  Mais  cette  droite,  etant  situee  dans  le 
plan  tangent  Sac^  est  egalement  inclinee  sur  les  deux  plans  SFa, 
a  (817,  coroll,);  done  enfin,  elle  est  egalement  inclinee  sur  les 
quatre  plans  S¥a  ,SFbySF'a  ySF' b.  Done  elle  est  Taxe  d'un  cone 
de  revolution  tangent  a  ces  quatre  plans.  Done,  etc. 

La  somme  des  angles  que  chatjue  arite  d'un  c6ne  a  base 
circulaire  fait  avec  les  deux  lignes  focales  est  constante, 
Cest-i  dire  que  Ton  a  (fig.  192) 

FSa-hF'Srt  =  FS6  -f-FS*. 

£n  efTet,  nous  venons  de  voir  que  les  quatre  plans  SFr/,  SFby 
SF'a,  SF'6  sont  tangents  k  un  c6ne  de  revolution.  Soient  Sa, 
Sa',  S  6'  les  quatre  aretes  de  contact ;  on  a 

FSa  =  FS6, 

ou 

FSfl  -f-  aSoL  =  FSA  —  bS^, 

£t  de  meme 

rSa  —  aSa'  =z  F'Sb  +  6S6'. 
Ajoutapt  membre  a  membre  ces  deux  equations  et  observanft 
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que 

tfSa  =  aSx'    et    is€  =  bS&, 

on  obtient  l*egalite  qu^il  s'agit  de  demontrer. 

Jutfement.  Considerons  une  conique  spherique  com  me  prece- 
demroent  (815);  soient  F,  F'  (^g.  igS)  sur  la  sphere  les  deux 
points  determines  par  les  deux  lignes  focales  du  cone ,  points  que 
Ton  appelle  les  foyers  de  la  conique.  II  s'agit  de  prouver  que  U 
sommedesdeux  arcs  Fa,  Y* a  est  constante.  Pourcela,  conside- 
rons le  point  a'  de  la  courbe  infiniment  voisin  dn  point  a ;  il  suffit 
de  prouver  Tegalite  k  Tegard  des  deux  points  a  et  a',  c*est-j^-dire 
que  Ton  a 

Fa^F'fl  =  Ffl'-hF'/i', 

ou 

Ya'  -Ffl  =r  F'a— F'<t'. 

Que  du  point  a  on  abaisse  les  arcs  aa ,  aaJ  perpendiculaires  sur 
les  arcs  Ya\  F'a',  on  aura 

aa'  =  Ffl'  — Fa    et    a'«' =  F'fl  —  F'fl'. 

11  faut  done  prouver  que  eta*  =  via'.  Or  les  deux  triangles  rec- 
tangles <iaa',  a  a!  a'  infiniment  petits  peuvent  etre  consideres 
comme  des  triangles  rectilignes ,  et  Ton  a 

a fl'  =  -ad  cos aa' a    et    a! a*  =  aa!  cos    a! a, 

Mais  les  angles  a  of  a  et  cl  a' a  sont  egaux  (817,  corolL),  Done 
aa' =  a  d .  Done,  etc. 

V.  C6nes  supplcmentaires. 

821.  Si  par  le  sommet  d'un  c6ne  a  base  circuiaire  on  mene  des 
normales  a  ses  plans  tangents y 

Ces  droitcs  forment  tin  second  c6ne  a  base  circuiaire,  doni 
les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  aux  aretes  du  premier; 

Et  2®.  Les  lignes  focales  et  ies  plans  cycliques  de  ce  c&ne  sont 
perpendiculaires,  respectivemcnt ,  aux  plans  cycliques  et  aux  lignes 
focales  du  premier, 

Les  plans  tangents  au  second  c6ne  sont  les  plans  normaux  aux 
aretes  du  premier ;  cela  est  evident ,  car  un  plan  Ungent  sera  le 
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plan  lie  denx  aretes  infmiinent  voisines.  Or  ces  aretes  sotit.les  nor- 
iiiales'a  tleiix  plans  tangents  an  premier  c6ne,  infiniment  voisins;' 
doiic  leiir  plan  est  perpendiculaire  a  la  droiW'd'intersection  de 
ces  deux  plans  tangents ,  Jaquelle  est  une  ar^te  du  premier  c6ne. 
Ce  qu'il  tallait  demontrer. 

,  Prouvons  maintenant  que*  le  nowreau  c6ne  a  un  -cercle  pour 
base  sur  un  plan  ])erpendicnlaire  5  Tune  des'lignes  focales  du 
prenaier.  .  " 

Gonceyons  deux  plans  fixes  tangents  au  c6ne  propose ;  un  troi- 
si^me  plan  tangent  les  coupe  suivant  deux  droites ;  et  les  plans 
mBHes  par  ces  droites  et  une  Ugne  focale  font  entre  eux  un  angle 
de  grandeur  constanle  (816).  II  s'ensuit,  en  considerant  dans  le 
second  cone  les 'droites  perpendiculaires  k'ces  plans,  que  si  autour 
de  deux  aretes  fixes* de  ce'cone  on  fait  tourner  deux  plans  qUi  se 
coupent •suivant  une  troisieme  arete,  les  traces  de  c^s  deux  plans 
sur  un'  plan  perpeiidiculaire .  ^  la  li^e  focale  feront  entre  elles  un 
angle  de  grandeur  constante.  Le  point  de  concours  de  ce&  deux- 
droites  decrit  done  uu  cercle.  Or  ce  point  decrit  la  courbe  qui 
forme  la  base  du  c6nr  sur  le  plan  ;  tlonc  cetle  base  est  un  cercle. 
Ce  qu'il  fallait  prouver. 

Enfin,  les  lignes  focales  du  nouveau  <^6jne  sont  les  perpendicu- 
laires  aux  plans  eycliques  dn  premier.  Cela  resuUe  de  ce  qui  vient 
d'etre  demontre,  en  vertu  de  la  reciprocite  de  construction  qui 
a  lieu  entre  les  deux  c6nes.  Car,  puisquele  second  est  h  base.cir- 
culaire,  le  premier  a  ses  plans  cycliques  perpendiculaires  aux 
lignes  focales  du  second.    '  '  ^       .  . 

Ainsi  le  theoreme  est  demontre  completeroent^ 

Les  deux  cones,  dont  chacun  a  ses  aretes  perpendiculaires 
9kux  plans  tangents  k  I'aulre ,  sont  dits  cSnes  suppUmcntaires^ 

Toutes  les  proprietes  d'un  c<)rTe  relatives'  aux  plans  cycliques 
et  aux  lignes  focales ,  donnent  lieu,  dans  le  c6ne  sup  piemen  taire , 
k  des  proprietes  relatives,  respectivenent,.aux  lignes  focales  et 
aux  plans  cycliques. 

De  sorte  que  toufes  les  proprietes  des  cones -a  base  circulaire 
sont  doubles :  ^  chaque  propriete  des  plans  cycliques  correspond 
une  propriete  des  lignes  focalA ;  et  reciproquement. 

37 
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Par  exehiple,  \e  theorenie  (84 'H)  donne  lieu  ay  ^iiivAnt ;. 
.  *  Quand'  deux  cSnes  ont  les  m^mes,  lignes  focales,  si  par  dtujc 
aretes  fie  I'un  on  tiienc  des  plans  tangents  aVautre^  ces  quatreplan^ 
sont  tangents  h  nn  cS'ne  de  fdvolution  dont  I -axe  est  la  d'roite  d' in- 
tersection des  plans  tangents  au  premier  c6ne,  menSs  par  se^  deux 
aretes,  .      •         '  ,       .      •  •  ■  •  . 

Et  si  Ton  conslcfci^  ce  qui  a  lieu  sur  la  sphere ,  pn  'dira  que  : 
Quahd  deujc  conirfues  spheriqu^s  sant  homofocales ,  si  de  deujc 
points  'de  i'une-  on  mene  quatrp  arcs  de  grands  cercles  tangents  h 
r autre,  ces  quatre' arcs,  sont  tangents  a  un^  petit  cercle  dont  ie 
centre  spheri^ue  est  fi'l'tntersectfon  des  arcs  taAgents  a  la  pre- 
rnicre  conique  en  ses  deux  points  {*).        '  . 

845.  On  cpndut  pamllement  jdu  theoreme  (811)  ceiui-ci  : 
Quand  trois  coniques  sph^riq^ues  'Sont  hojnofocales ,  si  d'un 
poiht  qnelconque  deJa  sphere  on  mene  deux  arcs  de  grands  cer.- 
cles  A ,  A',  tangent^  eiTane ,  et  deux  arcs  M    N  tangents  aux  deux 
nutresy  un  a.une,  respcctivement ,  on  a  la  relation  '  ' 

sin(M,  A).sin(M,  A')  .    '   '  .*  • 

y-jtj — I — ^ — I — :  —  const. 

siii(N,  Aj  sin(N,  A')  • 

'  Si  le  point  d'ou  partem  les  quatre  arcs  tangenls'A ,  A',  M  et  N 
est  pris  sur  la  circonf^ence  du  grand  cercle  flui  a  pour  centre 
spherique  le  centre  des '  coniqties ,  et  quon  appelle  O  Fare  de 
grand  cercle  mene  de  ce  point  k  ce  centre,  lequel  est  bissecteur  de 
Tangle  ( A ,  A' ) ,  liquation  prend  1»  forme 

3in'(M,  Q)  — sin^(ATO)  _  .  .  ' 

sin'  ( N ,  O )  —  sin?  (  A  ^  0 )  ^'^^'^ 

Les  quatre  arcs  A,  A',  M,  N  peuvent  toucher  les  coniques- en 
lenrs  sommets  situes  sur  un  raeme  arc  diametral  principal ;  alors 
oh  substituera  aux-  angles  (A,.0),  (M,  O)  et  (N,  O)  les  demi- 
es j  Ce  iheordnie  ueu8.«era  utile  pour  demorilrcr  uno  belie  propriete  d«« 
conlquci)  homofocales,  ftavoir,*que:  In  portion  de  poljgone  spkeriqite  de  n 
cSt^s,  circonscrite  a  un  nrc  de  con{ffue,  (fui  est  de  pSrim^tre  rMnimum,  a  ses 
tommets  sur  une  conique  ho  /  qfocale. 

A  ce^te  question' de  perun^tre  eg  correspond  une  d'aire,  duns  le^  coniques 
homoeyciiqurs.  (  N'oir  Comptesj  eridus  des  senncrs  tie  VAcadenuc  des  S^itnces , 
toniB  XVII ,  page  839;  oclobre  iS\3») 
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ar($  principaux  des  -coniques et -en  appelaht'ces  arcs  a,  pi  et 
op  aura  telle  expression  de  la  constante , 

•  siB'f*  —  sin' a 
sin'v  —  sin'a  • 

de  sorte  que  Tequation  qui  exprime  le  theoreme  general  est 

sin(M,  A).sin (M,  A' I _  sin' ft  —  sin' a 

.  sin(N ,.A-):sin (N ,  A')'      sin'v  — .sin'a 

•  '-■*'  .    •  .  • 
CoKOLLAuk.  —  Si  les  deux  coniques  auxquelles  sont  tangents 

•les  arcs  M*,  N*  secoupenl ,  et  que  ces  arcs  sbient  menes'par  Pun  de 

leurs  points  d^intersection ,  ils  seront  les  arcs  bissecteurs  de  Tangle 

(A,  Al)  et  de  son  supplement (617,  coroll.)y  etTequatioQ  deviendra^ 

sio^(M,*A)  sin^f*  —  sin*  a 

sinMNjA)  ~~  sin' a     sirt' v * 
•       .  .  .-» 

-ou  •     •  . 

sin' f* . sin'  ( N ,  A )  4-  sin'  v .  sin'  ( M ,  A )  =  sin'  a. 

*  •         .  * 

C'eil-^i-dire  que :  Si  par  ^haqiie  point  d'un  arc  de  grand  cercle  fixe, 
tangent  a  une  conique  spHeriqtie  (a),  on  mencles  -deux  coniques 
komqfocalcs^(tiL)f  (v),  et  qu'on  appelle  V  et  i  les  angles  que  cci 
deux  coniques,  font  i^vec  I* arc  de  grand  cerele  en  ce  point,  on  a 
entre  ces  angles  et  les  demi-arcs  diametres  principaux  pi^  v  des  deux 
coniques,  la  relation  constante 

sin'  pi .  sin'  i     sin'  v .  sin*  1 '  =  sin'  a  ( * ). 

B24.  Nqus  ne  nous  etejidrons  pas  davantage  ^ur  la  theorie  des 
cones  et  des  coniques  spheriques,  dont  il  n'est  ici  question  qu*in- 
cidemment  et  comme  application  immediate  des  proprietes  ge- 
ncrales  d'un  syst^me  de  cerclesi  Gette  theorie  importante  doit  eti^e 
tcaitee  d'une  manieref  special ,  et  elle  trouvera  sa  place  naturelle 
k  la  suite  de  la  theorie  des  'coni(|ues  planes  et  comme  devant  pre- 
.  ceder  celle  des  surfaces  du  second  ordret 


Ceite  dquation  r6ponil,.sur  Ifrspb^rc,  &  liquation  des  lignes  geoiiiv 
flques  8ur  PelJipsoide,     sin**  -t-  >'  sin'*',  =  a*,  donnee  par  M.  Liouvilli^.- 
[WoxT  Comptes  rendus  des  stances  de  V  Academic  des  Sciences  y  tome  XI K 
pa^e  joCi  ,  el  Journal  de  Math^matiques tome  IX ,  page  4o'|.) 
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CHAPITRE  XXXV. 

PROPRI^TtS  DE  DEUX  CERCLES  ,  RELATIVES  A-  LA  TH^OKIE  DES 
FOWCTIONS  ELLIPTIQUE9. 


!.  Thi'orcme  general. 
85iU.  &tant  pris  pliLsieurs  points  fixes  A  ,  B,  (2,.  .      sur  -une 
cnxonfircnce  de  cercle,  si  Von  mene  une  corde  mvo!-  de  maniere 
,  que  les  aros  coinptes  a  partir  de  ces  points  jusqu'aux  extrf*mites 
tUy  m  de  ia  corde  aient  entre  tears  sinus*la  relation 

a.sin A/n.sin  Am'-4- 6  sinSi7i.sinB/»'+7  sinCm.skiGm'H-.  •  .= 

a,  6,  7,...y  V  iftant  des  constantes^  la  corde  enveloppera  uiie  circonfe-. 
rence  de  cercle  dont  le  centre  sera  le  centre^  de  gravity  des  poinU.A , 
B ,  C , .  .  . ,  aujC4fuels  on  supposerait  des  masses  egales  aiix  con^ 
stantes  a,  6,  7,.  .  .j  et  le  rayon  dc  cctte  circonfere  nee  sera  egal  a 
V  .  2R 

R  ^tant  le  rayon  du  cercle  propose. 


a-h6-h74-...  ' 

En  effel,  on  a  {fig,  1^) 

«in|A/ii=:-— ,     siniAm'  =  -— ; 

2R  '     .  aR 

,  .        •   i  *    /     A/if  \  Km* 
siny  A/w  .  sin  Y  A/?i  = — . 

Soit  Kp  \9l  perpeodiculaire  abaissee  .du  point  A  sur  la  corde 
mm' ;  on  a 

Am  .  A/w' =- aR- A/;  (675). 

Done 


et,  de  m^me, 


sin  Y  A  m  .  sin    A  m'  =  — i-  ; 

'  2R 


sin  -Bm  .  sin4^Bm'  =  — . 

'  2R 
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L'equalion  proposee  devient 

.  a  .  A/?  4- 6  .  B  7  4- =  V  .  2  R. 

Klleexpriine  que  la  somine  des  distances  de  la  corde  mm'  aux  points 

A,  B , . . . ,  iViultipliees  resjiectivementpar  les  constantes  a,  6 , . . . ,  e^t 

cooMant(;et  egale  >  v. 2  R.  Done  la  distance  dp  la  corde  au  centre 
•  •••• 

de  graVite  de  tons  ces  points  est  egale  k  '  ( 456). 

Ce  qui  demontre  le  theoreine.  '  ' 

886.  C0ROI4LAIRE.  —  £tant  pris  deux  points  fixes  A,  A'  sur  une' 
circonference  de  certle  ( fig*.  1^5),  si  Von  ryene  une  conle  mm'  telle , 
'  que  I'on  ait  la  relation  cons  tan  te 

(2)       sin  YA^.sip  V  Am'-lrX.sinl  A'm.sin  J.A'/n'  =  v, 

cetti  cdrde  enveloppera  an  cercle  qui  dura  son  centre  sur  la  droit e 
A  A'  en  un  pointD,  doQt  les  distances  aux  points  fixes  A ,  A'  seront 

•    •       "      '  X.  AA'      ^  .       AA'  • 

. .    DA  =  —  ,  5    DA'  = 


et  le  rtiynn  de  oe  cercle  sera 

2Rv 


R  etant  celui  (fu  cercle  propose* 

.   C4r,  le  centre  D  du  cercle  sur  liquet  roule  la  corde  mm*  etant  le 
centre  de  graviie  des  deux*  pgints  A,  A'  auxqueUon  suppose  des. 
masses  egales  k  Tunite  et  k  >  respectiyement ,  ce  point  D  sera  situe 
-sur  la  droite  AA',  et  determine  par  Tequation  *  :       .  . 

DA-f-X.DA'-o  / 

laquelie,  avec  I'identite  •       •    *  . 

;  .        .  AA'-P  A'Dh-  DA  =  q' .(2), 

d'onne 

•X.AA'  AA'         •  • 

DA  =    ct  ■  DA'  = 


,  •    •    •      «  • 

..Cc  qui  demontre  Ic  Uieoreme. 

Les  d^ttx'  equations  q«ii  serveai  a  determiner  les  dcux  seg- 
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ments  DA'  et  DA',  impliqoent  la  regie  des  si^^nes;  de  sorte  que 
.  'les  signes  font  conaaitre  la  .position  du  point  D'Sur  la  corde  AA'  ou  '  ' 
sur  son'projongement. 

RiciPROQUBME^T  :  itaM  donnes  deux '  cercjes  C  ri  etont  les 
rayons  ^ont  K  et  T,  et  eiant  menee  dans  1epremi€r*une 'corde  fixe 
AAf  passant  par  Ic  centtseD  da  second  ^  si  une  tangente  jr)ul&  sar 
celui'Ci  et  rencontre  te  premier  cerrle  cn  Jftcux  points  m^m^'  on 
/iura  (a  relation  cofista^te  •  .  • 

,  sin  {  A/w.sin^  A/w'-f-        .  sin >- A' m . sin  4- A'w'=       r  * 
A  D        *  *        .  ■  2  R  DA 

Oil    .  •  .    *  ■  . 

(3)   •    A'D.siniAw.mn^A/7/H-HDA.siii|A'm.sin^A^m'  =  ^^ 

car  cetle  equation  resiilte  dfes  expressions  d-dessus  de  DA,  DA' 
et  r  eh  fonction  de  >  et  V. 

Les  segments  A.D  et  DA  sont  passibles  cfe  ^gnes ,  comme  nous' 
Tavons  dit;  ils  ont  le  mdoie  signe,  en  des  signes  <f>ntraires, 
,  selon  que  k  point  D  est  sur  le  segnieat  AV,  ou  sur  son  profon-* 
.  geinent.      .        •      "  *  • 

On  peut  snbstituer  aux  coefficients  de  Tequation  d'autres  ex- 
.   pressions  egalement  simples. '  .  '  : . 

Soient.  AM  et  A'N.  Jes  tangentes'au  second -cerde  issues  des 
{ft>ints  A;  A^;  on  a,  en  siipposant  nuls,  succcssivement ,  les  .arcs 
Am  et  A'm',       .     ,  •       "  .. .      '        '  '       ■ ' 

DA. sin  1  A' M . sin^i  A'BA  =  ^  AA'-,  * 


dou 


A'b.siTJf  AN.sin^ABA'  =  -^A^';  • 


DA  =  4:  AA 


.  2R         sin  \  M M".  sin  \  A'  BA 
A'D  =  ^AA*       '    '    ^  - 


2R         sii>  i  AN  .  sin  ^  ABA'  ' 
et  Tequation  devient  •     '  • ' .  - 

-      sin4^  A/w.sin  4  Aw'    'sin  7  A' /w.  sin  4*  A' m^  ' 

(4)       '  >  '  ■  .   ,   h  ■    ^   ;  '  -=i  sjn^ABA'. 

.      sin  ^  AN  smj  A'lW  '  . 
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•         .         •  '        •      •  ■    •  ' 

II.  Rcprd^jL>iit,Btioii»(;enmptriqiic  ilos  oqualioiis  rolattvvs  anx  fiinclions,  . 
elltpliques. 

BJKT/Quand  1^  corde  AA' est'iin  tliamt^tre  du  premiec  cercle, 

on^  {fig.  196)     •    *'  :  •  . 

•  '  •  .    *.     '  . 

siny  A' m=  sin  -j ( 1 80"  — '  A  w )  =.sin  (.90°.  —  y  A  m  )  =  cos ^  A m ; 

et,  de  iti4nie,     *.  *     "  •  *  "  . 

sin  7  A' =  cos  y  A  m'. 
L'eqiialion  ( 3)  devient      *  .  .  •  . 

A*  D .  sin  y  A  m .  sinr  y  A  w  '4-  DA ,  cos  \  km,  co^  \\m'  —  V\ 
'.•*■.-        •    •     .  * 
•  Ecrivon^   •.       '        .  . 
•  •  •  • 

.  •  'A'D  '  r 

cos  7  A/n«  cos'y  A/w'  4'  rrrr     t  A  w  /sin  M     ~  ttt  '  . 

DA  DA 

oq        .      •  •  ^ 

(5)       msy  A/;i.cQs|  Aoi'  H-.t;^  •      v  A'"       y  A//i'  0=  cos  y  AuVir 

On  a  done  cc  thcoreme  : 

itont  (tonnes  deux  cercles  C,  D,  51  une  tangentc  rvuie  sur  I'fin^ 

1>  et  rentonfre  V  autre  C  c/i  Hpijjff'pomts  m*,  in',  n/rj  Am  =  y  fct 
•Am'  =^f',  comptes h  partir  deVun-dcs  points  A  ,  A'  /fcVrt  circori- 
ference'Q  situes  sur  ia  iigne  dcs'centnts  dcfdeUx  cercles  y  ont  entrc 

eux  une  relation  de  la  ' form^ ' 

CO§y  y  cos  y<p'*-f->.  siny  ^Sfnfy'       V,      .  .  . 

Xet'iCtant  deux  coefficients  co/^stnnts  ^  donf  Ic  premier  ilepend  df 
la  position  du  centre  du  iercle  snr  lequel  route  la  corde  mm'',  et  le 
'  /ieiixiemV^  de  la  position  dtuce  centre^  ht  du  rayon  du  meme  cenUe.  ^  , 

•  '  A'D 

.  D  elant  le  qenlre  de  ce  a'l'cle ,  el  r  soif  ra^on ,  on  a  ^  et 

•  •  .  . 

'  V  c=  — ;  ou  bien ,  AM  ct(lnt  Pare 'forme  par  la  fangenieT  iiiene<? 

par  1^  point  A,  on  a  v  =  cos  y  AM. 

098.  L'arc  Atf  ctant  dohne,  tl  &u  flit,- pour,  de  term  inerMa  gran- 
deur et  la  position  du  cercle  1) ,  de  connaitre  son  centre ,  car 
rayon  s'ensiiil.  Le  centre  depend- *du  coefficient  X  cgal  an  rapport 
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A'D  *  * 

.- — .  On  pcut  prendre,  avec  (Jarc.AM ,  une  autre  donnoey  savoir, 
DA 

Taxe  radical  des  deux  circles.  On-donn^  ainsi  4  Tequation  la  (ornie 
sous  laquelle  on  considere  les  equations  de.ce genre  dans  la  theorie 
des  fonctions  elliptiques.        •  , 

Soit  OS  197)  Taxe  radical;  nous  allons.prouvec  que 


DA'   ■      /  AA' 

Dr  =  V'-Ao 


Deii^ontrons  d*al[}ord  que  Ton  a,  k  Tegard  d\une  corde  quelcpnque 
Am;  menee  par  le  point  A;  "  *  •         •  . 


mp  etant  la  distance  du  point  m  a  Taxe  radical. 
.  .En  effet , 

.    ,  .  A//I 

oil ,  en  veftu  des  deux  triangles  semblabies  Am  A',.  AOS , 

'  "AO  . 


sin|  Am  — 

AS 


Done 


.    .        .  Am   AO  . 

s,n-Am=^..-; 

d'oii  ■ .  .  .  • 

AA'  .  ,  .  .         Am     .       mS  .• 

.  V '  -  AO  •   ^Z'"'  =  y  AS  =  V  aS-  • 

Ge  qu*il  fallait  demontrer.  • 
On  a  done  pour  Tare  AM ,  . 
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— t.  •  • 

MP      MI  * 

Or  —  ==  c:::^  9  I  elant  le  point  de  contact  de  la  cordc  A^l  et  d« 
.  AI  '  .    ■ 

»  T.  MI      DA'  ^      MP      DA*  . 

cercle  D  (728)^  et  —  =  — Done  —  =  ^ :  et  par  cotisc- 

,  Al      UA  A\J  Da 

qnent 

DA 


V  AO  . 


DA  -  V "  ao^^":hm  . 

•    •  C.  Q.  #.   p.  *  , 

D^ignohs  paVy  Tare  AM,  ou  plutot Y^ngle  au  centre  qui  sous- 
tend  cet  arc  ;requation  (5)  devient 


7    •  AA'* 

(6)     cos  i  (p  cos  I  (p'  -4-  sin  |  sin  j  f  y/  i     —  sin'  |  fx  =  cos |  f*. 

Gette  equation  exprime  que  la  corde  nfrn\  determinee  par  les 
deux  angles  f ,  <p'  dans  le  cercle  C ;  est  tangente,  dans  toutes  ses.po- 
silions,  ^  un  second  cercle  dent  Taxe  radical  avec  le  propose  est  a 
la^  distance  AO,'  et  qui  touclie  la  corde  AM  sous-tendue  par 
I'angle  pi. 

Obsi^avation.  ~  Dans  I'equation  (5),  le  rapport  -—  comports 

un  signe,  lequel'est  +  ou  — ,  solon  -que  le  centre  du  cercle* D 

se  trouvfe  dans  Tihterieur.du  ccrcfe  C  ou  au  dehors.  De  sorte- 

que  Tequation  se  suffit  a  elle-m^me  pour'exprimei:  completer- 

ment  la  refalion  qui  convierft  a  une  figure  donnee.  Mais  il  n'en . 

est  pas  de  meibe  deTequation  (6)^  le  radical  par  letjuel  le  rapport 

A'D  •         •  * 

.-— •  se  trouve  remplace  ne  peut  point  indiquer  le  signe^  du  second 

terme  de  Tequation  II  fii^ut  done  se  .rappeler.que  ce  si{;ne  sera  -h- 
.ou  — ,  selon  que  le  centre  du  cqrCle  D-se  trouvera  sur  le  diametre 
A  A'  ou  sur  son  prolongeni'ent. 

•   829.  Quand  on  considere  la  corde  mm',  da/is'dcux  positions, 

.  ^  .  .  .       AA'  , 

injtnimen^  voistncs  y  &n  a ,  tn  faisant  -j^  =r 
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Ic  sigfu:  etant  -h  ou  — ,  selon  (jtte  Icccritnr  D  est  ^ur  Ic  diamctie 

kk'ou^ursonprolongcment.  •  - 

En  efTe>,  soiojit  mm\  nn'  {•Jig.  ic)8)  cordes  iqliniment  voj- 
sines',  tangenies-au.cercle  D,  et  /  leu r  point  d*interseclion  qni 
forme  le  [toinl  Je  contact  de  la  premiere  avec  qe  dercle;  on  a 


Done 

^  .         y/i        sin- jy.  dff^ 

V^i-r-e'sin'-iy'  ^^?'- 

Ce  qn'il  YaUait  dcmonlrer. 

Quant  aux  si^rres,  il;est  fecile  de  voJr  que  qiiand  le  cercle  D  est 
da'ns  rin^erieur  du  cfrcleO,  le»deux  cordes  infihinient  voisines  se 
•  coupent dans rinlerieur  de  ce .cercle ,  6tt|ue  les  Aeux  arcs  km^  K  m* 
sont  tons  deux  plus'  grands  oii  '|>lus  petits  que  les  deux  arcs  deter- 
mines par  la  corde  infinimenf  voislne,  c'est-Jl-dire,  *qu'aIors  les 
deux  arcs  elementaires  r/^,  dt^'^fSixt  le  meme  signe.  Quand,.au 
contraire,  ,1e  cercle- D  fest  exterieur  an  cercle  C,.  les  deux  cordes 
se.coupentau  dehor*  de  celui-ci  ,.et  aloVs  dsf  et  d^*  ont  des  signes 

differents,  .  •  *  * 

...  *  •   •  • 

830.  OBSEEVATidN. . —  (Jn  peut'dire  que  les  deux  cquations  ((x)* 
ct.(7)  sont  la  consequence  Tune  de  Tautre,  puisqu^elles  cxp'riment 
une'm^me  hypothese'^  savoir,  que  la  corde  mm'  du  cercle  C  ronle 
sur  .un  autre  cercle;  ^t,*en  effet,  on  4rouv«,  en  analy^,  que  la 
prenaiere  eqDation  est  rintegrale-<1e  la'^ceonde;  Tangle  p  y  repre- 
«ente  laconslante  arbttraire.  Ces  formules^opt  fohdamentales  ddns 
la  iheorie  dcs  font'tions  clliptiques. 
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Jit.,  Ai^tre  modfs  de  repr^senlalion  ,  dans  I«  cereic,  tics  rqiiations<rc)o(rvos 
atix  fonclio»s  elliptiqiies  '  ' 

831.  Lemme.  —  irant  donnes  deiix  ceroles  C  ,  D  (fig.  '98),  </ 
etant pris  snr  la  iigne  (its  Cfmtres  le  point  F  qui  a  la  m^mc polnirc 
dans  les  detix  ccrples,  si  .autoun  de  ce  point  on  /hit  tourner  la  ^ 
corde  ii'  dans  le  cercle  D ,  ct  que  par-  son  extremite  i  on  mene  la 
tangente  a  ce  cercle^  laqubllc  rencontre  le  eerrleC  en  m\  le  rap- 
port entre  lavflrde  i\  et  le  sinus  fie  I'a/fgle  iFm  rrstc  constant,  ' 

mi  '  • 

En'efTet,  on  a  — -      const.  (741^),  er ,  par  coriseqVcflr ,  • 
'  ntr       '  ,  ■ 


Or,  dans  le  ctTcle  D , 


sii\/Fvw 

=  const*. 

'Sin  Yim 


sift  F  ifn  =  sin  ^  arc  /  r  =  -r- » 
•  2r 


r  etant  "le  rayon  du  cerde.  Done  * 

•         0  it'  •  ■ 

sin  /F/w  ==  • —  X  const*,    ou  — ~-  =  cons^  . 
2r  sin/Fw 

•    ^  .    C.  Q    F.  D, 

•  Celte  proposition  se  transforme  en  iine  itelation  entve  les  d^iix 
angles.iwFA,  /»'.FA  de  mdme  forme  que  cellc  qui  lieii  entj^e  lesi 
deux  arcs  7  A #w ,  7  Aw',  ou  {    '\  <p'*  ( equat.  6). 

.Nous  conclurons  d'abord  de  la. proposition  te  theorenie  sui- 
Vant:  .  .  * 

85!l.  .L* angle  que  la  cncdc.Y'i  Jait  'wec  la  iigne  dcs  centres  des 
deux  cerchs  etant  reprvsentc par  ^ ,  et  tangle  jF  m  par!^ ,  iLrxiste' 
entre  ces  deux  angles  la  relation  •      .  '  • 


y/  '  —  c^  sin'i^  .*,'.' 

 ; —  const., 

•     sm  0 

dans  laquelle  e  represente  le  segment  DF  ^compris  cntre  le  point  F 

et  le  centre  du  cercle  D  sur  lequel.roule  la  tangente  im. 

Cette  relation  n'^est  autre  que  celle  du  lemme,  dans  laquelle  oi\ 

'  remplace  la  corde  / r '  par  SO0  expi-ession  en  fdnction  de  llangle  ^|/. 

En  efTet,  appiplantDs  la  perpend icutci ire  abais6ce  du  centre  div 

^ercle  D  sur  la  ootde  //',  on  a  .  ' 

-J  — J  - — 2  *       .   ■•  . 

/r  =  r-— D«  := DF  .sin^|;, 


1 
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'9.  ^ 

L^equation  du  lemme  deviefit  done  -  . 

 ^  • 

 1  ~  const. 

sin  9 

•    .*  c.  Q.  F.  u. 

Pour  determiner  la  consUmte,  on  peut  inener  la.- tangcnlc  au 
ccrcleDi^  par  le  point  A;  soient  u  le  poin^de  contact  et  v  Wangle 
«FA  :  pour  cette  ^angente,  Bel^  deviennent'  egaux  a  cet  angle  > ; 
.  on  a  done     .         ...  ... 


i/r» — e^sin'v 

 -.  =r  const. ; 

sm  V 

,ct  d'apres  cette  expression  de  la  constante,  la  relation  gencrale  de- 
•vient       .  ■ 


.Q,     .  ^r^-r- 6'-sin*i^  ^r- — c'sin'v 

'  sin  9       ^  sin  V  ■ 

CVst  cette  equation  qui  se  transforme  en  •celle  que  nous  voulons 
obtenir  entre  les  deux^ngles  m FA ,  m  FA'. 

855.  Appelpns  1,  X'  ces  angles;  les  deux  /Fw,  /F/w'  stint 
egaux  (76r,  cor.  I);  de  sorte'qu'on  a 

>=,|;.H-e,'    et    V —  0; 
sin  X  sin X'  =  sin' }  —  sin'  0 » .  et  cos  a  .  cos  W  =  i —  »in'-»j*  —  sin '  0 . 
.Or  Tequation  (8)  se  met  sous  la  forme 

I  —  sin*i|/ — sin'  0 -h  ( sin'>I/  —  sin'  0 )  ^ i     ~  sin' =  i  —  2  sin*  v  =  cos 2 
^On  a  done 

fl) )         eos  X  cos  X'  -f-  §in  X  sin  ^'  ^  —  ^  ^^^^     =      ^  ^  • 
•  Ce  qui  exprime  ce  theoreme  : 

Etant  dohnes  deux  cercles  C,  D,  ei  etant  pri's  le  point  F  qui  a 
la  in^me^  pelain:  ddns  ^es  deux  cercles,  si  une  tan  gen  te  rotUe  sur' 
I'un  D  et  rencontre  I 'autre'  C  en  deux  points  m,  91',  ies  rayons 
vectcurs  menes  du  point.  F  a  ces  deux  points  font  ^vcc  la  lignc  d^s 
centres  .deux  angles  X ,  X'  entre  lesf^aels  a  lieu  une  relation  ^dc  la 
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forme  •  •        ■  . 

cos  >  cos  X' -H  A .  sin  X  sin )/ =.B ,  * 

A     B  etant  deiix  constanles,  '      *  . 

Les  expressions  geometriques  de  ces  constantesse  trou  vent  dans 
('equation  (9).  Mai&ceile  de  A  n*a  pas  ia  merae  forme  que  le  coefB- 
cierit  de  Tequation  (6).  La  valeur  qui  corp^pondrait  ce  coeffi* 
cienl  serait  de  la  forme  1  —  Ar^sin*  2  v  Celle-ti  va  se  retrouver 
dans  le  theoreme  sutvant  : 

854.  Les  donnees  restant  les  memes  l)ue  dthtis  le  theoreine  'pr^ce-' 
dent  J  si  la  tangenteau  cercle  D  iprotive  //«  deplacement  infihi  'ment 
petit,  les  variations  des  deux  angle,s      V,  representees  pard\  '^ 
dV,  ont  entre  elles  la  relation  •  ' 

.d\  dV 
(9)-  .  .     _ , 

*  /       CF  *  /  CF 

•     V-     (Ta  .V.       CA        •  • 

En  effet ,  on  a ,  en  abaissant  la  perp^dicnlaire  Cq  sur  m  M*, 

—  ==  V/R'     C^'  =  V^R'  -  Cf'  sin'  \ , 


et  pareillement 


CF     .  wM 


CF    ■  .  m'W 


II  faut  done  prouver  que 

di  dV 


nt'M'  • 

On  a  * 
Mais' 

MN      FM  '  • 
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ot,  par  consequent,  ,  • 

////i  +  MN*    F/zi-f-FM  /wM. 


Done 


Pureillement 


Fw  .  .  F//I 
/wM  •  //I// 


F/u  2.GA 


F/?i*  2.CA 


Done 


/12M    F/w'    w/i  , 
Soit  /  Je  point  d'ii^lersertiqti  Jes  deux  co^d^s  mm^,  nri'\  on  a 
/w  /I  ,     tm  , 

Mais  /  est  Ic  point  de  contact  de  la  corUe  mm*  avec  le  caert-le ;  done 
les  deux  angles  /F/w  ,  iFhi'  SQOt  egaux  (70i;  cor.      et  Ton  a 
.        .  im,  ^    Y m 

/V,~  FnP' 

tit ,  par  consequent , . 

mn    F/«. 

•  ^> '       F^'  *' 

et  Tequatibn  precedente  deyient 

li-k       mU  flk  dV 

ou  • — 


^V^w'M'  /fiM  m'hV 

Ce  quMI  fallail  prouver.  Done,  etc. 

*  835.  Observation.  —  De  ce  qui  a  ete  dit  ppeoedemment  (850)', 
au  sujet  dc^  deux  equations  (6)  et*(7),  x>n  CQnclut  que  ('equa- 
tion ( 9)  comporte  celle-f  i ,  - .  • . 

•  .    •         /    *  cf'  .  • 
(lo)  cos'X.cos       5in>.sin  V  i  /  1 — — j-sin* A  =r  cosA. 

V  ca' 

De  &orte  que  cette  equation  so  trouve  demontree.  (i*uoe  seconde 
maniere,  et  avec  le  coedficient  de  meme  fDrnoe  que  dans  Teqcia- 
tion(6)(^J.         •  • 


(*)  La  iwWv  propi'icir  <iii  s>s(i*me  de  <(out  cercles,  viprim^e  par  Pequa^ 
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IV.  Tiansrormation  rlcs  roRCtious  eilipiiqiicsi- 

*    856.  i    Relation  entre  tes  angles  eUmentaires  d  f  et  ^\  des  for- 

mules  pr^edentcs. . 

^ue  dans  roxpression  de      troiivee  ci-dessiKS  (854),  pn  i<em- 

.      mn         '  '  . 

place  —  par  r/(p,  oo  aura 

d\  J_    m  M   .      •       r/X  • 

11.   Relation  ^ntre    yj \         sin- 1  (p    et    s/ \  ~  c\  sin' ).', 
AA'  CF^' 

On •        .  . 


*  n     AA7  .  .  ,  I      •      /mp  Fm 


mp      Vm  , 
parceqne  ^  =  =rV  iW) 


AF 


Et 


Done 


CA  . 


Vi  —  c'sin'^  _  Fm  2CA 
v/i  —  cj  sinU     •  /wM  AF 
*  ill.  Relation  entre  les  deux  fonctions  elliptiques 


VI  — c'sin'j«p       •v'l  — c^sin'X 


tion  (6),  M  due  a  M.  Jacob i.  ( Veir  1«  Jounuxl  de  MathematiquesdaM.  CroilO; 
tome  111}  pac^e  376,  annee  1828,  ct  \c  Journal  de  BlathSmaiitfues  do  M.  Lioii- 
ville,  tomo  X,  pa0C,435,  aniirc  1845.}  Uc  sQpond  theordme ,  exprime  par 
Tequaiion  (io)j  se  troiive  avtHS  (tivcrscs  uiilrefi  eqqalioiis  semblables,  re)a* 
tivcs  a  do8  fystemes  de  scciiuns  coniqiies,  dans  inoii  Memoirt  sur  /a- cov 
struetion  des  amplitudes  des  Jbnc  Hons  elliptiques.  (Voir  les  Comptes  rendus  dcf 
seances  de  I' Academic  des  Scienei's ,  tonic  XIX  ,  pa(;o  isSa,  annoe  i8440  ' 


# 
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•  /  l)*apres  les  expressions  preccHlenies ,  le<  rapport  des  deux^fonc- 
tions  est  cgal  k  , 


AF       ,  /'  ...  CF  \       I -he, 


2  CA      '  \ .     CA  /  2 

Ainsi 

I  —  c' sin' I  <p      ^i— cJsin'X.^  * 

'•  IV.  Relation  entrc  les  tleux  angles  f  et  "k. 
On  a  dans  letriangle"CF/«, 

$in/»rC  *;  iwC  .  ^     CA  .  ,    •  , 

sin-C^-F=-"CF'  «"^  =  CF**"(^~')' 

on  •  .  • 

sin{«p  —  ik)  =^    sin/.  • 

  •  • 

•       ,        J  ,       /A)i7  CF 
V.  Relation  cntre,  les  modules  t  /  -—  et  —  >  ou  c  ef  c,, 


AO  CA 


On  a 


A  A'  *.VcA 

Ao  =  --cF»  '=rr7: 

Ea  effety  cette  equation  devient 
'  CF 

.  AA/  ^      ^  CA  4.CF.CA 
AO  ~  (CA-+  CF)--*  ~"  ^ 

QU  •  .  • 

af'=2.ao.cf. 

Or  cette  equation  resnlte  de  Inequation  (9),  art.  68,  relative  au 
systeme  de  quatre  points  en  rapport  harmonique,  dans  laquelle 
on  suppose  que  le  point  arbitraire  m.  coincide  avec  le  point  e, 
J)onc ,  etc. 


FIN. 
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Addition  au       2S9  (page  182). 

Dans  la  demonstration  de  la  proposition  (259),  concer- 
nant  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques , 
on  suppose  que  ces  points  sont  reels.  Les  demonstrations 
suivantes  s*appliquent  indifleremment  aux  deux  cas  de  rea- 
lite  et  d'imaginarite,  parce  que  les  points  doubles  n'y  en- 
trent  que  par  les  rectangles  de  leurs  distances  a  des  points 
fixes. 

Demonstration.  —  Les  points  doubles  des  deux  divisions 
se  determinent  par  Tequation 

ae  —  2«0.rttf -h  =  o.  (t5ft). 

Par  consequent ,  on  a 

ae .af     a\>aa  , 

On  a  parcillement ,  a  Tegard  d'une  origine  prise  dans 
la  seconde  division , 

h'e,h'fr=h'V,h'b. 

Done 

ae.af         a  I .  aa' 

VTJ}  '^  h'V  .h'b 

Mais  les  qualre  points  «,  6, 1,  00  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  egal  a  celui  des  quatre  a',      ^  '>  donne  la 

proportion        =  jp-p-  11  vient  done 

ae.af   ab,aa' 

b'e,b'f~~h'b.b'a'' 

Et  cettc  equation  prouve  que  les  trois  couples  «,  V  \  a!  et 
<?,y  sont  en  involution. 

Autrement,  Que  Ton  suppose,  dans  T^uation  (4), 
art.  1 38,  que  le  point  a  coincide  avec  b\  et  le  point  d'  avec  c ; 

38 
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de  sorte  que  b  ei  c  de  la  premiere  division  restcut  arbi- 
tral res;  r  equation  devieni 

b'm.bW  b'b.db* 
cm .  cm  cb .  c  c 

Et  les  points  doubles  se  determineni par  Tequation  du  second 
dogr^ 

Ve\  b'b.bV 
=7-.-*-  •  •  •  -I — I — r  =  0' 
ce  .  '^''^ 

On  a  done 

b'e.b'f_  b'b.b'c^ 
ce.cf  cb,ce* 

Equation  qui  prouve  que  les  trois  couples  c\b^c'  et  e^f 
sont  en  involution.  Done,  etc. 


TABLE  DES  MATURES. 


PREFiiCE   I 

DiscouRs  d'inauguration  du  Cours  de  Gigoii£TRiB  supArieure  dc  la 

.  Faculte  des  Sciences  de  Paris    xxxv 

PRBUninUB  SECTZCM. — Vrinolpes  fondamentaux. — Thterle 
du  rapport  abhannonique ;  de  la  division  homograph^tpi^  et  de 
i*lnvoliition   i 

CHAPITRE         —  AVERTISSEMENT  RELATIF  A  L*(JSACE  DBS  81CMES  -H  ET  — , 

POCR  DETERMINER  LA  DIRECTION  DES  SEGMENTS  RECTILIGHES  OU  DBS  ANGLES,  ibid, 

CHAPITRE  II.  —  FONCTiON  ou  rapport  anuarmoniqce  de  quatre  points, 

DE  QUATRE  DROITES   ET  DE  QDATRE  PLANS   7 

$  I.   —  Premieres  notions  ihitL 

$  II.  —  Propricles  geonitttriques  du  rapport  anharraonique   la 

§  ill.  —  ProprieUis  de  quatre  points  situes  en  ligne  droitc ,  et  d  un 

faisccau  de  quatre  droites   17 

$  IV.  —  Formules  pour  ie  changemeiit  d'origine  des  segments 

rectiltgnes,  ou  des  angles   19 

^  V.  —  Proprieles  de  quatre  points  situes  sur  une  circonference 
de  oerde.  —  Formules  fondamentales  de  la  Irigono- 
metrie.  —  Proprietcs  du  quadrilatere  inscriptible  au 
ccrclc   20 

§  VI.  —  Relations  entrc  les  trois  rapports  anharmoniques  d'un 
syst^me  de  quatre  points  ou  d'nn  faisQ^au  de  quatre 
droites   14 

§  VU.-^  Nouvelle  expression  du  rapport  anhannonique  do  quatre 

points,  ou  d'un  faisccau  de  quatre  droites   2S 

CHAPITRE  111.  —  PROPRIETKS  RELATIVES  A  DEUX  8VSTEMES  DE  QUATRE  POINTS, 
OU  A  DEUX  FA18CEAUX  DE  QUATRE  DROITES  ,  «ONT  LES  RAPPORTS  ANIIARMO- 
NiQUES  SONT  EGACX   ^8 

^  I.  ^  Proprietcs  relatives  a  deux  systcmes  de  quatre  ^ints   ibid. 

§  II.  —  Proprictes  relatives  a  deuxsyst^mes  de  quatre  droites. ...  3i 

§  III.—  Manieres  d'exprimer  I'dgaliie  des  rapports  anharmoni-  • 

qnes  de  deux  systemes  de  quatre  points   32 

^  IV.—  Manieres  d'exprimer  Tegalite  des  rapports  anharmoni- 
ques de  deux  faisceaux  de  quatre  droites   35 

V.  —  Manieres  d'exprimer  qu'un  faisccau  do  quatre  droites  a 
hon  rapport  anharmoniquc  egal  a  celui  dc  quatre 
l»oinih  


TABLE  DES  MATIERES. 

rase* . 


CHAPITRE  IV.  —  RAPPORT  HARMONIQUE  DK  QUATRE  POINTS,  OU  d'cS  FAIS- 

CEAO  de  QDATRE  DROITES   38 

$  I.     —  Rapport  harmonique  dc  quatre  points   ibid. 

§  II.    —  Manieres  d'ex primer  que  quatre  points  sont  en  rapport 

harmonique   4* 

$  III.  —  Relations  oil  entre  un  point  arbitraire   43 

$  IV.  ~  Relations  ou  entrent  les  points  milieux  des  deux  seg- 
ments en  rapport  harmonique   4^ 

§  V.    —  Relations  ou  entrent  deux  points  arbitraires   4^ 

$  VI.  —  Connaissant,  dans  une  proportion  harmonique,  deux 
points  conjugues  et  le  milieu  des  deux  autres,  trouver 

ceux-ci   5 1 

^  VII.  —  Faiscean  de  quatre  droites  en  rapport  barmonique. ...  5a 

$  VIII.—  Relations  entre  quatre  droites  en  rapport  harmonique.  54 

CHAPITRE  V.  —  DU  STSTtME  DE  DEUX  POINTS  OU  DE  DEUX  DROITES  IHACI- 

.   NAIRES  •   56 

§  I.  —  Manierc  dc  ddtermiuer  simuUanement  deux  points  sur 

une  droite.  —  Points  conjugues   ibid. 

$  U.  —  Relations  entre  des  points  reels  et  des  points  imagi- 

naires   39 

§  111. —  Autres  elements  par  lesqucls  on  pent  determiner  deux 

points  imaginaires  .'   6> 

IV.—  Du  systeme  dc  deux  points  imaginaires  en  rapport  har- 
monique avec  deux  points  reels   C'l 

^  V.  —  Manidrede  determiner  simuUanement  deux  droites  con- 
juguces  passant  par  un  point  donne.  —  Droites  imagi- 
naires  

(111  A  PURE  VI.  —  THLORIE  DE  LA  DIVISION  IlOMOGRAPniQUE   G; 

^  I.  —  Divisions  homographiques  ibrmces  sur  deux  droites. — 

Faisceaux  homographiques  ibid. 

^  II .  -    Proprietes  geometriques  dc  deux  droites  divisces  homo- 

graphiquement,  et  de  deux  faisceaux  homographiques.  70 

<^  III.  Construction  d'un  quatrieinc  point  ou  d'un  quatriemc 
rayon,  dans  deux  systemes  de  quatre  points,  ou  deux 
faisceaux  dc  quatre  droites,  dont  Ics  rapports  anhar- 
moniqucs  sout  egaux   77 


CHAPITRE  VII.  —  SUITE  du  pr£c£dent.  —  oifferentes  manieres  d'expri- 

MKU  l.\  DIVISION  lIOMOGR.M'UlurE  de  DEIX  DROITES,  ET  L^nOMOGRAPIIlE  DE 
DKl'X  FAISCEAUX   -   ^» 

^  I.     -  Division  homugfiiphique  de  deux  droites  ibid. 

^  W.  -  Faibicanx  hom«>G»''*l»hiqucs»  *   101 


TABLE  DES   MfATIERES.  ^gfj 
C:HAPITR1l  VHI.  —  suite  di}  prjeg^dent.  —  divisions  hohographiques 

FORM^ES  SCR  DNE  Ml^.ME  DROITE.  —  FAISCEAUl  HOMOGRAPHIQUES  AtAXT  LE 
VflHE  CENTRE  

S  I.     —  Divisions  homographiques  formees  sur  une m^ine  droite. 

—  Points  doubles  

S  11.    —  Diverses  manieres  d'exprimer  deux  divisions  homogra- 

phiques  sur  une  m^me  droite    112 

§  111.  —  Casou  les  deux  points  doubles  coincident   ii4 

S  'V-  —  Propria le  de  deux  divisions  homographiques  dont  les 

points  doubles  sont  imaginaires   118 

1$  V.    —  Cas  particulier  des  divisions  homographiqiies  sup  une 

roftme  droite.  —  Divisions  en  involution   121 

ji  VI.  —  Faisceaux  homograph iques  qui  ont  le  m^me  centre.  — 

Rayons  doubles   121 

VII.  ~  Proprietes  de  deux  faisceaux  homographiques  dont  les 

rayons  doubles  sont  imaginaires   u4 

CIIAPITRE  IX.  — tb£orie  de  l'involution   la-p 

§  I.    —  Involution  de  six  poinU.  —  Relations  a  six  et  a  huit  seg- 
ments  ibid, 

$  II.   —  Cas  particuliers  de  I'involution  de  six  points   i3i 

§  III.  —  Proprietes  de  six  points  en  involution.  —  Point  central. 

—  Points  doubles   i38 

$  IV.  —  Construction  du  point  central ,  des  deux  points  doubles 

et  du  sixi^me  point  d'une  involution   145 

S  V.    —  Relation  entre  six  points  en  involution ,  dans  laquelle 

entre  un  point  arbitraire   i5i 

$  VI.  —  Manieres  d'exprimer  Tinvolution  par  les  eUmcnts  ou  les 

equations  des  trois  couples  do  points  conjugues   iS.S 

$  VII.  —  Relations  ou  entrent  les  points  milieux  des  trois  cou- 
ples de  points  en  involution   iSy 

$  VIII.—  Relations  diverses   iSg 

$  IX.  —  Relations  ou  entrent  deux  points  arbitraires   162 

X.   —  De  trois  segments  en  involution ,  deux  etant  donn^  avec 

le  point  milieu  du  troisi^me  ,  determiner  celui-ci. . .  164 

CHAPITRE  X.  —  SUITE  du  pr£c£de.<«t.  —  divisions  homograpbiques  en 

INVOLDTION   16^ 

CHAPITRE  XI.     SUITE  des  pr£c£dexts.  —  paiscsaqx  en  involution  ..  172 

^  I.  —  Faisceau  de  six  droites  en  involution   ihid. 

$  II.  —  Faisceaux  homographiques  en  involution   1^5 

^  III.—  Manieres  d'exprimer  que  deux  faisceaux  homographiques 

sont  en  involution   i^.^ 

38.. 


%gS  TABLE  DES  MATIKRES. 

CHAPIT&E  XII.  —  BEb  DCVX  POINTS  QVI  PIVIWNT  HAIlllOillQOUENT  DKVX 

SEGMSm  DO!l>iliii   179 

GHAPLTRE  XIII.  —  raoposmoxs  kklativcs  a  decs  divisiotis  bohogra- 

PHIQUM  FOUHiBi  WK  USB  HtHB   DMITE,  ET  A  l'INVOLCTIO!!   1 8? 

§  I.  DivtBioBs  homographiques  suf  une  m^ine  droile.  — 
Construction  dcs  dent  points  doubles  et  de  leur  point 
milien   ibi^» 

$  II.     Propositions  relatives  k  Tinvolution   188 

WtnataOB  SBCTIOM.  ^  Vm^HM*  ^  ««om  reoUUcnes. 
—  AwlloatioB  4w  iMotiM  p»M4eB«M   199 

CHAPITRE  XIV.  —  PROBLEME  DE  LA  SECTIO!«  DETER|IIN£E  ifrlW. 

GHAPITRE  XY.  —  vcbstioxs  dont  la  solution  sb  RAMt»B  a  la  con- 

STRCCftOB  DEB  P#ISITS  BOVBLB8  DE  DBBX   DIVISIONS  HOMOCBAFUQOBS  SCR 

VNE  MfiHE  DROITE   113 

§1.  —  Expose  de  la  m^thode  

$  11.  —  Questions  oA  I'on  considdre  deux  divisions  homographi- 
ques  sur  deui  droltes.  --^  Prohlemes  de  la  Section  de 
raison  et  d^  la  Section  de  I'espace   si 4 

S  111.—  Probl^es  ou  Ton  eonsid^e  deux  syst^es  de  deux  divi- 
sions homographiques   a  19 

j(  IV.  —  Questions  diverses  «  220 

§  V.  Resolution  d'un  systdnse  d 'equations  du  premier  ou  dn 
second  degre  

(IHAPITRB  XVI.  —  pROPMETEs^  relatives  a  deux  ststehes  de  points  si- 

TtlES  StJR  UNE  MtUE  DROITE.  —  APPUCATIQN  A  LA  DECOMPOSITION  DBS  PEAGr 
TIONS  RAT10XNELLE8  EM  FRACTIONS  SIMPLES   239 

8  I.  —  Systeipes  d«  points  en  Ugne  droitc  «*i4f. 

8  11. —  Deeomposition  des  fractious  rationnelles  en  fractions  sim- 
ples  235 

CHAPITRE  XVII.  —  divers  modes  de  description  d'dne  droite  par 

POINTS.  ^  SVSTfiME  DE  DROITES  PASSANT  TOUTBS  PAR  DN  M£HE  POINT....     24  ^ 

$  I.  —  Description  d*une  droite  par  points  ibid* 

8  ft— '  Proposition?  dans lesquelles  onconsidere  desdroitee  eoa- 

couraates  en  un  mdme  point   244 

CHAPITRE  XVlil.  —  PRQpfii^T£s  wi  quadrieatere  relatives  a  l'invo- 

LmON  ET  A  LA  DIVISION  BARMONIQUE   24 7 

CHAPITRE  XIX.  —  PRO««|^  DO  triamu   269 

$  I.  -  Tb^ertaMs  «4B4»a«x   ibid. 

1 .  Triangle  coupe  par  une  truMversalBk   ibid. 


TABLE  DES  MilTl£ll£S.  S99 

2.  Triangle  dans  lequel  Irois  droites  meneea  par  les 

Bomraets  i^oncourent  ea  vn  n^me  poini   36 j 

3.  Theor^met  daiw  letquelB  on  fiMiaidere  a  la  fots  un 

point  at  «ne  droite  dam  k  plan  d'un  triaagle. . . .  364 

4.  Triangles  inserit  at  eiroonseritrun  k  I'autre,  reapeo* 

tivement   265 

5.  Reflexions  sur  le  caractere  des  demonstrations  fan- 

dees  sur  les  theories  exposees  dans  cet  ouvraga. . .  368 

6.  Triangles  homologiques   370 

§  II.  —  Application  des  th^oremes  precedents  ii  la  demonetration 

de  diverses  proprletes  du  triangle   374 

CHAPITRE  XX.  —  paoFRUtrCa  imb  rei.TGMiia  m  QtnAnkL,  w  qoa»ri- 

LAT£RE  ET  DE  L'hEXAGOTIE   385 

$  1.  —  Proprietes  des  polygones   386 

$  II.  —  Pn^riatea  d«  ^uadriUtere   394 

$  III.—  Quadrilatere  gaiiclio.     Hyperboloide  a  uno  nappe   398 

S  IV.—  Proprietes  de  Thexagone   3oi 

CHAPITRE  XXI.  —  iQOATiens  a  la  droite,  00  relations  de  segmbiits 

SERVANT  A  DETERMINER  T0U8  LBS  POINTS  d'UNE  LIGNE  DROITE  '   3o6 

§  I.  —  ^uRtion  entre  les  segments  faita  a«r  deux  droites  par 

des  rayons  tonmant  autour  de  deux  points  Axes   ibid. 

$  II.  —  ^quRtion  entre  des  segmenta  iaita  sur  plusieura  axes  par 
des  rayous  tournant  autour  de  poiala  fixes  situes  en 
ligoe  droite   3i3 

$  J I  P.—  Eqaaiion  entre  des  segments  faits  sur  un  ou  plnsieurs 

rayons  tournant  aulowr  de  pAles  ftxes  qoeiconques. ...  817 

CHAPITRE  XXII.  —  Aquations  aq  point^  oc  relations  db  segments  ser- 
vant A  D<VBRM|RER  II9E  UUriMlTt  DB  IHIOITB8  ASSUJETTIES  A  PASSER  TOOTBS 
PAR  DN  MiHB  POXRT.  —  CENTRfi  DB  GRAVITB  D*OII  SYST^MB  DB  PeiNIS. 
—  CBNTRB  DSS  aWTBimSS  IIARIIONIQIIXS   SsS 

$  I.  —  Aquation  entre  les  segments  qu'une  droite  tournant  au- 
tour d'un  point,  fait  sur  deux  axes  fixes  ibid. 

U.  —  Aquation  entre  les  segments  faits  par  une  droile  tournant 
autoitr  d*nn  point  fixe,  sur  plusieurs  droites  concou- 
rantes  en  un  m^me  point.   3)5 

$  HI.  —  Relation  constante  entre  les  perpendiculaires  alMiiasees 
de  pluaieurs  points  sur  uoe  droite  qui  tourne  autour 
d'lUi  point  fixe.  —  Centre  de  gravite  d'un  systeme  de 
poihU   3a8 

$  IV.—  Centre  des  moyeiuios  harmoniques  d'un  systcme  de 

poiatv   33a 


TABLE  DES  MATIERES. 


Pare* 


TROXSliME  SECmOM .  —  SysUmet  de  ooordonii^t  tttrvant  4 
determiner  defe  pointt  <lu  des  droites.  —  F%uret  homographi- 
ques .  et  m^thode  g^in^ale  de  deformation  des  fifiwres.  — 
Fi^Turef  coiveiatives ,  et  methode  generale  de  tramformatton 
de«  llguret  en  d''autret  de  g^re  different   3  )9 

CHAPITRE  XXIII.  —  SYSTEIIE^i   de  C00aD0N?l£ES  SKHVANT  A  REPRESENTER 

PAR  UMB  E^^UATIOX  TOU8  LES  POINTS  d'u.NE  COl'RBE   ibid. 

CHAPITRE  XXIV.—  bYSTbiiEs  de  coordonnees  rerva?it  a  repr£se?(tbr 

PAR  USE  tiQVATIOM  TOLTES  LES  TANtiE^tTES   d'uNE  COURSE  

CHAPITRE  XXV. TBtoRiB  des  riooREs  bomographiques   36j 

§  I.  —  DeGnitioii  et  construction  gcnerale  des  figures  homogra- 

phiques  ibid. 

§  II.      Developpements  relatifs  aux  proprietes  metriques  des 
figures  faomographlques.  —  Nouyelles  definitions  de  ees 

figures   368 

$  III.  —  Figures  homologiques   374 

S  IV. —  Expression  analytique  des  figures  homographiques   38 -| 

$  V.  —  Figures  homographiques  ayant  deux  droites  homologues 

coincidentes  k  Tinfini   38; 

$  VI.     Proprietes  relatives  «u  systeme  des  deux  figures  homo- 
graphiques placees  d'une  mani^re  quelconqne  Tune  par 

'  rapport  a  Tautre   391 

I .  De  la  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 

homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. .  ibid. 
a.  De  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent 
deux  a  deux  les  points  homologues  de  deux  divi- 
sions homographiques   3g6 

3.  Proprietes  relatives  a  deux  figures  homographiques. 

4.  Ou  Ton  demontre  que  deux  figures  homographiques 

quelconqttes  penvent  etre  placees  de  maniere  a 
etre  homologiques,  ou  perspectives  Vune  de 
Tautre   4^^ 

5.  Figures  homographiques  dans  lesquelles  il  exisle 

deux  droites  homologues  a  Tinfini   f^io 

CHAPITRE  XXVI. — Ta£ORiE  des  figures  correlatives   4^^ 

$  I.  —  Definition  et  construction  des  figures  correlatives  ihid, 

^  II.  _  Developpements  relatifs  aux  proprietes  metriques  des 

figures  correlatives. — Nouvelle  definition  de  ces  figures.  4^0 

$  III.—  Expression  analytique  des  figures  correlatives   4^ 

^  IV.  —  Proprietes  de  situation  de  deux  figures  correlatives   4^7 


TABLE  DES  MATIERES.  6o  I 

Pasei. 

CHAPITRE  XWII. —  APPLICATION  DE  la  THEORIE  DES  FIGL'RIK  HOMOCRA- 
PHigUES  ET  DE  CELLE  DES  FIGLRES  CORRELATIVES,  RECARD^ES  COMME 
M^TIIODES    DE    DEMONSTRATION   4^' 

S  I.  —  CoDsiderations  sur  Tusage  des  deux  methodes.  —  Prin- 
cipe de  duqlite  ibid. 

§  n.  —  Pourquorron  ne  fail  pas  usage,  dans  le  cours  de  eel  ou- 

vrage,des  methodes  de  translbrniation   /|3/| 

$  III.—  Applications  di verses  des  deux  methodes   43«) 

I.  Transformation  des  relations  de  segments   ibid. 

'2.  Transformation  des  relations  d'anglcs   41^ 

3.  Usages  de  la  theorie  des  figures  homologiques  at  de 
celle  des  polaircs  reciproqucs  pour  les  transfor- 
mations d'angles   4^-^ 

QUATfjlinHfS  SBCTXOBf.  —  Bes  oerolet     4^7 

CHAPITRE  XXVIII.  —  paoprietes  relatives  a  cn  cercle  ibid. 

$  I.  —  Du  rapport  a nharmonique  deqnatre  points  d'un  cercle. . .  ibid. 
$  11.  —  Du  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  a  un 

cercle   4^^ 

§  111. —  Proprietes  diverses   47^ 

§  IV. —  Des  pdles  et  polaires  dans  le  cercle...   47^ 

1 .  Polaire  d'un  point.  —  Pdle  d'une  droite   ibid. 

2.  Autre  mani6re  de  demon trcr  les  propositions  prece- 

dentes   4^o 

3.  Propositions  relatives  a  la  theorie  des  p6les  et  po- 

laires  4^'^ 

'|.  Quadrilalero  circonscrit  au  cercle   4^^ 

5.  Quadrilal^re  inscrit  au  cercle   4^^ 

6.  Proprietes  relatives  a  trois  cordes  passant  par  un 

mdme  point   49^ 

7.  Proprietes  relatives  a  trois  angles  circonscrits ,  qui 

ont  leurs  somniets  en  lignc  droite   49  < 

8.  Figures  polaires  reciproques   49' 

CHAPITRE  XXIX.  —  PROPRIETES  relatives  a  DEUX  CERCLES  .  .  .  4<)7 

1 .  Des  centres  de  similitude  do  deux  ccrclcs   ibid. 

2.  Corde  commune  ii  deux  cercles ,  ou  axe  radical   499 

3.  Des  cercles  consideres  comme  figures  homologiques.  5o3 
|.  Proprietes  de  deux  cercles  relatives  al'axe  radical.  607 
3.  Proprietes  relatives  an  quadrilatere  circonscrit  a 

deux  cerclcji   Ji  i 

<».  Cas  oil  un  cerclt'  se  icduit  ii  mi  point  


(io2  TABLE  DES  MATIEaES. 

Paic< 


€HAPITRC  W\.  —  SYSTEMS  de  laois  ou  plcsiei'rs  cercles  atakt  le 

HtUB  AXK  RADICAL   JlS 

CUAPITRE  XXXI.  —  pROPRiETfcs  de  dkix  cergles  ,  relatives  aux  decx 

POi:«Ts  domt  chaccn  a  la  heme  polaire  da:«s  les  deux  cercles...  .  533 

€UAP1TRE  XXXII.  —  stst^he  de  trois  cercles  quelcomqces.  —  co.i- 

tactu  dks  cercles   539 

I.  Proprietes  relatives  a  trois  cercles   ibid. 

3.  Cercle  tangent  h  trois  autres  

CUAPITRE  XXXUI.  -  cercle  imaci!(airb     5^6 

I .  Ce  qu^on  en  tend  par  I'expression  cercle  Unaginaire. .  ihid. 

3.  Proprietes  relatives  a  un  cerele  imaginaire    55i 

CHAPITRE  XXXIV.  —  application  des  tBEOR£HBs  relativs  a  tn  cercle 

IXACINAIRE,  AUX  PR0PR|£t£s  des   C0!IES  a  BASE  CIRCCLAIRE   53; 

t.  Considerations  prcliminaires   ihid. 

3.  Proprietes  relatives  aux  plans  cycliques  d'un  c6ne  ii 

base  circulaire   56o 

3.  Proprieties  de  deux  cAnes  homocycliques   566 

/|.  Proprietes  relatives  aux  lignes  focales  d'un  c6nc. . .  b-i 

3.  C^nes  supplementaires   576 

CJIAPITRE  XXXV.  —  PROPRIETES  de  deux  CERCLES,  relatives  a  la  tbeo- 

RIE  des  FONCTIONS  ELLIPTIQUE8   S8o 

I.  Theoreme  general   «*«^- 

?.  Representation  geometrique  des  equations  relatives 

aux  fonctions  elliptiques   583 

3.  Autre  mode  de  representation,  dans  Ic  cercle,  des 

equations  relatives  aux  fonctions  elliptiques   687 

4.  Trausrormation  des  fonctions  elliptiques   S91 

AoDiTioN  au  n"  239   


6oi 


ERR  AT  J. 


Page  80,  ligne  11 ;  an  lieu  de  AB,  lisoz  «£. 
Page  80,  ligne  \l\  au  lieu  de  AC,  lisez  a/. 

Page  90,  art.  127;  au  lieu  de  La  formulc  (6),  lisex  La  rornmlo  (7). 
Page  1 18  ,      171 ;  ajouiez  (Jig.  39). 

Page  TiG,  lignc  4;  /i«<*  deYXen  supposant  Taxc  C  perpcndiculairr  u 
A ,  lisez  Si  Taxe  C  est  perpendiculairc  a  A ,  il  vicnt 

tong(A,  E)=±v^^, 

et 

Page  356,  ligne  4  en  remontant;  au  lieu  de  «  dans  laquelle  on  considers 
les  distances  des  points  du  quadrilat^re  »,  lisez  concernant  Ics 
distances  des  sommets  et  des  points  de  contours  du  quadrilatero. 

Page  3 1 8,  ligne  5;  aulieude}A,  lisez  m. 

Page  3i8^  dans  I'equation;  au  lieu  de 

Page  33a,  art.  437,  lignc  7  et  dans  les  deux  equations  au-dessous,  rempla- 

cezppav  p,. 
Page  333,  equation  (^),  remplacez  0  par  p^, 

Page  333,  ligne  6  du  premier  alinea,  les  points  ft,. . .  s  H  p  \  lisez  au 
lieu  de  p. 

Page  33^1 .  art,  -100;  dans  les  eqiiation»,  rempltict-r  fj  par  o,. 
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